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Summary 

We study the properties of the topological abelian  group equipped with the finest  - bounded 

topology and we prove that  is Hausdorff topological groups and  

 

Grupul topologic  se numeşte  mărginit, dacă pentru orice vecinătate  a elementului neutru  a 

grupului  există o submulţime  cu  încit . 

Clasul grupurilor  mărginite conţine clasul grupurilor  mărginite, a grupurilor separabile şi a 

grupurile precompacte. Grupurile  mărginite sunt definite şi studiate în [1] .Grupurile abeliene echipate cu 

ce mai fină topologie  mărginita au fost studiate în [2, 3,4]. 

Pentru grupul topologic abelian (  vom considera în  topologia determinată de familia de 

morfisme continue a lui  în grupul topologic  de ponderea  . Atunci grupul  cu această topologie se 

notează cu  sau  

Este evident, că grupul  este  mărginit ,iar topologia  este cea mai fină topologie  

mărginită. 

Dacă  este un grup abelian discret, atunci grupul  echipat cu cea mai fină topologie  mărginită se 

notează cu  

În articol se studiază proprietăţile grupului topologic abelian  Se demonstrează, că orice grup 

abelian  este un grup Hausdorff, iar în orice subgrup a grupului se induce ce mai fină topologie  

mărginită şi orice subgrup este un subgrup închis în topologia indusă. Se arată, că cea mai fină topologie  

mărginită se conservă la produse directe finite. 

Propoziţia 1. Fie  un grup abelian şi  un grup abelian  mărginit . 

i) Aplicaţia este continue dacă şi numai dacă aplicaţia.  

este continue pentru orice grup  de ponderea  şi pentru orice morfism continuu 

  

ii) Dacă este un morfism, atunci este continuu. 

Demonstraţie . i) “  Este evident, deoarece compoziţia morfismelor continue este un morfism 

continuu. 

    “ Fie  o submulţime deschisă în . Atunci   este o submulţime deschisă în . Atunci 

 este o submulţime deschisă în  deorece este continuu. Astfel  

este continuu. Atunci aplicaţia este continue.  

ii) Considerăm un grup topologic  de ponderea  şi compoziţia lui  cu morfismul continuu 

 şi aplicăm cazul i). 

Propoziţia 2. Fie  şi    două grupuri abeliene. 

    a) Aplicaţia este continue, dacă şi numai dacă pentru orice grup topologic    cu 

ponderea  şi orice morfism continuu aplicaţia este continue.  

b) Dacă  este un morfism , atunci este continuu. 

c)Dacă  un epimorfism , atunci  este deschis. 

    Demonstraţie. Afirmaţiile a) şi b) rezultă din i) şi ii) din propoziţia 1. 

    Demonstrăm c). Fie  Considerăm aplicaţia şi isomorfismul  

: . Atunci . Cum  este continuu ( punctul b) şi  este deschis rezultă  

este continuu. Grupul este  mărginit ,ca imagine epimorfică a grupului  mărginit . 



Morfismul  este continuu după propoziţia 2 , ii). Astfel  este isomorfism topologic şi  

este deschis  

În continuare clasele de grupuri topologice se consideră închise în raport cu imaginea topologică 

izomorfă. Dacă  ese un clas nevid de grupuri topologice , atunci cu  se notează clasul ce este format din 

produsele directe a grupurilor clasului , iar cu  clasul ce constă din subgrupuri a grupurilor clasului  . 

Pentru orice clas arbitrar  de grupuri topologice notăm  =   

Teorema 3. Dacă  este un grup topologic abelian ,  un careva clas de grupuri topologice 

abeliene,atunci orice morfism din  în orice grup  a clasului  este continuu , dacă şi numai dacă orice 

morfism din  în orice grup  a clasului  este continuu. 

Demonstraţie : “ . Fie -un morfism arbitrar. Exista o mulţime , şi grupurile 

, încît . După propozitia 1 [5,pag.59 ] aplicaţia  este 

continue, unde  - proiectia grupului  pe grupul . 

“  Rezultă din faptul, că   

Teorema 4. Fie  un grup abelian discret cu ,  o topologie mărginită în  . Topologia 

coincide cu cea mai fină topologie mărginită în  dacă şi numai dacă , orice morfism a grupului (   

în orice grup divizibil discret abelian    cu  este continuu. 

Demonstraţie . “ Rezultă din propoziţia 2. 

“ Fie  clasul grupurilor divizibile discrete de cardinal . Atunci clasul grupurilor mărginite 

este clasul  =  . Orice morfism din grupul (  intr-un careva grup din  este continuu . Atunci 

după teorema 3 orice morfism din grupul (  intr-un careva grup din  este continuu. 

Dacă  este cea mai fină topologie marginită în  , atunci  . Definim 

. Atunci  , deci  este un morfism continuu, adică  . Astfel 

  

Propoziţia 5. Fie L un subgrup a grupului abelian  . Atunci  

1)  este un subrup topologic a grupului  

2)   este topologic isomorf grupului  

Demonstraţie . 1) Fie , unde D este un grup divizibil discret abelian cu  Cum D este 

divizibil, dupa propzitia 17 [6,pag. 21] ,rezultă că  se extinde la morfismul . Dupa teorema 4  

este continuu , atunci si  este continuu.  

2) Cum  este mărginit , atunci şi  este este mărginit. 

Considerăm morfismul  Notăm cu  morfismul natural de la  la  După 

propoziţia 2 morfismul natural  este deschis. Atunci morfismul  este continuu. După propoziţia 6 

[5,pag.51]  este continuu. Conform teoremei 4 topologia grupului  coincide cu cea mai fina topologie 

mărginită .  

Propoziţia 6. Fie  un grup abelian. Atunci grupul  este un grup Hausdorff. În particular , orice 

subgrup a lui  este închis. 

Demonstraţie . Considerăm aplicaţia identică pentru orice  din G. Aplicaţia 

dată este o aplicaţie continue. Cum este un grup Hausdorff , atunci şi grupul  este un grup Hausdorff. 

Cum orice subgrup în este închis , atunci şi orice subgrup în  este închis.  

Propoziţia 7. Fie  doua grupuri discrete abeliene. Atunci  = . 

Demonstraţie. Afirmăm, ca aplicaţia 

 este un isomorfism topologic . 



Considerăm proiecţiile naturale.:  . După propoziţia 2 proiecţiile 

 sunt continue. Atunci produsul diagonal : 

 este continuu. 

Fie acum  un grup divizibil discret abelian cu  Să arătăm, că orice morfism f:

 este continuu. Considerăm   scufundările canonice . Notăm 

 . Atunci  sunt continue. Aplicaţia , definită cu 

) ) pentru orice  este continue. Observăm ,că  coincide cu , 

deoarece  sunt grupuri abeliene  
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