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Abstract. In this paper is studies rational numbers that are not reprezented as the sum of unit rational
fractions.
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Problema reprezentarii numerelor rationale ca suma de fractii rationale unitare este
abordati in lucrdrile [1-8]. In literatura de specialitate este bine cunoscuti conjectura:
pentru care numere naturale m,n exista numerele naturale x, y,z, incat si se verifice

. 1 1 1 o . . o
egalitatea  —+ Sto= % . Daca m = 4, atunci avem conjectura Erdos- - Strauss. Daca

m =5, atunci avem conjectura Sierpinski. Pentru m =6, 7, atunci se obtine conjectura
Aigner. in lucrarea [3] pentru m € {8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18} se aratd ca exista
ecuatii care nu au solutii naturale. In [7] se demonstreazi ci pentrum = 19 exista
ecuatii care nu au solutii naturale.

In lucrarea data se studiazi solutiile naturale ale ecuatiei

4242="" pentrum = 22,23,24.

X y z n

Teorema 1. Ecuatia
1 1 1 22
X +-y +-Z 23

nu are solutii Tn multimea numerelor naturale.

. . o 1 22 . <
Demonstratie. Vom considera, ca x = y = z. Cum - <o rezultd cad z > 2.
1 1 1 3 . 22 3 .
Analog, ;+;+; = Atunci - de unde z < 3. Deciz € {2,3}.

1. Fie z = 2. Substituim si obtinem ecuatia

1,121
x y 46
Din aceastd ecuatie rezultd ecuatia
4x+92
y=2+ .
21x—46
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Pentru 21x — 64 > 4x + 92, ecuatia datd nu are solutii naturale. Rezultd ca x < 10. Atunci
x € {3,4,5,6,7,8,9}. Prin verificari directe se arata ca ecuatia data nu are solutii naturale.
2. Fie z = 3. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 _ 43
x  y 69
Din aceasta ecuatie rezulta ecuatia
26x+69
y=14+——
43x-69

Pentru 43x — 69 > 26x + 69, ecuatia datd nu are solutii naturale. Rezultd ca x < 9. Atunci
x € {2,3,4,5,6,7,8}. Prin verificari directe se aratd cd ecuatia datd nu are solutii naturale.
Teorema este demonstrata.

Teorema 2. Ecuatia
1_22

1 1

_+_

x y z 29

are solutia (x,y,2) € {(2,4,116)}.

Demonstratie. Vom considera ¢cd x > y > z. Deoarece i < 2 rewulti ca

29
1 1 1 3 . 22 3 -
z>2.Analog, —+-+-<=. Atunci =< —, de unde z < 3. Deciz € {2,3}.
X y z z 29 z
1. Fie z = 2. Substituim si obtinem ecuatia
1,1_15
x y 58
Din aceasta ecuatie rezulta ecuatia
13x+174
y=3+ 15x-58

Pentru 15x — 58 > 13x + 174, ecuatia data nu are solutii naturale. Rezulta ca x > 116.
Atunci x € {4,5,...,115,116}. Daca x = 4, atunci y = 116. Daca x = 116, atunci y = 4.
Pentru celelalte valori ale x nu avem solutii naturale.

2. Fie z = 3. Substituim si obtinem ecuatia

1 _ 37

X

1
y 87
Din aceastd ecuatie rezultd ecuatia

13x+174
y=2+ .
37x—-87

Pentru 37x — 87 > 13x + 174, ecuatia datd nu are solutii naturale. Rezultd cd x > 10.
Atunci x € {3,4,5,6,7,8,9,10}. Prin verificari directe se aratd ca ecuatia datd nu are solutii
naturale. Teorema este demonstrata.

Teorema 3. Ecuatia

11 1 23

x y z 25
nu are solutii in multimea numerelor naturale.

. e o 1 23 .
Demonstratie. Considerdm ca x = y = z. Deoarece - < 5o rezultd ca z > 2.
1,1,1_3 . 23 _ 3 .
Analog, -+-+-<-. Atunci =< —, de unde z < 3. Deci z € {2,3}.
X y z z 25 z

Avem urmatoarele cazuri:

1. Fie = 2. Substituim si obtinem ecuatia

1 21

X

1
y 50
Din aceasta ecuatie rezultd ecuatia
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8x+100

y=2+ 21x-50
Pentru 21x — 50 > 8x + 100, ecuatia datd nu are solutii naturale. Deci obtinem x > 11.
Atunci x € {3,4, ....,11}. Prin verificari directe se arata cad ecuatia data nu are solutii naturale.
2. Fie z = 3. Substituim si obtinem ecuatia
1,1 _ 44
x 'y 75
Din aceasta ecuatie, rezultd ecuatia
31x +75
Y=t g =75

Pentru 44x — 75 > 31x + 75, ecuatia data nu are solutii naturale. Deci obtinem x > 11.
Atunci x € {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Prin verificari directe, se arata ca ecuatia data nu are solutii
naturale. Teorema este demonstrata.

Teorema 4. Ecuatia

are solutia (x,y,z) € {(2,3,8)}.
. : 5 1 _ 23 SR
Demonstratie. Vom considera ca x = y = z. Cum - <o rezultd ca z > 2.

Analog, 2414123 Atnc E< 3, de unde z < 3. Deciz € {2,3}.
X y z z 24 z

1. Fie z = 2. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 11
x y 24
Din aceasta ecuatie rezulta ecuatia
2x+48
y=3+—-
11x—24

Pentru 11x — 24 > 2x + 48, ecuatia datd nu are solutii naturale. Rezultd ca x > 8. Atunci
x € {3,4,5,6,7,8}. Daca x = 3, atunci y = 8. Daca x = 8, atunci y = 3. Pentru celelalte valori
ale x nu avem solutii naturale.
2. Fie z = 3. Substituim si obtinem ecuatia
1,1 _5
;'+'; ==§.
Din aceastd ecuatie rezultd ecuatia
3x+8
5x—8
Pentru 5x — 8 > 3x + 8, ecuatia data nu are solutii naturale. Rezulta ca x > 8. Atunci x €
{2,3,4,5,6,7,8}. Daca x = 3, atunci y = 8. Daca x = 8, atunci y = 3. Pentru celelalte valori
ale x nu avem solutii naturale. Teorema este demonstrata.
Teorema 5. Ecuatia

y=1+

1 1 1 24

x y z 25
nu are solutii Tn multimea numerelor naturale.
. D 9 1 24 <«
Demonstratie. Consideram ca x = y = z. Deoarece - < 5 rezultd ca z > 2.
1,1,1 _3 . 24 _ 3 .
Analog, ;+;+;S—. Atunci =S de unde z < 3. Deci z € {2,3}.

z

Avem urmatoarele cazuri:

1.Fie z = 2 . Substituim si obtinem ecuatia
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23

1 1
S+o==,
x y 50

Din aceasta ecuatie rezulta ecuatia
4x+100

23x-50

y=2+

Pentru 23x — 50 > 4x + 100, ecuatia data nu are solutii naturale. Deci obtinem x > 7. Atunci
x € {3,4,5,6,7}. Prin verificari directe se aratd ca ecuatia data nu are solutii naturale.

2. Fie z = 3. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 _ 47
x 'y 75
Din aceasta ecuatie, rezultd ecuatia
28x + 75
Y=t 75

Pentru 47x — 75 > 28x + 75, ecuatia data nu are solutii naturale. Deci obtinem x > 7. Atunci
x € {2,3,4,5,6,7}. Prin verificari directa se arata ca ecuatia data nu are solutii naturale. Teorema
este demonstrata.

Teorema 6. Ecuatia
1,1, 1 _ 24

x y z 41

are solutia (x,y,z) € {(2,12,492), (4,3,492)}.
Demonstratie. Vom considera, ca x = y > z. Deoarece i < %, rezultd ca z > 2.
Analog, 2414123 Atnc Z< 3, de unde z < 5. Deciz € {2,3,4,5}.
X y z z 41 z

1. Fie z = 2. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 7
x y 82
Din aceastd ecuatie rezultd ecuatia
5x+902
y=11+——.
7x—82

Pentru 7x — 24 > 5x + 902, ecuatia datd nu are solutii naturale. Rezulta cd x > 492.
Atunci x € {12,13, ...,491,492}. Daca x = 12, atunci y = 492. Daca x = 492, atunciy = 12.
Pentru celelalte valori ale x nu avem solutii naturale.

2. Fie z = 3. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 _ 31
x y 123
Din aceastd ecuatie rezultd ecuatia
30x+369
y=3+—
31x—123

Pentru 31x — 123 > 30x + 369, ecuatia datd nu are solutii naturale. Rezultd cd x > 492.
Atunci x € {4,5,...,491,492}. Daca x = 4, atunci y = 492. Daca x = 492, atunci y = 4.
Pentru celelalte valori ale x nu avem solutii naturale.

3. Fie z = 4. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 _ 55
x 'y 164
Din aceasta ecuatie rezultd ecuatia
_ 54x+328
Y= 55x—164"
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Pentru 55x — 164 > 54x + 328, ecuatia datd nu are solutii naturale. Rezultd cd x > 492.
Atunci x € {3,4,5, ...,491,492}. Daca x = 3, atunci y = 492. Daca x = 492, atunci y = 3.
Pentru celelalte valori ale x nu avem solutii naturale.

4. Fie z = 5. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 79
x y 205
Din aceasta ecuatie rezultd ecuatia
47x+410
=2 .
y t Jox—z05

Pentru 79x — 205 > 47x + 410, ecuatia datd nu are solutii naturale. Rezultd ca x > 19.
Atunci x € {3,4,5, ...,18,192}. Prin verificari directe se aratid cd ecuatia data nu are solutii
naturale. Teorema este demonstrata.

Concluzie. Din rezultatele enuntate mai sus rezulta ca conjectura formulata este falsa
pentru m = 22,23,24. Cu toate acestea, pentru unele valori ale numitorului conjectura este
adevarata. Apare in mod natural intrebarea: Pentru care valori naturale ale numitorului n
ecuatiile cu numaratorii 22, 23, 24 au solutii si pentru care valori naturale ale lui n ecuatiile
date nu au solutii in multimea numerelor naturale?
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