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INTRODUCERE

Geometria analitica, n special studiul algebrei vectoriale si
a curbelor de ordinul doi, nu este simplu, dar este necesar,
deoarece isi are amprente esentiale 1n viata cotidiana.

Algebra vectoriala studiaza vectorii, operatiile cu vectori,
spatiile vectoriale, transformarile liniare si sistemele de ecuatiile
liniare. La randul lor, spatiile vectoriale reprezinta o tema centrala
in matematica moderna, astfel, algebra vectoriala este utilizata pe
scara larga atat 1n algebra abstracta cat si 1n analiza functionala.
De asemenea, are o reprezentare concreta in geometria analitica
si aplicatii numeroase in stiintele naturale si stiintele sociale,
intrucat sistemele si fenomenele neliniare pot fi adesea
aproximate printr-un model liniar.

Curbele de ordinul doi, sunt liniile ce se definesc printr-o
ecuatie de gradul doi in raport cu doud variabile, care au fost
descoperite in sec. XVll-lea, sub impulsul cercetarilor
lui Johannes Kepler in astronomie si ale lui Galileo Galilei in
mecanica (elipsa in primul caz si parabola, in cel de al doilea).
Aceste figuri geometrice nu mai prezentau doar un inters ca si
curbe in sine, ci si ca traiectorii ale miscarii corpurilor,
atat planete cét si ghiulele de tun.

Curbele de ordinul doi, in special elipsa, hiperbola si
parabola, Inregistrezd o exceptie in constructia reprezentarii
geometrice a ecuatiilor canonice, aceasta fiind imposibid cu
ajutorul instrumentelor clasice, Insd, in baza proprietatilor acestor
curbe, sau inventat diverse metode eficiente de construtie
utilizdnd instrumente neclasice (fir de ata, pucte fixe — focarele
curbei respective, compasul eliptic, riga unilaterala, unghi drept,
etc.), care vor fi descrise in capitolul doi.


https://ro.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
https://ro.wikipedia.org/wiki/Astronomie
https://ro.wikipedia.org/wiki/Galileo_Galilei
https://ro.wikipedia.org/wiki/Mecanic%C4%83
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Elipsa&action=edit&redlink=1
https://ro.wikipedia.org/wiki/Parabola
https://ro.wikipedia.org/wiki/Traiectorie
https://ro.wikipedia.org/wiki/Planete
https://ro.wikipedia.org/w/index.php?title=Ghiulea&action=edit&redlink=1

De asemenea, curbele de ordinul doi, pot fi obtinute ca
sectiuni conice. In depenenta de pozitia planului ce sectioneaza
suprafata conica avem: circumerinta — planul este perpendicular
axei cilindrice, cu exceptia varfului conului care va reprezenta un
punct; elipsa — planul taie axa cilindrica sub un unghi «; hiperbola
— planul este paralel axei cilindrice si parabola — planul este
paralel generatorei.

Prezenta lucrare este dedicata atat elevilor si studentilor, cat
si cadrelor didactice.



1. ALGEBRA VECTORIALA

1.1.  Vectori. Operatii cu vectori

Definitia 1.1.1 [1]. Marimea, caracterizata de mdasura
numerica (modul) si directie, in care actioneazd se numeste
vector (fig. 1.1).

Tn R?, un oarecare vector v, poate fi reprezentat in doua
moduri, Tn dependenta de baza analizata: intr-o baza ortogonala

v = xe; + ye,,

iar Tntr-o baza neortogonala

v=fi+f

Fig. 1.1. Reprezentarea unui vector



Nota 1.1.1. In spatiunl tridimensional metric, vectorul se
reprezintd printr-un segment orientat.

Adunarea vectorilor

Pentru a aduna doi vectori, mai intdi alegem céte un
reprezentant al lor; atunci, practic, ne rezumam la adunarea
vectorilor legati.

VVom prezenta doud cazuri: adunarea vectorilor coliniari si
adunarea vectorilor necoliniari (oarecare).

Adunarea vectorilor coliniari

In primul rand si luam vectorii ¥ si i, ce au acelasi sens.

Atunci, vectorul sumd ¥ + i va avea aceeasi directie si
acelasi sens cu vectorii ¥ si 1, iar modulul, sau lungimea lui, va
fi suma modulelor celorlalti doi vectori (fig. 1.2)

|v +ul = 9] + [ul.

)

=
=]

=L

+

=1

Fig. 1.2. Adunarea vectorilor coliniari cu aceeasi directie

In cazul cand vectorii ¥ siu au sensuri opuse, vectorul
suma va avea aceeasi directie cu cei doi vectori si sensul celui cu
modulul mai mare, iar lungimea Iui va fi egala cu diferenta
moldulelor celor doi vectori (fig. 1.3).
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Fig. 1.3. Adunarea vectorilor coliniari cu directii opuse

Fie vectorii v si 1, doi vectori de sensuri opuse, astfel incat
vectorul ¥ este mai mare decéat vectorul 1. Conform celor spuse,
directia vectorului suma v + u, va coincide cu cea a vectorului v,
deoarece el este mai lung (mai mare), iar lungimea vectorului
suma va fi difereta lungimilor celor doi vectori.

Adunarea vectorilor necoliniari

Adunare a doi sau mai multi vectori se face dupa anumite
reguli, astfel avem urmatoarele trei cazuri:

» Adunarea a doi vectori dupa regula triunghiului.

» Adunarea a doi vectori dupa regula paralelogramului.

» Adunarea mai multor vectori dupa regula

patrulaterului.

Vom analiza fiecare caz separat.

1. Adunarea a doi vectori dupa regula triunghiului

Fie doi vectori consecutivi, AB si BC, adica varful primului
vector coincide cu originea celui de-al doilea vector (vezi fig.
1.4).



B C
Fig. 1.4. Adunarea a doi vectori dupa regula triunghiului

Dupa cum observam si in figura 1.4, suma vectorilor AB si
B—C’(vérful primului coincide cu originea celui de-al doilea,

punctul B) este vectorul AC, care isi are originea primului vector
(punctul A) si varful celui de-al doilea vector (puncul C).
2. Adunarea a doi vectori dupa regula paralelogramului
Fie doi vectori a cidror origine coincide. In baza acestora

construim un paralelogram (fig. 1.5).
A

B c
Fig. 1.5. Adunarea a doi vectori dupd regula paralelogramului

Daci dorim si adunim vectorii AB si ﬁ’), atunci, observam
ca el au aceeasi origine si anume in punctul B.

Vectorul sumi va fi vectorul BD, ce reprezinta diagonala
paralelogramului ABCD, in care vectorii ce trebuie adunati, AB si

5

—_— . - - . .
BC, reprezinta doua laturi consecutive.
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Observatia 1.1.1. Vectorul suma va avea aceeasi origine cu
vectorii pe care 1i avem de adunat.

3. Adunarea mai multor vectori dupa regula

patrulaterului

Aceasta regula este o extindere a regulii triunghiului, cu
mentionarea faptului ca avem mai multi vectori consecutivi, adica
vectori in care varful unuia coincide cu originea celuilalt.

Atunci va trebui sa inchidem poligonul care este compus
din vectorii respectivi, iar vectorul suma va avea originea
primului vector si varful ultimului vector (fig. 1.6).

F
1-__.___________‘___E

A D
B C

Fig. 1.6. Adunarea a doi vectori dupa regula patrulaterului

Fie vectorii AB, BC,CD, DE si EF, din imaginea de mai sus
(fig. 1.6). Daca adunam acesti vectori, atunci, vectorul suma, va
fi vectorul AF .
Deci, avem
AB + BC + CD + DE + EF = AF.
Proprietatile adunarii vectorilor.
Fie vectorii 4, ¥ si w. Adunarea vectorilor este:
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1) Asociativa
U+v)+w=u+@+w).
2) Comutativa
Uu+v=v+1u
3) Are element neutru, vectorul nul 0
i+0=0+1=1
4) Are element simetric (opus), vectorul —u
i+ (i) =(-w)+u=0.
Observatia 1.1.2. Vectorul opus — are aceeasi lungime
si aceeasi directie cu vectorul 77, insd sens contrar.
Diferenta a doi vectori
Fie vectorii u si v.
Definitia 1.1.2. Diferenta vectorilor U si U reprezinta suma
vectorului ¥, cu opusul vectorului v, adica —7, fiind data de
urmadtoarea relatie (fig. 1.7):

- —

U—v=1u+ (-7v).

L

- —

v-u

Fig. 1.7. Diferenta a doi vectori
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Tn imaginea de mai sus, putem observa modul de obtinere a
vectorului diferenta.

Astfel, fieu siv, doi vectori care au aceeasi origine.
Atunci, vectorul diferenta va fi vectorul care are originea in varful
celui de-al doilea vector, iar varful sau, va coincide cu varful
primului vector.

Inmultirea unui vector cu un scalar

Fie @« € R un numar real si ¥ un vector din plan.

Definitia 1.1.3. Produsul vectorului % cu scalarul « este un
vector, notat au, care isi schimba sensul astfel

ai, a>0,
au = 0, a = O’
—au, a<0.

Tn cazul cel mai simplu, cAnd a = 0, produsul este vectorul
nul 0.

Atunci cand a este un numar strict pozitiv, vectorul au va
avea aceeasi directie si acelasi sens cu vectorul i, iar daca « este
un numar strict negativ, vectorul ail va avea aceeasi directie, dar
sens contrar fatd de vectorul u.

Lungimea vectorului au va fi

la -l = el - [4].

Exemplul 1. Se considera un vector U, Sa se construiasca
vectorii 3u si —21.

Reprezentam vecorul 4 (fig. 1.8)

13



3u

2u

Fig. 1.8. Reprezentarea vectorilor 1, 31 si —2u

Observam, in figura de mai sus, vectorul 3u are aceeasi
directie cu vectorul U, de asemenea, are acelasi sens, deoarece
numarul cu care am inmultit vectorul %, este strict pozitiv, iar
lungimea lui este de trei ori mai mare decat lungimea primului
vector.

De asemenea, am construit vectorul —21, care are aceeasi
directie cu vectorul i, dar are sens contrar vectorului i, deoarece
numarul cu care am inmultit vectorul % este strict negativ, iar
lungimea lui este de doud ori mai mare decét lungimea primului
vector.

Proprietatile inmultirii unui vector cu un scalar.

Fie vectorii u, respectiv ¥ si scalarii a, 8 € R.

1) Distributivitatea inmultirii fata de adunare

a) a inmulti un scalar, oricare ar fi « € R, cu o suma,
inseamnad a inmulti acel scalar cu fiecare termen al
sumei, apoi rezultatele se aduna

a-U+V)=a-u+a-v;

b) a inmulti suma a doi scalari, oricare ar fi a, 8 € R,
Cu un vector oarecare i, inseamna a inmulti fiecare
scalar cu vectorul , iar apoi rezultatele se aduna

(a+p)-u=a-u+p-u
2) Asociativitatea
14



(a-B)-u=a-(B-u); Va,B € RsiVil.

3) Elementul neutru al inmultirii este vectorul unitate

1-d=1u

Coliniaritatea a doi vectori

Folosind operatia de inmultire cu scalari a vectorilor, avem
posibilitatea de a defini coliniaritatea a doi vectori.

Definitia 1.1.4. Doi vectori sunt coliniari, daca
indeplineasc una dintre urmdtoare conditii.

1) doi vectori 4 si ¥, sunt coliniari, daca si numai daca
exista un numar real nenul a, astfel incdt sa avem indeplinite una
dintre urmatoarele relatii:

U=av sau U= au.

2) doi vectori u si v sunt coliniari, daca si numai daca
existda douda numere reale nenule a, respectiv 3, astfel incat sa
avem indeplinita relatia

atl + B = 0.

Din aceste doud conditii putem sd dam si o conditie de
necoliniaritate astfel:

Definitia 1.1.5. Doi vectori U si ¥, sunt necoliniari, daca si
numai daca, din relatia

au + pv = 0,
ne rezulta ca « = B = 0 (adica scalari sunt nuli).

Fie A, B, C trei puncte.

Definitia 1.1.6. Vom spune ca punctele A, B, C sunt
coliniare, daca exista un numdr real a, astfel incat sa fie
indeplinita relatia

AB = aBC.

15



1.2.  Spatii vectoriale. Dependenta si independenta liniara
a vectorilor

Vom nota prin V, multimea tuturor vectorilor, in aceasta
multime consideram definite operatia de adunare a doi vectori si
de inmultire a unui vector cu un scalar (numar) [1-7, 29].

Definitia 1.2.1. Vom numi V spatiu vectorial, daca in
aceasta multime se indeplinesc urmatoarele proprietati [1]:

1) a+b=0>b+a (legea comutativd), {a, b} € V;
2) a+ (b+¢)=(a+b)+ ¢ (legea asociativi),
{a,b} c V;

3) 30:a+0=a;
4) PentruV a, exista elementul invers

—-a: a+ (—a)=0;
5 3l:a-1=a;
6) a(Ba) = (aB)a = f(aa) (legea distributiva), a,f € R;
7) a(a+b)=aa+ab;
8) a(a+p)=aa+ ab.

Definitia 1.2.2. Daca W €V si in W se indeplinesc toate
cele 8 conditii (din definitia 1.2.1), atunci W se numeste subspatiu
vectorial al spatiului V.

Nota 1.2.1. Spatiul vectorial peste R, se numeste spatiu
vectorial real, iar spatiul vectorial peste C, se numeste spatiu
vectorial complex.

In literatura de specialitate [1-7], intalnim urmatoarele
teoreme:

Teorema 1.2.1. Vectorul nul 0 este liniar dependent.

Teorema 1.2.2. Orice vector nenul este liniar independent.

Teorema 1.2.3. Orice supramultime a unei multimi liniar
dependente, este de asemenea o multime liniar dependenta.
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Teorema 1.2.4. Orice submultime a unei multimi liniar
independente, este de asemenea o multime liniar independenta.

Fie dat un sistem finit S de vectori a,, a,, ... a,.

Definitia 1.2.3. Vom spune ca vectorul a este combinatie
liniara a vectorilor sistemului S, daca el poate fi scris astfel

a=uwa +aa, +--+a,a,.

Definitia 1.2.4. Sistemul S este liniar dependent, daca are
loc egalitatea

a0, + aa, +--+aya, =0,
unde a,, a5, ..., @, nNu sunt simultant egali cu zero
a?+as+-+az #0.
Definitia 1.2.5. Sistemul S este liniar independent, daca
are loc egalitatea
a1, +aa, + - +a,a, =0,
unde a,, a5, ..., @, sunt simultant egali cu zero
a?+as+-+az=0.

Teorema 1.2.5. Sistemul S este liniar dependent atunci, si
numai atunci cdnd cel putin unul din vectorii acestui sistem, este
0 combinatie liniara a celorlalti vectori ai sistemului.

Demonstratie (suficienta). Fie a; # 0, atunci

ay = fra; + -+ B ay

unde
a an
ﬁZ = __""'ﬁn =
aq a,
trecand la notatiile
a, _ Un
aQ=——a,———a
oy aq "

obtinem



Deoarece nu toti a4, a5, ..., &, sunt simultan egali cu zero,
rezulta ca sistemul este liniar dependent.
Demonstratie (necesitatea). Fie a; # 0, atunci

aZ_ an —
aq=——0a,—""——a
aq 241 "

Notam
2%) an
BZ = __l""ﬁn =
aq aq

substituind in ultima relatie, obtinem
a; = Paay + -+ By Gn.

Teorema 1.2.5 este demonstrata.

Definim pe dreapta d, un punct O si un vector €, vom spune
ca punctul O si vectorul & urmeaza reperul

R = {01 e_}r

altfel fiind spus, am definit in spatiul V, de dimensiunea 1, o axa
de coordonate, considerand vectorul e — unitate dupa modul. Deci
pe dreapta d, orice vector se exprima prin vectorul €.

. -
0 3 d
Fig. 1.9. Reprezentarea unui reper R={0, &}

1.3.  Sistemul de vectori coplanari. Spatiul V2 si baza lui

Consideram planul 7 si toti vectorii paraleli dreptelor din
planul 7.

Definitie 1.3.1. Multimea vectorilor paraleli unui oarecare
plan m, se numeste sistem de vectori coplanari.

Notiunea de coplanar din plan este analog notiunii de
vectori coliniari pe dreapta.

Teorema 1.3.1. Orice trei vectori a, b, ¢, sunt coplanari,

atunci §i numai atunci cand sunt liniari dependenti [2].
18



Deoarecece in plan doi vectori necoliniari sunt liniari
dependenti, atunci oricare al treilea vector este o combinatie
liniara a celorlalti doi.

Demonstratie (necesitatea). Consideram trei vectori @, b, ¢
nenuli si coplanari, deci putem construi un paralelogram laturile
ciruia si contina vectorii @ si b, iar diagonala si fie egala cu
vectorul ¢ (fig. 1.10), atunci

¢=a.a+ b

-

Fig. 1.10. Paralelogramul laturile caruia sa continda vectorii a
si b, iar diagonala vectorul ¢

Consideram un scalar y # 0 si notdm
a
afl = -

Br=——.
Introducem aceste notatii in expresia de mai sus, obtinem
b,

c=——a-—

IR
NI

Sau
aa+ pb+yc=0.
19



Demonstratie (suficienta). Fie a, b, ¢ trei vectori liniari
dependenti si cel putin unul din scalarii «, §,y, diferit de zero.
Presupunem y # 0, atunci
b.

C=——a-—

<IK
NI

Revenim la notatiile de mai sus, obtinem
¢ = a,a+ B,b.

Din faptul ca este o combinatie liniara, rezulta ca se poate
construi un paralelogram pe laturile caruia si fie vectorii @ si b,
iar diagonala si fie vectorul ¢, deci rezulti ca vectorii @, b, ¢ sunt
coplanari. Teorema 1.3.1 este demonstrata.

Consecinta 1.3.1. Daci vectorii @ si b nu sunt coliniari,
atunci pentru orice vector ¢ coplanar cu ei, exista asa scalar
a si 8, incat

¢ = aa + Bb.

Definitia 1.3.2. Orice pereche ordonatd de vectori {a, b} se
numeste baza spatiului V», considerand vectorii @ si b linieari
independenti [1].

Fie dat in plan un punct O numit origine si baza {é;, e, }.
Vom numi reper afin ansamblul

R == {0, e_l, 52},

care, geometric poate fi reprezentat in felul urmator (fig. 1.11):
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YA

—

ke

-
X

Fig. 1.11. Reprezentarea reperului afin R = {0, &, e,}

Orice vector din planul definit de reperul R = {0, &;, &,},
este o combinatie liniara a vectorilor e; si é,
a=xé, +ye.
Considerand
ley|=lez] =1
putem defini un sistem afin de coordonate XOY si deoarecece
ey |=le;]
vom spune ca sistemul XOY este cartezian.

Daca e; 1 é,, atunci sistemul se numeste rectangular.
Pentru sistemul rectangular cartezian vom utiliza reperul R =
{0,573}

Definitia 1.3.3. Planul in care este introdus un sistem de
coordonate se numeste plan de coordonate.

In plan, planul de coordonate se imparte in 4 cadrane si
cunoastem doud orientari: de dreapta si de stanga.
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Definitia 1.3.4. Coordonatele x si y a vectorului a se mai
numesc proiectiile algebrice ale vectorului a pe axele de
coordonate (fig. 1.11).

Teorema 1.3.2. Proiectia sumei a doi vectori @ si b, este
egala cu suma proiectiilor, indiferent de tipul proiectiei.

Din definitiile de mai sus, rezultd proprietatile de baza ale
vectorilor.

Consideram @ = {x;,y,} si b = {x,y,}

) a=b=>x=x y=y;
2) axb=bta={x;tx; y1xy.}
3) aa = {axll aJ’1}}
N R L Y
8 allb<=> y2|—0.

Sau

X1Y2 — X%2y1 = 0,
sau poate fi exprimat ca raport

a_n
X, Vo
Fie dat un segment oarecare [M; M,] # 0 (fig. 1.12).
Mi M,} Mg

Fig. 1.12. Raportul dintre vectorii M; M, si M, M,

Punctul M, (x,; yo) Imparte acest segment, in raportul [1]
M, M,

=41
M; M,

daca 1l # —1
Pentru determinarea coordonatelor punctului M,, se cunosc
urmatoarele formule:
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X1 + Axy

o=
s
=Y1+/1}’2
Yo 1+ °

Daca punctul M, este mijlocul segmentului [M; M, ], atunci
coordonatele punctului M, se calculeaza dupa formulele

x1+x2
x0= 2
1.1
1ty a1
yO_ 2 "

In spatiul V, putem determina distanta dintre doud puncte
A(xy; y1) 51 B(x2; y2)
|AB| = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)* (1.2)

Exemplul 1. Sa se determine distanta dintre punctele
A(—1;0) si B(5;8) si mijlocul segmentului format de aceste
puncte.

Rezolvare. Aplicam formula de calcul a distantei dintre
doua puncte (1.2)

|AB| = J(S — (-1)" + (8 — 0)?> = V36 + 64 = V100 = 10,

iar in baza formulelor (1.1), determinam coordonatele mijlocului
segmentului [AB], punctul M, (x; yo)

-1+5
Xo = > =2,
sl
0+8 8
Vo= =37

Raspuns: |AB| = 10,
M, (2; 4) - mijlocul segmentului [AB]
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1.4.  Produsul scalar
Definitia 1.4.1 [1]. Prin produs scalar a doi vectori a si b,
vom intelege numarul egal cu produsul modulelor acestor vectori
la cosinusul unghiurilor dintre vectorii dati, adica
(@- b)=lal - |b| cos(a,b). (1.3)
Daca unghiul dintre vectori apartine cadranelor I si 1V,
atunci produsul scalar este pozitiv, iar daca unghiul apartine
cadranelor II si 111, atunci produsul scalar este negativ.

Proprietatile produsului scalar

1. (ab)= (ba);

2. a=0sau b=0=>(a- b)=0;
3. alb=>(a-b)=0;

4.  (aab)= a (ab)= (aab);

5. (a+b)¢ = (ac) + (bbc).

Tn concluzie, doui combinatii liniare de vectori se
inmultesc scalar ca si doud polinoame.
Fie
a= {x1»J’1}, a= {x1i+ YU_}
si
b ={x3,¥.}, b = {xoT+ y,]},
atunci
(@ b)=x1%2 + y1¥a.
Din definitia produsului scalar si formula produsului scalar,
rezulta

XXy +
cosa = 1X2 T Y1Y2 (1.4)

NN
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Ultima egalitate reprezintd formula de aflare a unghiului
dintre doi vectori, unde « este unghiul dintre ei.

Cosinusul unui unghi a este pozitiv, daca a este un unghi
situat Tntre —90° si 90°, de asemenea este nul, daca unghiul este
drept si negativ dacd este un unghi obtuz.

Din cele spuse mai sus rezulta:

e cosinusul este pozitiv, daca |a| > 0, |b| > 0, unghiul «

este ascutit;

e cosinusul este nul, daca |a| = 0, |b| = 0, unghiul « este

drept;

e cosinusul este negativ, daca |a| > 0, |b| > 0, unghiul «

este obtuz.

Produsul scalar poate fi determinat si utilizand interpretarea
geometrica. In acest caz se aplica urmatoarele proprietati [19]:

o Daca unghiul @ = 0, atunci vectorii sunt paraleli si

(a-b) = lal-|bl.
o Daca unghiul @ = g atunci vectorii sunt perpendiculari
s
(a-b)=0.
o Daca unghiul ¢ = m, atunci vectorii sunt paraleli, dar
orientati In directia opusa si
(a-b) = —la|-|bl.

Exemplul 1. Sa se determine cosinusul ungiului format de
vectorii v(4; 3) si w(6; 8).

Rezolvare. Utilizand formula (1.4), obtinem

_ 4-6+3-8 _ 48 _24
Cosa_\/42+32.\/62+82_5'10_25-

. 24
Raspuns: cosa = e
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Produsul scalar este utilizat in fizica, in cazul cand se cere
sa se calculeze proictia unui vector de-a lungul unei componente
date. De exemplu, munca L realizata de o forta constanta F pe un
corp care se migca in directia u este (fig. 1.13) [1, 2]

L=F-u.

Fig. 1.13. Reprezentarea produsului scalar din punct de vedere
a fizicii

Exemplul 2. Fie vectorii |a| = 12 si |b| = 10 si madsura

dintre acesti vectori 60°. Sg se determine produsul vectorial

dintre acesti vectori.
Rezolvare. Aplicam formula (1.3) si obtinem

(@-b)=12-10 - cos(60°) = 120 % =60
Raspuns: 60
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1.5.  Sistemul de vectori in spatiu

Vom considera multimea vectorilor din spatiul
tridimensional, deoarece in spatiul V, orice trei vectori
necoplanari sunt liniari independenti, pe cand in spatiul V3 sunt
liniari dependenti, deoarece baza spatiului V5 este formata din doi
vectori necoliniari [2].

Teorema 1.5.1. Orice patru vectori in spatiul V3 sunt liniari
dependenti.

Definitia 1.5.1. Orice trei vectori necoplanari din Vs,
formeaza baza spatiului V3.

Fie 1n spatiul tridimensional este introdus reperul

R={0, &, &;, &3},

unde &, e,, 5 sunt vectorii din baza spatiului V3, cu alte cuvinte
am introdus un sistem afin de coordonate in spatiul V5.

Daca vectorii e, €,, &5 sunt reciproc perpendicular

e, le, Leé,
si dupa modul egali cu 1
le;| = lex] = les| =1,

atunci vom primi un sistem rectangular cartezian de coordonate
cu reperul R={0, 1, J, k} (fig. 1.14).

Cu alte cuvinte avem

sau
ol = 1j1 = |k|.
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Fig. 1.14. Reperul de coordonate in spatiu

In spatiul tridimensional V5, asemenea ca si in V,, putem
determina distanta dintre doua puncte oarecare A(xy;y1; Z1) Si
B(x2; y2; 22)

|AB| = /(s — )2 + (y2 —y1)? + (2 — z1)2. (1.5)

Fie vectorul a = {x;y; z}, atunci modulul acestui vector

al=yx7 T y7 4 22

Ca si in plan, in spatiu avem: daca punctul M(xy, Yo, Zo)
imparte segmentul [AB] in raportul 2 # —1, atunci intr-un sistem
afin de coordonate sunt adevarate urmatoarele formule:

este

X1 + Axy
o=
Nt Ay,
Yo="1 7
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zZ1 + Az,
SR
Insa, daca punctul M, este mijlocul segmentului [AB],
atunci coordonatele punctului M, sunt

_x tx
Xy = >
Yit+tY2
y0: 2 ) (16)
71tz
2=~

In spatiul mai sunt si coordonate sferice, analog
coordonatelor polare in plan.

Coordonatele sferice ale unui punct A(r;a; ), sunt
caracterizate de unghiurile a si 8 si raza r care reprezinta distanta
de la origine (punctul 0) si pana la punctul A (fig. 1.15).

A
A
B 1
n}
o Ag
Fig. 1.15. Reprezentarea unui punct in coordonate
sferice

In acest caz avem relatia
AA,0 1 0A4A,.
Exemplul 1. Sa se determine distanta dintre punctele
A(—=3;-2;6) 5i B(0; 2; 6).
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Rezolvare. Cu ajutorul formulei de calcul a distantei dintre
doua puncte avem
|AB| = /(0 +3)*+ (2+2)2 + (6 — 6)2 =V25 = 5.
Raspuns: |AB| =5

1.6.  Produsul scalar in spatiu
Definitia produsului scalar in spatiu este aceeasi ca si in
plan, cu exceptia ca in formula produsului scalar se adauga doar
coordonata z.
Fie dati doi vectori 1n spatiu
a = {xy;y1; 21}
si

b= {x2;¥2; 22},
atunci produsul scalar este
(@ b)=x1%; + y1Y2 + 2125, (1.7)

iar cosinusul unghiului dintre vectorii @ si b este
X1Xz + V1Yo + 212,
i+ 2 G+ i+ 2
Fie dat vectorul ¢ = {x,y, z}, care formeaza cu axele de
coordonate OX, OY si OZ, unghiurile a, 5 si y.
Deci

cosa =

(1.8)

X

JXE+yr+ 22

y

JxZ+yz 422
Z
JxZ+y2 422
Ridicdm la patrat ultimile trei egalititi cos®a, cos?p
si cos?y, parte cu parte, adunandu-le obtinem
30
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cos?a + cos?f + cos?y =

X 2 y 2 . 2
() ) ) -
x% 4+ y? + 7?2 x% 4+ y? + 72 x% 4+ y? + 72

x2 y2 ZZ
x2+y2+z2 x*+y?+z2 x*+y*+z?
X +yr+z?
x4+ y24z2

Deci
cos?a + cos?B + cos?y = 1.
Aceasta egalitate se numeste proprietatea cosinusurilor
directori, iar unghiurile a, 8 si y se numesc unghiuri directoare.
Exemplul 2. Sa se determine produsul scalar a doi vectori
in spatiu, daca
a={1;5-1}si b = {4;3;9)}.
Rezolvare. Aplicam formula de calcul a produsului scalar
(1.7) si obtinem
(@-b)=1-4+5-3-1-9=10.
Raspuns: (@ - b) = 10

1.7.  Produsul vectorial
Definitia 1.7.1 [5]. Se numeste produs vectorial a doi

vectori a si b in spatiul tridimensional, vectorul

¢ = [a, b,
daca se indeplinesc urmatoarele conditii:
1. Ic|=|al - |b| - sin(a, b);
2. clasiclb;
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3. tripletul a,b si ¢, are aceeasi orientare ca $i
reperul din bazd {T, ], k} (de dreapta).

Din definitia 1.7.1, rezulta sensul geometric al produsului
vectorial: modulul produsului vectorial a doi vectori este egal cu
aria paralelogramului construit pe acesti doi vectori (fig. 1.16).

)

ol

Fig. 1.16. Sensul geometric al produsului vectorial

Pentru produsul vectorial se cunosc urmatoarele proprietati

[20]:
1. al|b=>[a, b]=0,
a=0 sau b= 0=>[a,b]=0,
2. [a, b]=—[b, a],
3. [a@, b]=[a, ab]= « [a, b],
4. [(@ b),c] = [a,¢c] + |b,c].

Din proprietatile de mai sus, rezulta: combinatiile liniare Tn
produsul vectorial se comporta ca si polinoamele.
Daca sunt dati doi vectori prin coordonatele sale

a={xy;y1;%1} ~

a= xl f+ yl_]_+ Zlk
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si
~ b = {x3; y2; 22}, ~
b == xz T‘l‘ y2]_+ sz,
atunci

= _f|Y1 Z1|. |21 X1 |*1 D1
C:[a'b]:{ Y2 Zz|; |Zz x2|; |x2 Y2|}
= N2z — 721y 71%; — Z3x15 Y2 — Yix2} (1.9)
Din sensul geometric al produsului vectorial rezulta
formula de aflare a ariei triunghiului dat de trei vectori.
Fie ABC un triunghi oarecare, vom exprima aria
triunghiului utilizand produsul vectorial.
Se considera paralelogramul ABCD pentru care [21]
Sascp = |AB x AC|.

Deoarece

1
Sapc = ESABCD

obtinem
1 1 _ 1
Sasc =75 |AB x AC| = §|CA x CB| = 5 |BA x BC)|.
Nota 1.7.1. Aria triunghiului din plan cu varfurile
A(x1; ¥1), B(xz; y2) s1 C(x3; y3) este

1 1 X Y1 1
SABC = - |A| = —abs Xy Yo 1 . (110)
2 2
x3 y3 1

Nota 1.7.2. Aria triunghiului, din spatiu, cu varfurile
A(x1; Y15 21), B(x2; ¥2; 22) s1 C(x3; y3; 23) este

1
Sapc = > /A% + A3 + A%, (1.11)
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Yo—=Y1 22— 73
Alz |

Y3—=Y1 Z3—Z1l
Z =7y X2 7 X
2= |Z3 —Z1 X3 —x1|
sl
Ay= |x2 —X1 Y2~ J’1|.
X3—X1 Yz~
Exemplul 1. Sa se determine aria triunghiului cu varfurile
A(1;8;—-1), B(0;5;4) si C(1; —4; 7).
Rezolvare. Aplicam formula de calcul a ariei triunghiului
dat de trei puncte A, B si C (1.11), obtinem

1 _ 2 12 _ _ 2
swe=2 (5 I+ ST B =2

Raspuns: Sype = 2794 (u.p)

1.8.  Produsul mixt a trei vectori
Produs mixt este o expresie in care produsele scalare si
vectoriale, ale vectorilor spatiului tridimensional, apar simultan.
Definitia 1.8.1. Fie tripletul ordonat de vectori a,b,c €
V. Produsul mixt al celor trei vectori se noteazdi cu (@ b - €) si
se defineste prin formula

/\
B"I

c)—a (bx c)
E su

a=xq l+y1]+Z1k
b =x,T+y,] + 2k

Daca vectorii a

si
c = X3 T+ y3]_+ Z3E,
atunci produsul mixt a trei vectori se scriesub forma
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B X1 V1 Z
(@ b-c)y=|x2 Y2 2Zz|. (1.12)
X3 Y3 Z3

Se cunosc urmatoarele proprietati ale produsului mixt a trei
vectori [5, 10]:

o) (C_l' b- E) =0, daca si numai daca vctorii sunt
coplanari, adica vctorii sunt liniari independenti;

o(ab-¢)=(b-c-a)=(c-a-b);

o (a-b-¢)=—(b-a-c);

o V,=|(a- b- ¢)| - volumul paralelepipedului construit
pe cei trei vectori (a- b- ¢) (fig. 1.17).

<y

X
Fig. 1.17. Paralelepipedul construit pe vectorii @, b, ¢
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Rezultatul produsului mixt a trei vectori este un scalar a
carui valoare absoluta nu depinde nici de ordinea celor trei vectori
si nici de ordinea celor doud operatii.

Nota 1.8.1. Valoarea absoluta a produsului mixt, este egala
cu volumul paralelepipedului (vezi proprietatea 4 a produsului
mixt) construit pe cei trei vectori (sau egal cu 6 ori
volumul tertraedului construit pe cei trei vectori).

Nota 1.8.2. Volumul tetraedrului cu varfurile

A(x1;Y1521), B(X25¥2,522), C(X35 Y35 Z3) 81 D(%X4; Va5 Z4)
este

1 -
V= gabslAB -AC - AD|,

sau
xg Y1z 1
1 z, 1
V=-abs|*2 Y2 % (1.13)
6 X3 Y3 Zz 1 '
Xge Yo Zy 1

C

Fig. 1.18. Tetraedrul ABCD
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Exemplul 1. Sa se afle volumul tetraedrului construit pe
vectorii @ = (3;2;2),b = (1;-2;—-2) si ¢ = (0; 1; 3).

Rezolvare. Pentru a calcula volumul tetraedului, vom aplica
produsul mixt a 3 vectori (1.12) si nota 1.8.2, adica formula

1 _
V=€|(c_l-b-c')|.
Deci, volumul tetraedului este
3 2 2 1 8
V = —-mod -2 =2|==|-1842—-6+6|==|-16] ==
6mo(1) 12 32 6| + + 6| 6| | 3

Raspuns: V = g (u.c)

Exemplul 2. Sa se calculeze aria triunghiului BCD si
volumul tetraedului format de punctele A(1;2;1), B(2;1;3),
C(—2;1;3) si D(0;2;0).

Reprezntati grafic acest tetraedru.

Rezolvare. Calculdam volumul tetraedului, Tn conformitate
cu formula (1.13)

1 2 11
1 2 1 3 1/_2
V—gabs Z5 01 3 1 —§(u.c.)
0 2 0 1

Aplicand formula de calcul a ariei triunghiului BCD (1.11),
obtinem

1 _ _
S =33 (10 )"+ (1% ) () =
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“a,,
"

Fig. 1.19. Tetraedul ABCD
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10.

Exercitii si probleme

Se considera punctele A(—6;—3),B(6;9) si C(0;—2) .
Sa se determine coordonatele vectorului
t = 5 45 + 2BC.
Sa se determine |AB +AC — CD|, daci A(—4;5),
B(4;2),C(—0;2), D(0;6).
Sa se determine parametrum m € R, pentru care punctele
A(2;5),B(1; 5) si C(m; 3) sa fie coliniare.
Fie dat un oarecare punct A(a, b). Sa se determine:
a) coordonatele punctelor simetrice lui A, fata de axe de
coordonate si fata de origine;
b) coordonatele punctelor simetrice lui A, fata de cele
doua bisectoare ale axelor de coordonate.
Sa se determine distantele dintre perechile de puncte:
A(3;2),B(6;6),C(—1;0),D(—5;4) si E(—1; —4).
Si se calculeze lungimile segmentelor AB si CD, unde
A(3;6), B(8;2), C(3;2) st D(8;6). Sa se explice
geometric rezultatul.
Sda se arate ca triunghiul format de punctele
A(2;3),B(—1;—1) si C(6;0), este isoscel, cu baza BC.
S& se arate ca triunghiul format de punctele A(2 +
V3;1),B(v/3;—1) si C(—1; —/3), este isoscel.
Sa se arate ca triunghiul format de punctele A (1 +

V3; %),B G, 1+2\/§) si C (1;%), este dreptunghic. Sa se
determine unghiul drept.
Fie punctele A(—1;—-3) si B(2;—1). Sa se determine

simetricul lui A fata de B.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Fie A(1;1),B(2;—-3) si C(6;0). Sa se determine
coordonatele punctului D, al patrulea varf al
paralelogramului ABCD, daca AC este diagonala.
Sa se determine aria patratului a carui doua varfuri sunt
punctele A(3; —7) si B(—1;4).
Fie triunghiul format de punctele A(4;5),B(0;3) si
C(2; —3). Sa se calculeze lungimile tuturor medianelor
triunghiului.
Sa se determine unghiurile interioare ale unui triunghi,
daca varfurile au coordonatele
a) A(5;0),B(0;1)siC(3;3);
b) A(3;7),B(2;—=3)si C(—1;4).
Fie triunghiul cu varfurile A(7;0), B(4;4) si C(—1; —8).
Sa se determine coordonatele pciorului bisectoarei BB’ a
triunghiului.
Fie triunghiul cu varfurile A(1;-3),B(3;—-5) si
C(—5;7). Sa se determine mijlocurile laturilor
triunghiului.
Fie triunghiul cu varfurile A(3;7), B(2; —3) si C(—1; 4).
Sa se determine lungimea inaltimii dusa din virful 4.
Sa se determine aria triunghiului cu varfurile A(1;2;0),
B(3;0; —3) si C(5;2;6).
Si se determine proiectiile vectorului @ pe vectorul b,
dacia ={5;2;5}si b = {2;-1;2}.
Si se determine produsul scalar (a - b), daca

lal = 8, |p| = 15
si |axb|=72.
Sa se determine aria paralelogramului construit pe vectorii
a =u+2vsib = 21 + v, daci u si ¥ sunt vectori unitari
care formeaza un unghi de g
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22. Sa se determine produsul vectorial al vectorilor u si 7,
unde prin {z, j, k} s-a notat baza ortonormata pozitiva in V.
a) u=1+2]siv =6k,
b) =1+ 2]+ 5ksiv =]— 6k;
C) i =2j+4ksiv =1+ 6k;
d @=1+2]—5ksiv=1-3]+ 2k.
23. Determinati scalarul a € R, astfel incat vectorii
u=aa+3bv=3a—->b
sa fie coliniari, unde @, b € V, sunt doi vectori necoliniari.
24, Sa se calculeze
a) (2u— 30+ 5w) x (3u+v— 7w);
b) [(2a+ b) -b], dacd @ ={3; —1; —2}sib =
{1,2; -1}
25. Sa se determine volumul paralelepipedului construit pe
vectorii @ ={3; —2;1}, b = {2;1;2}si¢ = {3; —1; -2}.
26. Fie vectorii @ ={2; —3; 1}, b = {—3;1;2}si ¢ ={1;2; 3}.
Sa se determine
a) [(ab)-¢];
b) [a (b, )]
27.S4 se determine dacid vectorii a ={2;3;—1}, b=
{1; —1; 3} si ¢ ={1;9; —11} sunt coplanari.
28. Fie tetraedrul ABCD cu varfurile A(2;3;1), B(4;1; —-2),
C(3;3;7) si D(—5; —4;8). Sa se determine lungimea naltimii
duse din varful D.
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2. CURBELE DE ORDINUL DOI

Ecuatia generald a curbelor de ordinul doi, este
Ax? +By?+Cxy+Dx+Ey+F=0 (2.1)
unde coeficientii 4, B si C nu sunt concomitent egali cu zero,
adica
A* +B%+C% #0.
Remarca 2.1. Daca in ecuatia (2.1), avem C = 0
Ax?*+By?+Dx+Ey+F =0,
atunci curba de ordinul doi se numeste centrala.

2.1. Cercul
2.1.1. Ecuatiile caracteristice ale cercului. Proprietitile
cercului

Definitia 2.1.1. Locul geometric al punctelor unui plan,
egal departate de la un punct, numit centru C(a; b), se numeste
cerc [7].

Din definitia cercului, rezulta ca distanta de la centru si pana
la oricare punct M(x;y), al acestei curbe, este aceeasi si se
noteaza cu r (fig. 2.1). In literatura de specialitatea aceasti
distanta este numita raza, si este reprezentata de segmentul CM,
cu alte cuvinte

|[CM| =T.
Din punct de vedere geometric, distanta dintre punctele
C(a; b) si M(x;y) este
ICM| = (x — )% + (y — b)2.
Prin urmare, avem
JE—a?+@y-b?r=r,
ridicand la patrat ambele parti, ale ultimei egalitati, obtinem
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(x—a)?>+ (y—-b)? =72 (2.2)
Ecuatia (2.2), se numeste ecuatia normala a cercului [7].
Daca centrul cercului se afla in originea de coordonate,
adica a = b = 0, atunci ecuatia (2.2) ia forma
x2+y%=r? (2.3)
aceasta relatie reprezinta ecuatia canonica a cercului.
Deschidem parantezele, in ecuatia (2.2), si obtinem
x%?+vy%—2ax —2by+a*+b*—r2=0. (2.4)
Ecuatia obtinuta (2.4), este de gradul doi, prin urmare,
cercul este o curba de ordinul doi.

Y A M, (x4.¥4)
°

Fig. 2.1. Cercul
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In continuare vom analiza doua puncte, unul din exteriorul
cercului, iar altul din interiorul lui. Fie punctul M, (x;;y,) (fig.
2.1) un punct exterior cercului, atunci

(x1—a)’+ (y1 —b)* > 1?2,
deoarece (CM)? = r? < (CM,)?.

Daca punctul M,(x,;y,) (fig. 2.1), este un punct interior
cercului, atunci

(x; —a)? + (y, = b)* <r?,
deoarece (CM)? = r? > (CM,)?.

Se cunosc urmatoarele particularitatile caracteristice ale
ecuatiei canonice ale cercului (2.3):

e coeficientii de pe 1angi x?2 si y? sunt egali intre ei.
e lipseste termenul, care contine produsul xy.
Respectand aceste 2 particularitati, ecuatia (2.1), ia forma
Ax?+Ay?+Dx+Ey+F=0, (2.5)
unde A # 0.

Impartind ambele parti, ale ecuatiei (2.5) la A, obtinem o

ecuatie echivalenta cu relatia (2.5)

>+ 2+D +E +F—0
X y Ax Ay A—.

Transformam ultima relatie sub forma de patrate

5 D D? 5 E E?
X+ 2—x+—|+|(y'+2—~y+-—|+

2A° ' 4A2 2A7 " 4AZ2
F D* E?
A 4AZ  4A2

Sau

( D) +( E)Z_D2+E2—4AF

e (2.6)
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2a- ¢
s

E _ b

2A

In dependentd de valoarea expresiei din partea dreapti a
expresiei (2.6), adica

D% + E? — 4AF
472 ’
avem urmatoarele trei cazuri posibile [8]:
1) Daca
D? + E2 —4AF
AAZ =r<>0,

atunci ecuatia (2.6) ia forma
(x —a)?>+ (y—b)? =12
In acest caz, ecuatia (2.5) va reprezenta un cerc cu centrul
in punctul (a; b) de raza r.
2) Daca
D? + E2 — 4AF
4A2 =0
atunci ecuatia (2.6) ia forma
(x—a)*+ (y—-b)*=0.
In acest caz, ecuatia (2.5) va reprezenta un punct cu
coordonatele (a; b).
3) Daca

D? + E? — 4AF

4A2

atunci ecuatia (2.6) ia forma
(x—a)’>+ (y—b)? =—-r2

=—1r?<0,
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Tn acest caz, planul nu contine nici un punct cu coordonate
reale, care sa satisfaca aceasta ecuatie, deci este ecuatia unui cerc
imaginar.

Fie sistemul de coordonate ortonormat al planului afin, iar
punctul (xo;yo) centrul cercului. O parametrizare a ecuatiilor
cercului de raza r, este

{x = x, + 1 cos t,

y =Y, +7rsint, t € [0,27).

Observam, cd aceasta parametrizare este periodica si anume
de perioda 2m. In cazul ecuatiei (2.3), cand cercul are centrul Tn
originea de coordonate, avem ecuatiile parametrice

X =71 CoS t,
{y —rsint, '€ [0,2m).
y A

Fig. 2.2. Reprezentarea cercului dupa ecuatiile parametrice
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2.1.2. Constructia cercului cu un compas

Traditional, o circumferintd se construieste un ajutorul
compasului clasic cu un ac si un creion. Se fixeaza marimea
deschiderii compasului de valoarea rezei cercului ce urmeaza a fi
construit.

Apoi, marcam pe hartie punctul C(a; b), care ulterior va
servi drept centrul circumferintei.

Fizand acul compasului in punctul C(a; b) si realizind o
rotatie completd, varful creionului compasului va realiza cu cerc

(fig. 2.3).

Fig. 2.3. Constructia cercului cu un compas
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2.1.3. Constructia cercului cu un ac si un fir rigid

Construirea cercului cu ajutorul instrumentelor neclasice,
poate fi realizata cu ajutorul unui ac si a unui fir rigid, prin doua
metode.

Metoda 1. Se fixeaza acul in punctul care urmeaza a fi
centrul cercului C(a;b), apoi, din firul disponibil realizam un
inel, astfel incat lungimea inelului format sa fie egald cu 2r.
Aplicam acest inel acului si cu ajutorul unui creion intindem
inelul bine, in urma rotatiei de 360° (pastrand inelul intins bine),
varful creionului va descrie un cerc (fig. 2.4.a).

Metoda 2. Pe firul disponibil se formeaza doua inele de
dimensiuni mici, astfel incat distanta dintre inelele formate sa fie
egala cu raza cercului r. Fixam acul intr-un inel, in punctul care
urmeaza a fi centrul cercului C(a; b), apoi, varful unui creion se
fixeaza in celilalt inel al firului. intindem firul cat de bine posibil,
si in urma rotatiei de 360° (pastrand firul intins bine), varful
creionului va descrie un cerc (fig. 2.4.b).

a) b)

Fig. 2.4. Constructia cercului cu un ac si un fir rigid
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2.2. Elipsa
2.2.1. Ecuatiile caracteristice. Proprietitile elipsei

Definitia 2.2.1. Locul geometric al punctelor unui plan,
astfel incat suma distantelor la doua puncte fixe (F; si F,) in
acelasi plan, numite focare, este o marime constanta, si mai mare
decét distanta dintre focare (2a > |F1F,|), se numeste elipsa [7].

Distanta dintre focare se numeste distanta focala si se
noteaza cuU 2c¢

|F1F,| = 2c.

Compunem ecuatia elipsei, care trebuie satisfacutd de
coordonatele oricarui punct al elipsei. Luam drept axa 0X -
dreapta ce trece prin focare (F;, F,), iar in calitate de axa OY —
perpendiculara la OX ce trece prin mijlocul segmentului [F;F,]
(fig. 2.5).

Focarele elipsei au coordonatele F; (—c; 0) si F,(c; 0).

A

Y
My
ed
- -
Fy(-.0) 0 o Fo(c,0) A

Fig. 2.5. Proprieteatea de compunere a ecuatiei elipsei

Fie M(x;y) un punct al elipsei, in baza definitiei 2.2.1,
avem
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Aplicand formula distantei dintre doud puncte, obtinem

|[FiM| =/ (x + ¢)? + y?
|F,M| =/ (x —c)? + y2.

Substituim aceste relatii n egalitatea (2.7)
|F,M| + |F,M| = 2a &
JaE+o)2+y2+J(x—c)2+y2=2a® (2.8)
JG— Tty = 20— G T
Ridicam ambele parti, ale ultimei egalitati (2.8), la patrat
(x—c)?+y?=4a® — 4a\/(x + )2+ y2 + (x + ¢)* + Y2
& — 4a\J(x + )2 +y% = (x — )? + y* — 4a® —
—(x+ )2 —y2® — daJ(x + )2 +y? =
=x2 —2xc + c? —4a? — x* — 2xc — c*&
— 4a\[(x + ©)? + y? = —4xc — 42>
a/(x + )2 + y% = xc + a2

Pentru a elimina radicalul din partea stinga a ultimei
egalitati, aplicam inca o data, ridicarea ambelor parti la patrat
a’((x +c)® + y?) = x%c? + 2xca®? + a*®
a’x? + 2xca® + c?a® + y?a? = x%c? + 2xca® + a*®
x%(a? — c?) + y%a? = a?(a? — ¢?).
Deoarece a > c, rezulta

si

a?—c?>0.
Notam acest termen prin patratul unei alte variabile
a? — c? = b?, (2.9)

obtinem
x2b? + y2a? = a?h?,
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sau, impartind la termenul a®b?, obtinem

XZ y2

Ultima egalitate reprezinta ecuatia canonica a elipsei, unde
a este semiaxa mare, iar b — semiaxa mica.

Din ecuatia (2.10), putem stabili urmatoarele proprietati
[9]: ecuatia (2.10) contine variabilele x si y numai la patrat. Daca
aceasta ecuatic este satisfacutd de coordonatele x si y ale
punctului M(x;y), ea este satisfaicutd si de coordonatele
punctelor simetrice M, (x; —y), M,(—x;y) si M3(—x; —y). Prin
urmare, elipsa este simetrica fata de axe si originea de coordonate

(fig. 2.6).

¥=-2 Y

M, M

I

Fig. 2.6. Simetria elipsei fata de axe si de originea de
coordonate

51



Determindm punctele de intersectie ale elipsei cu axele de
coordonate.

2
Pentru y = 0, avem = = 1, de unde
a
x = *a.

Prin urmare, elipsa intersecteaza axa OX 1n doud puncte
Al(_a, 0) §1 Az(a, 0)

2
Pentru x = 0, avem % = 1, de unde

y = tb.
Prin urmare, elipsa intersecteazd axa OY in doua puncte
B1(0,—b) si B,(0, b).

Definitia 2.2.2. Punctele de intersectie a elipsei (2.10), cu
axale de coordonate, se numesc varfurile elipsei [7].

Din relatia (2.9) rezulta ca a > b, deci segmentul [A;4,] se
numeste axd mare a elipsei, iar segmentul [B; B,] se numeste axa
mica a elipsei si lungimile lor sunt egale respectiv cu 2a si 2b.

Din ecuatia (2.10), rezulta

ﬁ <1 si y_Z <1

az~ o pz T
prin urmare,

x| <a si |yl<b,
sau

—a<x<a si —-b=<y<h
Segmentele [F;M] si [F,M] se numesc razele focale ale
punctului M, iar lungimea lor se noteaza respectiv
[FiM] = 1y 51 [F,M] = 1y,

unde

c

rn=a +—x

a

si
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c
r,=a——Xx.
2 a
Definitia 2.2.3. Vom numi excentricitate (&), numarul egal
cu raportul dintre distanta focala a elipsei si lungimea axei mari

[8]
c
0<e=-<1.
a

In baza definitiei 2.2.3, putem exprima lungimile razelor

focale prin excentricitate

rn=a+ex
si

r, = a — &x.

Daca a = b, sau daca ¢ = 0, atunci ecuatia elipsei (2.10),

ia forma

X2 +y? =a?
iar aceastd ecuatie reprezintd ecuatia circumferintei. Deci
circumferinta este un caz particular al elipsei.

Fie sistemul de coordonate ortonormat al planului afin, al
carui vectori de directie sunt paraleli axelor elipsei, iar punctul
(x0; ¥o) centrul elipsei.

O parametrizare a ecuatiilor elipsei este

X = xy + a cost ¢,
{ y = ;0 + bsimpq.) ¢ € [0.2m).

Observatia 2.2.1. Aceasta parametrizare este periodica si
anume de perioda 2.

In cazul ecuatiei (2.10), cand elipsa are centrul in originea

de coordonate, avem ecuatiile parametrice
{x = a cost ¢,

y=bsing, ¢ € [0,2m).
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2.2.2. Construirea elipsei cu ajutorul riglei unilaterale si a

unui unghi drept

Fie dat un sistem rectangular de coordonate XOY. Fixam pe

axa OX un punct arbitrar N si respectiv pe axa OY un punct M,

astfel incat lungimea segmentului [MN] sa fie elaga cu suma
semiaxei reale (a) si cu cea imaginara (b)

[MN] = a+ b.
Pe acest segment ([MN]), se selecteaza un punctul L, incat
[ML] = a

[NL] = b.
In procesul miscarii punctului N pe axa 0X si a punctului
M pe axa OY (fig. 2.7), fara a modifica lungimea segmentului dat,
punctul L va descrie o elipsa.

Fig. 2.7. Construirea elipsei cu ajutorul riglei unilaterale si a
unui unghi drept
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Demonstratie. Pentru a demonstra cd linia primitd este
elipsi, se noteaza unghiul pozitiv de la vectorul OE; la vectorul
MN prin w— ¢, deci m(MNO) =¢ (fig. 2.7). Coborand
perpendiculare din punctul L pe axa OX si OY, obtinem din
triunghiul LML,

X =acos¢
si din triunghiul LN L,
y = bsin ¢.

In procesul miscarii segmentului [MN] pe axele de
coordonate, astfel incét ¢ sa varieze de la 0 la 2, punctul L va
descrie o curba, cu ecuatiile parametrice (vezi paragraful
precedent)

X = acost @,
{ y = bsin g,

Din aceste ecuatii, examinam parametrul ¢, pentru aceasta
rezolvam ecuatiile date in raport cu cos ¢ si sin ¢. Ridicand la
patrat ultimile egalitati, obtinem

@ € [0,2m).

2
x
2 _ 42 2 — 2
x? = a®cos® 9 = — = cos’ ,
y2
y? = b?sin? ¢ = = = sin? g,

b2
si adunand-ule parte cu parte, obtinem
xZ 2
pradT i cos? ¢ + sin® g,
sau
2 2
x= -y

Ultima egalitate reprezintd ecuatia canonica a elipsei.
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Remarca 2.2.1. Daca punctul L este luat pe prelungirea
segmentului [MN], atunci curba, descrisa de el, de asemenea va
fi o elipsa.

2.2.3. Construirea elipsei cu un fir rigid si doua puncte fixe

Pentru construirea elipsei cu ajutorul unui fir rigid si a doua
puncte fixe, vom utiliza definitia 2.2.1, si anume inegalitatea
2a > 2c, unde 2c reprezinta distanta focala, iar 2a — lungimea
axei mari.

Cu doua ace fixam punctele F; si F,, care vor reprezenta
focarele elipsei. Luam un fir rigid si legam capetele ei, astfel incat
lungimea inelului obtinut sa fie egala cu 2a + 2c¢. Apoi, din acest
inel, formam un triunghi cu doua varfuri fixe (punctele F; si F,)
si un punct M, ce se obtine la intinderea inelului cu varful unui
creion.

Deci formam un triunghi F; MF, cu doua varfuri fixe (F; si
F,) si un punct variabil - M, astfel incat perimetrul lui sa fie o
marime constanta

P = 2a + 2c.

In procesul miscarii varfului creionului pe hartie (punctul
M), vom obtine o curba inchisa (fig. 2.8). Acesta curba reprezinta
o elipsd, deoarece toate punctele ei satisfac egalitatea [9]

|FiM| + |F,M| = 2a.
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H

Fig. 2.8. Construirea elipsei cu un fir rigid si doua puncte fixe

2.2.4. Construirea elipsei cu ajutorul compasului eliptic

Principiul construirii elipsei cu ajutorul riglei unilaterale si
a unui unghi drept, descris mai sus (paragraful 2.2.2), sta la baza
constructiei compasului eliptic. Acest compas oferd posibilitatea
de a trasa graficul elipselor de diverse lungimi a semiaxelor. De
asemenea, pe acelasi principiu se bazeaza si diferitele aplicatii
tehnice ale elipsei.

Compasul eliptic (fig. 2.9.a) contine doud canale
perpendiculare, care servesc drept axele OX si OY ale sistemului
rectangular cartezian de coordonate XOY (fig. 2.9.b).
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Fig. 2.9. Compasul eliptic

Pe aceste doua canale, aluneca doua cursoare (A si B), de
care este unitd flexibil o rigld prin articulatiile A pe axa OY si
respectiv B pe axa 0X.

Intr-un capit al riglei se fixeazi un mansou M, astfel incét

[AM] = asi [BM] = b,

unde a este lungimea semiaxei mari, iar b este lungimea semiaxei
mici.

In procesul miscirii punctului A pe axa OY si a punctului B
pe axa 0X, punctul M va descrie o elipsa [7].

Remarca 2.2.2. Daca punctul B este mijlocul segmentului
[AM], atunci curba descrisa de el, va fi o circumferinta.
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Pe actiunea reversibild a compasului eliptic este bazata
constructia mandrinei Leonardo da Vinci, folositda pentru
strungirea aschiilor cu sectiunea transversald in forma de elipsa

(fig. 2.10) [9].

Fig. 2.10. Strung pentru prelucrarea lemnului

2.2.5. Construirea elipsei prin pucte

Metoda 1. Elipsa se poate construi cu suficientd precizie,
cand se cunosc lungimile axelor.

Se construieste un dreptunghi EFGH, unde

[EF] = 2a, iar [FG] = 2b

si se urmdreste trasarea unei elipse care se va incadra n
dpentunghiul dat [10].

Acest dreptunghi se sectioneaza in patru dreptunghiuri
identice

EAOC,AFDO,CHBO,BODG,
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Tncat
[AE] = [AF] = [BG] = [BH]
s
[CE] = [DF] = [DG] = [CH].
Cu alte cuvinte construim axele elipsei si anume AB (Semiaxa
micd) si CD (semiaxa mare).

Se analizeaza fiecare din cele patru dreptunghiuri
sectionate. Fie dreptunghiul EAOC, laturile [EC] si [OC] se
impart in acelasi numar de parti egale, in functie de precizia ceruta
la constructia elipsei.

Notam punctele de divizare de pe segmentul [OC] prin P;
(i=1..n), iar de pe segmentul [EC] prin R; (i = 1,n), respectand
ordinea notarii: Tncepem de la punctul E spre punctul C si
respectiv de la punctul O spre punctul C.

Pe segmentul [EC] se duc semidrepte din punctul A prin
toate punctele R; (i = 1, n).

Respectiv, din punctul B se duc semidrepte prin toate
punctele P; (i = 1,n) de pe segmentul [OC].

Punctele de intersectie formate de aceste semidrepte

Qi =AR;nBP; (i=1n),
sunt puncte ale elipsei (fig. 2.11).

Astfel, obtinem o sectiune de elipsa, insd pentru a trasa
intreg contur al elipsei, se procedeaza in mod similar si cu
celelalte dreptunghiuri sau se determind punctele simetrice fata
de AB si CD.

In rezultat, vom obtine o elipsa de suficienti precizie.
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Fig. 2.11. Construirea elipsei prin puncte - metoda 1

Remarc 2.2.3. Evident, cu cdt numarul de diviziuni este
mai mare, cu atdt constructia va fi mai reusita si mai exacta [10].

Metoda 2. Elipsa se poate construi cu suficientd precizie,
cand se cunoaste pozitia focarelor F; si F, si lungimea axei mari
2a sau combinatii de date, din care rezulta acestea.

Fixam un segment [MN] = [4;4,] = 2a (fig. 2.12), iar pe
acest segment fixim un numdr suficient de puncte R; (i = 1, n).

® *—o o ®

M R1 R2 R3 N
Fig. 2.12. Semiaxa mare

Pe axa mare [A;4,], fixam focarele F; si F,. Cu ajutorul
compasului trasam un arc cu centrul in F; de raza [MR,] si un arc
cu centrul In F, de raza [NR;]. La intersectia acestor arcuri vom
obtine doua puncte P; si P’ (fig. 2.13).
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Fig. 2.13. Construirea elipsei prin puncte - metoda 2

La fel procedim si cu celelalte puncte R; (i = 2,n) si
obtinem punctele P; si P,/ (i =2,n), apoi determinim si
simetricile acestor puncte. Tn rezultatul unirii consecutive a
punctelor obtinute, vom primi o elipsa (fig. 2.13).

2.2.6. Elipsa obtinuta prin metoda cercurilor cencentrice

Metoda cercurilor concentrice este 0 metodd aproximativa
de constuire a elipsei si se aplicd in cazul cdnd se cunosc
lungimile semiaxei mari a si semiaxei mici b [25].

Se fixeaza un punct O, care va reprezenta cercul cercurilor
concentrice de raza a (lungimea semiaxei mari) si de raza b
(lungimea semiaxei mici), dar si punctul de intersectie a
semiaxelor elipsei.
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Se construiesc cercurile concentrice si doud diametre
perpendiculare
(A4142) L (G:C),
astfel incat A4, A,, C;, C, sa apartina cercului mare, iar B, si B, sa
apartind cercului mic (B4, B, € (C;()) (fig. 2.14).

Fie

axa mare si

[Ble] = Zb

axa mica a elipsei.
In continuare, ducem un numir suficient de diametre
aleatoare cercului mare si notam punctele respective, de pe cercul
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mare prin P; (i = 1,n), iar punctele de intersectie cu cercul mic
respectiv prin R; (i = 1,n).

Fig. 2.15. Construirea elipsei din doud cercuri concentrice

Prin punctele P; (i = 1,n) ducem paralele la (C,C,) si
respectiv, prin punctele R; (i = 1,n) ducem paralele la (4,4,).
Tn rezultat, pentru fiecare pereche de puncte P; si R; (i = 1,n),
obtinem cate un punct Q; (i = 1,n), ce se obtin la intersectia
dreptelor duse prin punctele respective, paralele la A, A, si C;C,,
astfel Tncat triunghiurile P;Q;R; (i = 1,n) sunt dreptunghice.

Unind punctele Q; (i = 1,n), consecutiv, inclusiv si cu
varfurile A, B,A,, By, vom obtine o elipsa (fig. 2.15).
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2.2.7. Elipsa obtinuta prin comprimarea circumferintei spre
diametrul ei
Fie P(X;Y) un punct oarecare din plan. il transformam intr-
un punct nou P’ (x; y) al aceluiasi plan, astfel incat
X =x,
Y = ky. (2.11)
Transformare (2.11), pentru k >1, se numeste
comprimarea planului spre axa OX, iar pentru k < 1 se numeste
intinderea planului de la axa 0X.
Consideram 0 circumferintd cu centrul in originea de
coordonate, definita de ecuatia canonica
X2 +Y?%=a?
si punctul P(X;Y) un punct al acestei circumferinte.
Aplicam tansformarea (2.11), pentru k = %, adica
X=x
s
y =2
Substituind valorile lui X si Y in ecuatia canonica a elipsei,

obtinem
2

a
2 2 _ 2
x° + 12 yc=as,
sau, impartind la a?, obtinem
2 .2
X y
2 =t

Deci, in urma comprimarii, circumferinta de raza a, se
transforma intr-o elipsa cu semiaxele a si b, iar punctul P(X;Y)
trece Tn punctul P’(x; y) ce apartine elipsei respective (fig. 2.16).
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Observam ca proiectia pe axa OX, a punctului P(X;Y) ce
apartine circumferintei si a punctului P’ (x; y) ce apartine elipseli,
este unul si acelasi punct Q (x; 0).

v &

Fig. 2.16. Elipsa obtinuta la comprimarea circumferintei

2.2.8. Elipsa obtinuti prin metoda celor 4 centre

Metoda celor 4 centre se aplica in cazul cand se cunosc
lungimile semiaxei mari a si semiaxei mici b.
Se constuieste o dreaptd d4, pe care se fixeaza punctele A;
si A,, astfel incat
[A,4,] = 2a.
Deci segmentul [4,A,] va reprezenta axa mare a elipsei

cercetate.
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Cu ajutorul unui compas, se determind mijlocul
segmentului [A;4,].

Reamintim, pentru a determina mijlocul unui segment se
construiesc doua arcuri de razd mai mare ca jumatate din
lungimea segmentului [A;A4,], unul cu originea in punctul A,, iar
celalalt cu originea 1n punctul A,. Prin punctele de intersectie a
acestor doua arcuri se construieste dreapta d,.

Fie punctul O, punctul de intersectie a dreptelor d; si d,

0 =d,Nnd,.
Pe dreapta d,, fixam punctele B; si B,, astfel incat
[B,0] =D
s
[B,0] = b.

Deci segmentul [B;B,] va reprezenta axa mica a elipsei
cercetate.

Unim punctele A; si B, iar din origine, punctul O,
construim un arc de raza a, ce uneste dreptele d; si d,, deci
cadranul II si fixdm punctul de intersectie a acestui arc cu dreapta
d,, fie punctul Ce [0OB;).

Cu originea in punctul By, construim, impotriva acelor
ceasornicului, un arc de raza [CB; ], incepand cu punctul C pana
la intersectia cu segmentul [AC] si acest punct de intersectie il
notam prin D. Fie dreapta d perpendiculara ce trece prin mijlocul
segmentului [AD].

Fixam punctele E; si Fy, astfel incat

Ey = d3 N (4,42)
si
F, = d3 N (ByB,).
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Determinam opusul punctului E; si a punctului F; fata de
punctul O
E; € (A14;):[0E;] = [OE,) Ey # E;
si
F, € (B1B,):[0F,] = [OF,], F, # F,.
Fixam dreptele

d4 = (F1E2),

ds = (E1F2)
s

de = (FzEz)-

Tn continuare construim elipsa in baza a patru arcuri:

1) un arc de raza [F;B;], cu originea in punctul F; de la
dreapta d, la dreapta d; (impotriva acelor ceasornicului), la
intersectie cu dreptele respective, obtinem punctele

Gy =d3 N C(Fy, [F1B4])
Si
Gy = dy N C(Fy, [F1B4]);

2) un arc de raza [F;B;] cu originea in punctul F, de la
dreapta ds la dreapta d, (impotriva acelor ceasornicului), la
intersectie cu dreptele respective, obtinem punctele

Gz = de N C(Fy, [F2B;])
Si
Gy = ds N C(Fy, [F3B]);

3) un arc de raza [A,E,], cu originea in punctul E; de la
punctul G; pana la punctul G, (impotriva acelor ceasornicului);

4) un arc de raza [A,E;], cu originea in punctul E, de la
punctul G5 pana la punctul G, (impotriva acelor ceasornicului).

Tn rezultat, aceste patru arcuri (din punctele 1-4) formeaza
o elipsa (fig. 2.17) [26].
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Fig. 2.17. Construirea elipsei prin metoda celor 4 centre

2.3. Hiperbola
2.3.1. Ecuatiile caracteristice a hiperbolei. Proprietati

Definitia 2.3.1. Locul geometric al punctelor dintr-un plan,
astfel incat valoarea absoluta a diferentei distantelor la doua
puncte date in acelasi plan, numite focare, este o marime
constanta (2a), mai mica decét distanta dintre focare, se numeste
hiperbola [7].

Daca punctele F; si F, reprezinta focarele hiperbolei, atunci
distanta dintre ele se noteazd prin 2c, iar diferenta distantelor
oricarui punct al hiperbolei la cele doua focare, prin +2a.
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Fie dat un sistem rectangular de coordonate XOY, focarele
F; si F, siun punct P(x; y) ce apartine hiperbolei.
Conform definitiei avem
|PF, — PF,| = 2a.
Aplicand formula distantei dintre doud puncte, obtinem

|FiP| =\ (x +¢)? +y?2
|FoP| = V(x - €)% +y2.
Deci

|x/(x+6)2+y2—\/(x—c)2+y2| = 2a

si

Sau

\/(x—c)z +y? = \/(x+c)2 + y? — 2a.
Observam ca expresia obtinutd contine doua radicale, iar
pentru a elimina un radical, ridicam ambele parti la patrat si
obtinem

(x—c)P+y*=(x+c)2+y* —daf(x + )2 +y? +4a* &
&x? —2xc +ct+y? =
=x>+2xc+c*+y*—4day(x+ )2 +y? +4a*

& —dxc = —4ay/ (x + ©)? + y* + 4a® &

&ay (x + )2 + y% = xc + a’.

Ridicdm, inca o datd, ambele parti la patrat si obtinem
a’((x + ¢c)®> +y?) = x?c? + 2xca? + a* &

&a?(x? + 2xc + c? +y?) = x%c? + 2xca? + a* &

&a?x? + 2axc + a®c? + a’y? = x%c? + 2xca® + a* &
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&atx? +a’ct 4+ aty? =x*c* +at®
&x%(a? —c?) +a’y? =a%*(a®> - c?H) &
&x%(c? — a?) — a?y? = a?(c? — a?).
Deoarece ¢ > a, avem ¢ — a? > 0. Notim acest termen

prin
b? = c¢? — a?, (2.13)

deci obtinem
x2p? —y2a2 = a?b?,

Sau
2

x?
Ultima egalitate reprezintd ecuatia hiperbolei, unde

a — semiaxa reala,
b — semiaxa imaginara (fig. 2.18.a) [7].
i
¥

Pxy)

)

)

(=c0)  [(-a,0) (a0 (0) ¥

0:-8)

Fig. 2.18. Hiperbola
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Dacé obtinem ecuatia
2 2

X"y
;—ﬁ: —1, (215)
atunci ecuatia (2.15), deasemenea este o hiperbola, unde b este
semiaxa reald, iar a — semiaxa imaginara (fig. 18.b).
Segmentele [F,P] si [F,P] se numesc raze vectoare
(focale) ale punctului P, lungimea lor se noteaza respectiv
[FiP] =1 si [FP] =1,
Pentru punctele ce apartin ramurii din dreapta (x = a),
avem razele

c
n=a+-—-x
a

Cc
rn,=—-a+—x,
a
iar pentru punctele ramurii din stanga (x < a), avem
Cc
n=—-a——x
1 a
si
C

T2=a__x.
a

Definitia 2.3.2. Vom numi excentricitate (¢), numarul egal
cu raportul dintre distanta focala a hiperbolei si lungimea axei
reale

0<e= 2 >1  pentru ecuatia (2.14),

0<e= % > 1 pentru ecuatia (2.15).

Observam cd graficul hiperbolei contine doud asimptote
oblice (fig. 2.19), cu ecuatiile



Fig. 2.19. Asimptotele hiperbolei

Dacd a = b, atunci obtinem
X2 —y? =a?,
aceastd egalitate reprezinta ecuatia hiperbolei echilaterale,
asimptotele acestei hiperbole sunt [27]
y = *x.
Un exemplu de hiperbola echilaterala este
x2—y2=1
si are graficul dat in urmatoarea figura:
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Fig. 2.20. Hiperbola echilaterala

De asemenea, hiperbola echilaterald este data si de ecuatia

xy = +a?.

In acest caz, asimptotele hiperbolei sunt axele de
coordonate. Un alt exemplu de hiperbole echilaterale sunt
hiperbolele date de ecuatia

xy = 22
si respectiv
xy = —22.

Geometric, aceste familii de curbe sunt reprezentate n

figura 2.21.
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Fig. 2.21. Hiperbola echilaterald xy = 422

Pentru a defini hiperbola, prin ecuatiile parametrice, este
necesar sa reamintim functiile trigonometrice sinus hiperbolic
sh ¢ si cosinul hiperbolic ch ¢

et —et
shp:R->R,she ==
si
et +et
chgp:R - [1,00),ch<p=T

Cunoastem
ch?¢@ —sh?¢p =1,Vp € R.
Parametrizarea hiperbolei se efectueazd pentru fiecare
ramura in parte.
Pentru ramura x < —a, avem
{x = —achg,

y:bSh(p, (pER'
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lar pentru ramura x = a, avem
x =acho,
{y = bsho, ¢ ER

2.3.2. Constructia hiperbolei cu un fir rigid si doua puncte

fixe

Conform definitiei hiperbolei, putem afirma ca hiperbola
poate fi construita partial cu ajutorul instrumentelor neclasice: de
exemplu cu un fir rigid si doua puncte fixe — focarele hiperbolei.
Pentru aceasta, luam un fir rigid si efectudam un nod pe lungimea
lui, astfel incét acest nod/punct sa imparta lungimea firului n
doua segmente a caror diferenta este [7]

2a < 2c.

Capetele firului se fixeaza cu ajutorul a doud ace in pozitia
focarelor. Efectuam o rasucire a firului de ata pentru a primi un
lant, si introducem 1in el varful unui creion.

Pentru construirea curbei, vom tine creionul in pozitia
verticald, iar cu maina stanga vom trage firul de nodul creat, in
directia focarelor (fig. 2.22).

Tn procesul tragerii, varful creionului se va misca, trasand o
portiune din ramura hiperbolei (fig. 2.22).

Pentru construirea celelaltei ramuri este necesar sa
modificam cu locul capetele firului de ata si sa repetam procedeul.
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virful creiomubm . nodul

Fig. 2.22. Construirea hiperbolei cu ajutorul unei ate si a doua
puncte fixe

2.3.3. Metoda generala de constructie a hiperbolei

Metoda generala de constructie a hiperbolei se aplica in
cazul cand se cunoaste distanta dintre focar si directoare, si
excentricitatea (e = 2). In rezultat se construieste o portiune
dintr-o ramura a hiperbolei.

Se contruiesc doua drepte perpendiculare d4 si d,

C=d,nd,.

Pe dreapta d; se fixeaza focarul F; ([CF;] — distanta dintre
focar si diretoare), iar segmentul [CF;] se Tmparte in raportul 2 si
fixam varful hiperbolei A, astfel incat

[A1Fi] _°_
[CA{] «a
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Prin punctul 4, se duce o paraleld la dreapta d, (fig. 2.23)
d2||d3: Al € d3,
iar pe dreapta d5 se fixeaza punctul
G € d3: [A]_Fl] == [A]_G].

d,

Fig. 2.23. Metoda generala de constructie a hiperbolei

Construim semidreapta [CG), iar pe segmentul [A;F;]

fixam un numar suficient de puncte D; si ducem paralele [;, la
78



dreapta d,, prin fiecare punct D;, iar la intersectie cu semidreapta
[CG) obtinem punctele B; (fig. 2.23).

Fixam lungimea segmentului [D; B,] = R4, cu centrul in F;
construim un arc de raza R, la intersectie cu dreapta [; obtinem
punctele E; si G;.

Analog procedam cu celelalte puncte D; si obtinem punctele
E; si G; (1=2,3,...) (fig. 2.23).

Unind punctele E;, A; si G; obtinem o portiune dintr-0
ramurd a hiperbolei, pentru a obtine cealaltd ramurd, repetim
precedeul de mai sus, sau determinam punctele simetrice, fatd de
dreapta d,.

1.3.4. Constructia hiperbolei prin puncte

Metoda 1. Pentru a aplica aceastd metoda este necesar sa
cunoastem distanta dintre varfurile hiperbolei A; si A, (2a) si
pozitia focarelor F; si F, [10].

Pe axa trasversald se ia un sir de puncte K; (i = 1,n), n
exteriorul segmentului format de focare (fig. 2.24).

Cu centrul in F; se traseaza un arc de cerc cu raza

Ry = [A1K4q],
iar cu centrul Tn F, un arc de cerc cu raza
R, = [A2Kq].

La intersectia arcelor de cerc primim punctele H, si H'; care
sunt puncte ale hiperbolei.
Se construiesc, asemnea, un numir suficient i (i = 1,n) de
puncte
H; = Cy;(F1, A1K;) 0 Ci(Fy, AzK;)
si
H'; = Cy;(Fy, A1Kp) 0 Cyi(Fy, AL K.
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Unind punctele obtinute H; si H';, obtinem o ramurd a
hiperbolei.

Determindm punctele simetrice J; si J; fatd de axa
imaginara si construim a doua ramura a hiperbolei (fig. 2.22),

Fig. 2.24. Construirea hiperbolei prin puncte. Metoda 1

sau parcurgem acelasi algoritm pentru ramura a doua, construind
punctele [10]

Ji = C1i(F2, A1K;) 0 Gy (Fy, A2K)
si

J'i = Ci(Fa, A1 Ky) 0 Co(Fy, ARK).
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Metoda 2. Constructia hiperbolei prin puncte, poate fi
realizatd cu ajutorul unui patrat/dreptunghi, a carui doua laturi
alaturate sa reprezinte asimptotele hiperbolei.

Fie patratul/dreptunghiul A;B,CD,, dreptele (CD;) si
(B, C) vor servi n calitate de asimptote ale hiperbolei, punctul A,
un varf al hiperbolei, iar punctul C punctul de intersectie a
asimptotelor - originea.

Construim semidreptele [CD,), [CB;), [D14,) si [B14,).

Pe simidreapta [D;A;) se fixeaza un numar suficient de
puncte i, fie punctele E; (i = 1,n).

Unind punctele E; cu originea C, obtinem punctele

F; = (E;C) N (B1Ay), (i =1,n)
(in figura 2.25, nu sunt indicate toate punctele F;, deoarece
aglomereaza constructia).

Tn baza punctelor E;, A, si F;, construim dreptunghiuri si
obtinem punctele G; (i = 1,n)

G; = (EiG) 0 (FG: (EG)|I(ABy) si (FiG)I|(41Dy).

Analog, pe simidreapta [B,A;) se fixeaza un numar
suficient de puncte (i), fie punctele H; (i = 1,n) si se repetd
algoritmul de mai sus.

In rezultat se obtin punctele I; (i = 1, 7). Unind punctele I;,
A, si G;, obtinem o ramura a hiperbolei.
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Fig. 2.25. Construirea hiperbolei prin puncte. Metoda 2

Pentru a construi cea de a doua ramurad este necesar sa
construim un patrat (dreptunghi) A,B,CD,, identic patratului
(dreptunghiului) A;B,CD;, incat punctul D, sa fie simetricul
punctului D; fatd de punctul C, iar punctul B, sa fie simetricul
punctului B, fata de acelasi punct.

Repetand procedeul descris pentru prima ramura, obtinem
ramura a doua a hiperbolei.
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2.4, Parabola
2.4.1. Ecuatia canonica a parabolei. Proprietati
Definitia 2.4.1. Locul geometric al punctelor din plan egal

departate de la un punct dat F, numit focar si o dreapta data l,
numitd directoare, se numeste parabola [7].

by

) M)

Fig. 2.26. Parabola

Ludm 1in calitate de axa OX, perpendiculara dusa la
directoarea [, cu ecuatia

prin focarul F, originea de coordonate — punctul O (mijlocul
segmentului [NF], vezi figura 2.26), iar In calitate de axa OY
ludm dreapta, care trece prin punctul O si este paraleld la
directoarea I.
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Notam distanta dintre focarul parabolei si directoarea
ecesteia, prin p
[NF] =p,
atunci coordonatele focarului F vor fi F(g; 0).

Daca M (x; y) este un punct arbitrar al parabolei, atunci in
baza definitiei parabolei acest punct este egal departat de focar si
dreapta directoare |

[FM] = [KM].

Exprimam lungimile segmentelor [FM] si [KM] prin

coordonatele punctelor

KM = (x +§)2

s

Deci

[ e

ridicdim ambele parti la patrat
2

(x+§) =(x—B) +2,

Sau
y? = 2px. (2.16)
Ultima relatie reprezinta ecuatia canonica a parabolei.
Deoarece ecuatia (2.16) contine variabila y numai la
puterea a doua, odata cu coordonatele fiecarui punct M(x;y), ea
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va fi satisfacuta si de coordonatele punctului simetric, fata de axa
OX My (x; —y).

Prin urmare, parabola (2.16) este simetrica fata de axa 0X.
Axa de simetrie se numeste axa parabolei (fig. 2.27.a).

Aceastd parabold trece prin originea de coordonate,
deoarece ecuatia ei, este satisficutd de coordonatele originii
0(0; 0).

Punctul O de intersectie al parabolei cu axa de simetrie se
numeste varful parabolei.

Daca alegem sistemul de coordonate in asa fel, ncat focarul

sd aiba coordonatele F(— %; 0), ecuatia parabolei va avea forma
(fig. 2.27.b)
y? = —2px. (2.17)
Daca focarul se afla pe axa OY, in punctul F(O;g), atunci
ecuatia parabolei va avea forma (fig. 2.27, C)
x% = 2py. (2.18)
Daca focarul se afla pe axa OY, in punctul F(0; — g), atunci
ecuatia parabolei va avea forma (fig. 2.27, d)
x? = —2py. (2.19)
Luand pe y ca parametru in y2 = 2px, obtinem ecuatiile
parametrice ale parabolei

tZ
XTop teR
y =t
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Y

=N

o\ Fro X FE2, ;}) 0
a b
) Y
' F(0,2)
:
0 X
c

Fig. 2.27. Reprezentarea geometrica a diverselor tipuri de
ecuatii a parabolei
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2.4.2. Constructia parabolei cu un echer, o rigla unilaterala,

un fir rigid si un punct fix

Din definitia parabolei rezulta si conditiile de desenare a
unui arc de parabola cu ajutorul instrumentelor neclasice: un
echer, o rigld unilaterald, un fir rigid si un punct fix [7].

Fie data o dreapta — care va reprezenta directoarea parabolei
si un punct arbitrar F; - focarul ei. Fixam rigla astfel Tncat muchia
ei, sa coincida cu directoarea, apoi un echer a carui cea mai mica
cateta sa fie pe directoare (rigla unilaterald) si in final ludm un fir
de axa rigid capetele caruia sa fie fixate: unul in focar, iar alt capat
in varful echerului, varful dintre cateta mare si ipotenuza. Cu
ajutorul varfului creionului, intindem firul de ata.

In procesul miscarii echerului, si a lunecirii Varfului
creionului pe cateta, vom obtine un arc de parabola (fig. 2.28).

Fig. 2.28. Construirea parabolei cu ajutorul unui echer, a unei
rigle unilaterale, a unui fir rigid de ata si a unui punct fix
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2.4.3. Metoda tangentelor

Metoda tangentelor consta in constuirea unui arc de
parabola cand se cunoaste lungimea bazei [AB] si indltimea [V O]
(fig. 2.29) [28].

Construim un segment [AB], iar prin mijlocul lui 0, ducem
o perpendiculara. Pe pendiculara data fixam punctul V, incat [V O]
sa reprezinte Inaltimea parabolei (data initial) si punctul C, Tncat

[CO] = 2[VO].

Construim triunghiul isoscel ABC. Impartim laturile AC si
BC, intr-un numar suficient n, de segmente egale si le notam
consecutivdela A laC prin1,2,...,n — 1 si respectiv de la C la
Bprin1,2’,.,n—1.

Unim punctele i cu i (i =1,n—1), apoi construim
parabola ce trece prin punctele AV B si este tangenta la segmentele
[ii'] (i = 1,n — 1) (fig. 2.29).

Fixdm un oarecare punct P pe segmentul [V 0] si simetricul
lui P’ fata de punctul 0, iar pe parabola construita fixam punctul
T, astfel incat

PT||AB.
Observam ca dreapta TP’ este tangenta la parabola data.
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Fig. 2.29. Metoda tangentelor
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2.4.4. Metoda dreptunghiului

Metoda dreptunghiului constd in constuirea unui
dreptunghi, ABCD, astfel incét, punctele A si B sa fie puncte ale
parabolei, iar varful V, sa fie mijlocul laturii CD (fig. 2.30).

Latura AD se Tmparte intr-un numar suficient de segmente
egale, fie punctele E; (i = 1,4), astfel incét

[AE,] = [E4E;] = [E3E,] = [E2Eq] = [E4D].

Construim segmentele [VE;] (i = 1,4).

Fixam punctul O, mijlocul laturii [AB]

[AO] = [OB].

Impartim segmentul [A0] in acelasi numiar de segmente
egale ca si segementul [AD] si fixim punctele F; (i = 1,4), astfel
ncat

[AF,] = [FuF3] = [F5F,] = [F,F;] = [F,0].

D Gy o

Fig. 2.30. Metoda dreptunghilui
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Ducem paralele la (VO) prin punctele F; (i = 1,4), astfel
incat
G; = (F;Gy) n (E;V): (FGI|I(0V) (i =T4).
Analog, determindm si cateva puncte in dreptunghiul
BCV O, sau determinam simetricile punctelor G;, fata de (V0).
In rezultat, unind aceste puncte, vom obtine o parabola.

2.4.5. Constructia parabolei prin puncte

Pentru a aplica aceastd metoda este necesar sa cunoastem
focarul parabolei F si directoarea ei d, cu alte cuvinte este necesar
sa cunoastem distanta dintre focar si directoare [10].

Prin focarul F se duce o perpendiculara la directoarea d,
astfel incat

0=dn(F0),
dreapta (FO) reprezentand axa parabolei.

Se Tmparte segmentul [FO] in jumatate si se fixeaza varful
parabolei — punctul A

A € [FO]: [FA] = [AO].

Pe semidreapta [AF) se i-au un numar suficient de puncte
D; (i =1,n), fie n=4.Prin punctele D; se duc paralele la
didectoarea d, fie dreptele I; (i = 1,4), inclusiv prin focarul F se
duce o perpendiculara ;.

Cu centrul in focarul F, se duce un arc de raza

R, = [OF],
la intersectie cu dreapta [, obtinem punctele E si E;.
Apoi, cu centrul in focarul F, se duce un arc de raza
Ry =[0D4],
la intersectie cu dreapta [; obtinem punctele E; si E;. Analog se

procedeaza si cu celelalte puncte (fig. 2.31) [11].
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Unind punctele E;, A, E] (i = 0,4), printr-o curba continua,
vom obtine o parabola.

Fig. 2.31. Construirea parabolei prin puncte
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2.5. Diamentrele curbelor de ordinul doi

Curbele de ordinul doi (elipse, hiperbola si parabola),
analizate in paragrafele precedente, pot fi generalizate printr-o
ecuatie de ordinul doi

Ax? +By?+2Cx+D = 0. (2.20)
Pentru curbele mentionate avem
1) cerccA=1,B=1,C=0siD = —1;
2) elipsa: A= —, B=—,C=0siD = —1;
. . 1 1 . )
3) hlperbola:A=;,B=—b—2,C=0§1D=—1,
4) parabola: A =0,B=1,C = —psiD = 0.

Definitia 2.5.1. Se numeste diametrul curbei de ordinul
doi, locul geometric al mijlocurilor coardelor paralele ale curbei.
Fie data o curba de ordinul doi si o familie de coarde
paralele ale acestei curbe. O coarda are extremitatile My (x4, y4)
si M, (x,,y,), vom precauta ecuatia diametrului in forma
y=kx+b (2.21)
Mijlocul coardei M;M, este punctul M(x,y), atunci
conform formulei de calcul a mijlocului unui segment, avem:
x=X1+x2 si y=3’1+3’2.
2 ’ 2
Deoarece punctele M; si M, apartin curbei de ordinul doi,
ele satisfac ecuatia generalizata (2.20), atunci
M;: Ax?+By?+2Cx;+D =0, (2.22)
M,: Ax:+ Bys+2Cx,+D =0. (2.23)
Calculam diferenta (2.23-2.22), obtinem
A(xg —x1)(x2 +x1) + By, —y1) (72 +y1) + 2C(x; — x1) = 0
v, —y), +¥,)
(x2 — x1)

<::914(.7(:2 + Xl) +B +2C=0.

Fie
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atunci
A(xy +x1) + Bky(y, +y1) +2C = 0.
Introducem notatiile
X=x,+x, Y=y,+y4,2C =C,
obtinem
AX + Bk;Y +C = 0. (2.24)

Ultima egalitate reprezinta ecuatia diametrului curbei date
de ecuatia (2.20), unde k, este panta (coeficientul unghiular).
Observam ca forma precautata a ecuatiei diametrului este (2.21),
considerand ca k, exista, adica dreapta ce contine diametrul nu-i
paraleld cu axa Ox.

Exprimam din (2.24) variabila y

A C
Y= "Bk, Bky
Comparand ultima egalitate cu (2.21), obtinem
A
k == —B—kl.

Tn particular, vom analiza diametrele curbelor studiate, date
de ecuatia (2.24).

1) Cercul. Tnlocuim A =1,B = 1,C = 0, in ecuatia
(2.24) si obtinem

x+kyy=0,
din care
x
A
si o dreaptd perpendiculara y = kx, atunci
1
= — k_1 (2.25)



Diametrul cercului este perpendicular coardelor paralele ale
curbei care-1 definesc.

Daca doua diametre ale cercului dat au coeficientii
unghiulari k si k,, care satisfac egalitatea (2.25), atunci ei se
numesc diametri conjugati.

1) Elipsa. Tnlocuim A = —, B = —, C = 0, in ecuatia
a b ’
(2.24) si obtinem
x Yy
; + ﬁ k1 == 0,
din care il exprimam pe
b2
y=- X.
a’k,
Comparand cu (2.21) obtinem
bZ
k=-— . 2.26
2k, (2.26)

Ultima egalitate reprezintd coeficientul unghiular al
diametrului elipsei.

Doud diametre ale unei si aceleiasi elipse se numesc
conjugate, daca coeficientul lor unghiular k si k; satisfac relatia
(2.26).

Observam ca in cazul elipsei ca si in cazul cercului dat in
forma canonica, diametrele lor trec prin centru (originea de
coordonate). Diametrul conjugat altui diametru este paralel
coardelor paralele, cel definesc pe celdlalt diametru, unde O este
originea de coordonate (fig. 2.32)
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1
Fig. 2.32. Diamentele conjugate ale elipsei
Nota 2.5.1. Axa mare si axa mica a elipsei se numesc

diametrele conjugate principale ale elipsei.
1

2) Hiperbola. Tnlocuim 4 = a—lz B=-+,0=0Tn
ecuatia (2.24) si obtinem
y
2 =0
din care il exprimam pe
b2
y=2 k X.
Comparand cu (2.21) obtinem
b2
k = . 2.27
a’k, (227)

Ultima egalitate reprezinta coeficientul unghiular al
diametrului hiperbolei.

Doud diametre ale unei si aceleiasi hiperbole se numesc
conjugate cu coeficientii unghiulari K si kq, daca satisfac relatia
(2.27).

Diametrele hiperbolei trec prin originea de coordonate,
considerand hiperbola data in forma canonica (fig. 2.33).
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Y4

-y

Fig. 2.33. Diamentele conjugate ale hiperbolei
Nota 2.5.2. Axa reald si imaginara a hiperbolei se numesc
diametrele conjugate principale ale ei.
3) Parabola. Tnlocuim A=0,B=1,C =—p, in
ecuatia (2.24), obtinem

kiy—p=0
din care il exprimam pe
_P
y= Ky
Comparénd cu (2.21), obtinem
. p
k=0 sib= o

1
Din ecuatia diametrului rezulta ca coeficientul unghiular al

ei este zero, deci diametrul parabolei este paralel la axa Ox (fig.
2.34).

97



<Y

Fig. 2.34. Diamentele conjugate ale parabolei
Daca coordonatele paralele sunt perpendiculare pe axa Ox,
atunci diametrul parabolei (forma canonica) este insdsi axa Ox.

2.6. Tangentele duse la curbele de ordinul doi

Definitia 2.6.1. Se numeste tangentd la o curba in punctul
dat My (xo; ¥o), pozitia limita a secantei MyM care uneste punctul
M, cu punctul M al curbei, Tncat acest punct M se apropie
nemarginit de M.

Fie data linia de ordinul doi (2.20)

I: Ax? + By? + 2Cx + D = 0.

Conform definitiei 2.6.1, punctul My (xy; yo) apartine liniei

| si de asemenea punctul M (x; y) apartine liniei |, atunci
Ax3 + ByE +2Cxo+D =0
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Sl
Ax? +By?+2Cx+D = 0.
Realizam diferenta acestor relatii si obtinem
A(x? = x§) + B(y? = y§) +2C(x —xo) = 0,
Sau
A(x —x0)(x +x0) + By —¥0) (¥ + ¥0) + 2C(x — xp) = 0
=y +,)

+2C =0.
(x — xp)

@AM +x9) +B

Deoarece

K = y - )’0‘
X — X
obtinem
A(x + x¢) + Bk(y + yo) + 2C = 0.
Din ultima relatie in exprimam pe k
—A(x + x5) — 2C
A B(y + o)
In conformitate cu definitia 2.6.1, avem
_ o —A(x+xy) —2C —2Ax,—2C
ko= lim k = lim = =
MMy 3730 B(y + o) 2By,
—Axy—C
By,
unde k, este coeficientul unghiular al tangentei dusa prin punctul
M,, sau

k =

)

)’—YO:—Axo—C

X — X Byo
Din ultima relatie deducem ecuatia tangentei
—Axy—C ( )
Y=Yo=—FpH X~ Xo)
° By,

Tn particular vom analiza tangentele (formele lor), pentru
curbele de ordinul doi prezentate in paragrafele precedente.
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1. Cercul

2. Elipsa
1 b2
o _ _a*tv . Y—Yo_  bXo
Y = Yo Yy X X)) S pEI
b2
sau
Xxo Yy
@ T2 =1
3. Hiperbola
1x b2
@t o bxe
Y=Yo=—3 (x —x0) Py —yo = azyo(x Xo),
b2
sau
Xxo Yyo
@ b
4. Parabola
p
Yy — Yo =—(x —xp),
0 yO 0
sau

Yyo = p(X + xo).

Punctele de intersectie ale diametrului cu curba de ordinul
doi sunt punctele de tangenta a tangentelor paralele cu coardele
conjugate, cu diametrul dat. Aceasta inseamna ca unghiurile
formate cu tangenta razei si razele focale trebuie sa fie egale.

Fie M, (x; 0) punctul de intersectie a tangentei cu axa Ox.
Analizam AM M, F (fig. 2.35), pentru care avem

14

FM,=—+
0= 5 Xo

si
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M,(x,,0) 1

e | o

Fig. 2.35. Tangenta la parabola
Din ecuatia tangentei rezultd cd punctul M; apartine
tangentei, deci
1| = xo,
Sau
—X1 = Xp.
In rezultat obtinem M;F = FM,, de unde rezulti ca
AMM, F este isoscel, mai mult ca atat, unghiurile de la baza sun
egale.
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2.7. Dreptele directoare ale curbelor de ordinul doi

Fie data o elipsa cu ecuatia in forma canonica

X2 y?
2 =t
si o dreaptd [;: x = m > 0 (fig. 2.36).
v
d;
m X
lyx=-m Iy x=m

Fig. 2.36. Dreptele directoare ale elipsei
Cunoastem formulele pentru razele focale
n=a+é& s TrH=a— &
(vezi paragrafele precedente). Fixam distanta de la punctul M
pana la dreapta [{, o notdm prin d,.

Vom cerceta raportul
rn, a— &x

d, m-x
Daca in locul lui m, vom scrie raportul

a
—=1m,
&

atunci obtinem
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(=)
n_t\e%
d, a_ .
&
Analog judecand pentru raportul ;—1, obtinem
1

= E&.

a
no_a+t ex _3(?‘”‘)

d1 m + X i + X
€
In acest caz primi doua drepte
a
X =—
&
si
a
X =—-—,
&

pe care le vom numi drepte directoare.
Definitia 2.7.1. Se numesc drepte directoare ale elipsei,
dreptele paralele cu axa mica a ei si departate de la ea, la o

distanta

a
m=—.
&

Deoarece % este strict mai mare decat a, rezultd ca
directoarele elipsei nu intersecteaza elipsa.

Reesind din raportul analizat, adica % si notiunea de
directoare, putem spune ca excentricitatea ¢ a elipsei este egala

cu raportul dintre distanta focala a unui punct si distanta de la
acest punct pana la directoarea respectiva.

Analog pentru hiperbold, primim raportul % = &, reesind

din faptul ca excentricitatea hiperbolei este mai mareca 1, € > 1

si deci avand ecuatiile dreptelor
a
X =—
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X =——
£

Din a;< a rezultd cd directoarele hiperbolei nu

intersecteaza hiperbola.

Y &

1 2

Fig. 2.37. Dreptele directoare ale hiperbolei
Directoarele hiperbolei se defines astfel:
Definitia 2.7.2. Directoarele hiperbolei se numesc dreptele

paralele la axa imaginara si care se afla la distanta m = % de ea.
Excentricitatea hiperbolei poate fi definita, de asemenea,
prin raportul %, pentru orice punct al hiperbolei.

Din definitia parabolei rezulta insdsi notiunea de directoare
a acestei curbe de ordinul doi.

Raportul dintre raza focala si distanta pina la directoare este
o mdrime constantd egala cu 1
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Fig. 2.38. Dreptele directoare ale paraboei
Analog, excentricitatea parabolei se defineste ca raportul TE
st deci € =1.
Reesind din cele spuse mai sus rezulta clasificarea curbelor
de ordinul doi in dependenta de &:
1) dacad € = 0, atunci curba cercetata reprezinta un Cerc;
2) daca 0 < e <1, atunci curba cercetatd reprezinta o
elipsa;
3) daca & >1, atunci curba cercetatd reprezintd o
hiperbola;
4) daca € = 1, atunci curba cercetata reprezinta o parabola.
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2.8. Liniile de ordinul doi ca sectiuni ale suprafetelor conice

Fie a si b doua drepte perpendiculare, ce se intersecteaza in
punctul S.

Rotim dreapta a in jurul dreptei b cu un unghi ¢ = 360°.
Fiecare punct al dreptei a va descrie o circumferinta intr-un plan,
perpendicular pe dreapta b, centrul circumferintei fiind situat pe
aceasta dreapta (fig. 2.39).

Fig. 2.39. Cercul ca sectiune plana a suprafetei conice

Suprafata obtinuta se numeste suprafata conica de rotatie.
Ea contine doud panzi, pe care le numim panze ale suprafetei
conice. Punctul S se numeste varf, dreapta b — axa suprafetei
conicei, iar dreptele, care apartin suprafetei se numesc
generatoare. Toate generatoarele trec prin punctul S.

Daca taiem suprafata conica cu un plan 7, care nu trece prin
varf, atunci vom considera cateva cazuri posibile.
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Presupunem ca planul secant 7t taie toata suprafata conica
perpendicular dreptei b, atunci in sectiunea lui cu suprafata conica
primim un cerc exceptiile fiind cazul cand planul trece prin
punctul S, in acest caz obtinem, in sectiune, un punct — punctul S.

Presupunem ca planul secant 7 taie toate generatoarele sub
un unghi mai mare de 0 si mai mic decét unghiul cel formeaza
generatoarea cu planul perpendicular dreptei b, si trece prin
punctul S. Linia curba obtinuta in sectiune este o elipsa (fig. 2.40)

Fig. 2.40. Elipsa ca sectiune pland a suprafetei conice

Presupunem ca planul secant r este paralel la axa conului —

dreapta b. Linia curba obtinuta in sectiune este o hiperbola (fig.
2.41).
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Fig. 2.41. Hiperbola ca sectiune pland a suprafetei conice

Daca planul formeaza un unghi cu planul XOY mai mare
decat unghiul cel formeaza generatoarea cu planul XOY si mai
mic decét 90, atunci in sectiune primim parabola (fig. 2.42).

Fig. 2.42. Parabola ca sectiune plana a suprafetei conice
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10.

Exercitii si probleme

Sa se determine ecuatia cercului cu centrul in originea de
coordonate si cu raza r = 4, apoi a cercului cu aceeasi
raza, dar cu centrul in punctul (—3; =5).
Sa se scrie ecuatia cercului, ce trece prin punctele M(2; 1)
si N(3;4), daca centrul lui se afla pe dreapta
2x —y +1 =0.

Sa se determine centrul si raza cercului dat de ecuatia

x% +y? —2x + 25y — 10 = 0.
Sa se determine ecuatia cercului ce trece prin punctele
A(1;1),B(2;0) si C(3;2). Sa se afle centrul si raza
acestui cerc.
Fie punctele A(—1;4) si B(3;—2). Sa se determine
ecuatia cercului care are diametrul AB.
Sa se gaseasca ecuatia elipsei avand axele de coordonate
in calitate de axe de simetrie si care trece prin punctele
M(3;4) si N(6; 2).
Sd se determine ecuatia canonica a elipsei, daca
excentricitatea ei este ¢ = 3/5 si axa mare este de 20.
Elipsa este tangentd la axa ordonatelor in originea
coordonatelor, iar centrul ei se afla in punctul C(5;0). Sa
se scrie ecuatia elipsei, stiind cd excentricitatea ei este
e = 0,8.
Sa se determine ecuatia canonicd a elipsei, daca
excentricitatea ei este ¢ = 1/2 si distanta dintre
directoare este 32.

2 2
Sa se scrie ecuatia elipsei ;—5+31/—6= 1 in coordonate

polare.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sa se scrie ecuatia elipsei, focarele careia au coordonatele
F;(0; 1), F,(1;0) si axa mare este egala cu 2.

Sa se scrie ecuatia hiperbolei, ce trece prin punctul (1; 2),
asimptotele careia sunty = =+ %x.

Sa se scrie ecuatia canonica a hiperbolei, daca:

a) semiaxareald a = 10 si cea imaginard b = 3;

b) distanta dintre focare este egala cu 10 si axa reala este
egalacu§.

Sa se scrie ecuatia unei linii de ordinul al doilea,
cunoscand focarul ei F(2;0), directoarea x = 5
corespunzatoare acestui focar si un punct A(10; 6) de pe
aceasta linie.

Sa se afle aria unui paralelogram, unul din varfurile caruia

2 2
este un punct al hiperbolei z—z — % = 1, iar doud laturi ale

paralelogramului sunt situate pe asimptote.
Sa se determine ecuatia hiperbolei, dacd se cunosc

. . 4 . qe -
asimptoteleei y = + < x si distanta focala 20.
Sa se determine ecuatia hiperbolei a carei focare coincid
2 2
cu focarele elipsei ;—5 + y? = 1 si are excentricitatea € =

2.
Sa se determine ecuatia hiperbolei a carei varfuri coincid

2 2
cu focarele elipsei ’16—6+y?= 1, iar focarele hiperboeli

coincide cu varfurile respectivei elipse.

O parabola este simetrica in raport cu axa Oy, varful ei se
afla in punctul (0;—3), si pe axa absciselor ea taie o
coarda, lungimea careia este | = 16. Sa se scrie ecuatia
acestei parabole.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Sa se scrie ecuatia unei parabole, cunoscand focarul ei
F (—1;-2) sidirectoareax — y + 8 = 0.

Sa se scrie ecuatia unei parabole, daca se stie, ca:

a) focarul are coordonatele (5; 0), iar axa ordonatelor este
directoare a parabolei;

b) parabola este simetrica in raport cu axa Ox, trece prin
originea coordonatelor si prin punctul M (6; —2);

¢) focarul parabolei se afla in punctul (0;2) si varful
coincide cu originea coordonatelor;

d) parabola este simetrica in raport cu axa Oy, trece prin
originea coordonatelor si prin punctul M(1; —4).

Sa se determine focarul paraboleiy = x? — 4x + 5.
Fie parabola y? = 8x. Si se afle punctul, a cirui razi
focala este egala cu 20.

Sectiunea oglinzii unui far are forma unei parabole,
diametrul caruia este de 20 cm si adancimea de 10 cm. Sa
se determine pozitia focarului.

Sa se determine ecuatia parabolei, varful careia se afla in
originea de coordonate, este simetrica fata de axa OX si
trece prin punctul A(9; 6).

Sa se determine ecuatia diametrelor conjugate ale elipsei
x2 + 4y? = 1, dacd unul din aceste diametre formeazi cu
axa Ox, un unghi de 45°.

Sd4 se determine ecuatiile diametrelr conjugate ale

2 2
hiperbolei x: - y? = 1, daca unghiul dintre diameter este

de 45°.
Sa se determine diametrele conjugate ale parabolei, daca
parabola are ecuatia y? = 20x si varful A(2;5).
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3. REDUCEREA ECUATIEI GENERALE A LINIEI
DE ORDINUL DOI, LA O ECUATIE CANONICA A
CURBELOR DE ORDINUL DOI

3.1. Transformairi ale sistemului rectangular cartezian

de coordonate

Tn acest paragraf vom analiza

e translatia paralela;

erotatia;

e compozitia dintre translatia paralela si rotatia.

Translatia paralela. Fie dat sistemul cartezian rectangular
de coordonate XOY si un punct M(x;y), vom transla paralel
sistemul dat, incat sa primim un nou sistem rectangular cartezian
de coordonate X, 0Y; (fig. 3.1).

YA Y
. |- __‘_‘l_ I Mix,y)
v 1 My (x1yy)
]
]
]
]
: .
O X
b [
]
il [ -
0 x X

Fig. 3.1. Translatia paralela
Axele noului sistem taie axa 0X, marcand segmentul a, iar
pe axa 0Y segmentul b. Punctul M n noul sistem de coordonate
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va avea coordonatele M (x4; y,). Acesta poate fi obtinut conform

formulelor de translatiei paralele
{xl =x—a, 3.1
y1=y—b. D
Invers, la trecerea de la sistemul cel nou la cel initial,
utilizam formulele
x=x+aq,
3.2
{y =y, +b. (3.2
Rotatia. Vom roti sistemul rectangular cartezian de
coordonate XOY in jurul originii de coordonate O, sub un unghi
pozitiv a (impotriva acelor ceasornicului) (fig. 3.2).

Y

Fig. 3.2. Rotatia

Astfel primim noul sistem de coordonate X;0Y;. Fie dat

punctul M(x;y) in sistemul initial XOY si respectiv in sistemul
X,0Y; —punctul M(xy; y,), Incat

X = X008 — sina,

{y = xisina + }}llllcosa. (3:3)

113



Acestea sunt formulele de trecere de la un sistem de
coordonate la altul prin rotatie, sub unghiul a.

Compozitia translatiei paralele si a rotatiei. Reesind din
formulele (3.2) si (3.3), se determina si formula pentru compozitia
translatiei paralele si a rotatiei

X = x;cosa — y{Sina + a,
{y = xiSina + yjcosa + b.

Geometric, aceastd compozitie, poate fi ilustratd in figura
3.3 si pot fi utilizate urmatoarele notatii:

» translatia paralela — T;

» rotatia— R;

» compozitia - ° sau Tp) °R.

(3.4)

Fig. 3.3. Comporzitia dintre translatia paralela si rotatia
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3.2. Prima etapa: determinarea sistemului de
coordonate, la rotirea sub un unghi a
Cunoastem cd una si aceiasi linie de ordinul doi are diferite
ecuatii in dependenta de pozitia ei fata de sistemul de coordonate.
Fie data ecuatia generala a liniei de ordinul doi [7]

a11x2 + 2a12xy + azzyz + 2a13x + 2a23y + a33 = 0 (35)

Apare problema determinarii unui astfel de sistem de
coordonate 0,XY, in raport cu care ecuatia liniei (3.5) sa fie
reprezentatd mai simplu, dar si sd determindm ce linie defineste
aceasta relatie.

Determinam ecuatia liniei (3.5) Tn raport cu sistemul de
coordonate 0,X;Y;, care se obtine din sistemul OXY prin rotirea
lui Tn jurul originii de coordonate O sub un unghi «, utilizand
formulele de rotatie (3.3).

Substituim valorile lui x si y din (3.3) in ecuatia generala
(3.5). Dupa reducerea termenilor asemenea din partea Stanga a
acestei ecuatii, obtinem ecuatia liniei (3.5) Tn raport cu sistemul
de coordonate 0,X,Y; sub forma

a'1121% + 201320 y1 + @50y +2a' 131 + 2a'53y; + @33 = 0(3.6)
unde
a'y; = a;1cos?a + 2a4, sina cos a + a,,sin?a,
a'y, = —ayq sina cos a + a;,cos?a — aj,sina +
+a,, sina cos a,
a'y; = aqysin®a — 2a,, sina cosa + ayycos?a, (3.7)
a'y3 = a;3cosa+ a,, sina,
a',3 = —ayzsina + a,, cos a,

1
a 33 = dgzsz.
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Teorem 3.2.1 [7]. Exista un astfel de sistem de coordonate
0:X,Yy, in raport cu care ecuatia liniei (3.5) nu contine termenul
cu produsul variabilelor x si y.

Demonstratie. Admitem ca existd un astfel de unghi «,
pentru care

a'y, =0,
Sau
—%sin 2a +aqpcos2a =0,
de unde
ctg2a = w (3.8)

Deoarece ctg2a poate lua orice valori reale, rezultd din
formulele (3.8), ca unghiul cautat a exista pentru orice valori ale
coeficientilor a;q,a;,,a,, ai ecuatiei (3.5). In particular, daci

a;q1 = Qapy, Ob!:inem
s

CZ=Z.

Cunoscand ctg2a, determindm sina si cosea, apoi din
formulele (3.7) determindm coeficientii a';;, ai ecuatiei
transformate (3.6).

Calculul ecuatiilor (3.6) se simplifica, daca directiile
cautate ale axele de coordonate 0X; si OY; se determina din
ecuatia

a'i, =0,
cu alte cuvinte
a'y;, = —(aj; cosa + a, sina) sina +
+(ay, cosa + a,, sina) cosa = 0,
Sau
a1 cosa + aqpSina _a;pcosa+ ay; sina

=S5. (39
cosa sina (3:9)
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Ecuatia (3.9) poate fi scrisa in felul urmator:
(a;; —S)cosa + a,,sina =0,
a;;cosa + (ay, —S)sina = 0. (3.10)
Ultimile relatii sunt compatibile pentru valorile lui S care
satisfac conditia

a1 — S ag»

= 0’
ag» Az, — S

Sau
§% = (aq1 + az;)$S + (ag a5, — af,) = 0. (3.11)
Ecuatia (3.11) se numeste ecuatie caracteristica. Solutiile
ecuatiei date sunt

5. = (a11 + az2) +y/(a1q + az2)* — 4(a11az, — a3,)
12 = -
’ 2

Exista doua cazuri posibile:
1) Daca radacinile Sy, S, sunt diferite, atunci existd doua
directii principale

tgay = S1—an _ a2

a2 S1— ay; (3.12)
tga, = Sy —ag; _ a2 .

a2 Sz — Az

De asemenea obtinem
a'y1 =51, a'5 =S,
2) Daca radacinile Sy, S, sunt egale, atunci
S12 = Q11 = A2
Cunoscand tga,, calculaim sina; si cosa; conform
formulelor
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tgay
1+ tg? a

" (3.13)

,/1+tg2a1’

sina; =

cosay =

Sau

tgay
J1+tg2a,
1g ! (3.14)

,/1+tg2a1.

Tnlocuind valorile sin a; si cos a4 din (3.13), (3.14) in (3.7)
obtinem valorile pentru a’y3, a’,3.

sina; = —

cosa; = —

In aceste conditii putem reformula conditiile (3.7) n
urmatoarele

a';; =0,
a'y3 = aq3cosa+ayzsina, (3.15)
a',3 = —ay3sina + a,; cos a,
a'33 = dzs,
deci ecuatia (3.6) ia forma

51x12 + Szylz + 2a'13x1 + 2(1’23}/1 + a’33 = 0. (316)

3.3. Etapa a doua: determinarea sistemului de
coordonate la translatia paralela
Pentru ecuatia (3.16) sunt posibile mai multe cazuri, n

dependentd de semnele coeficientilor de pe langd x;2 si y,?
(tabelul 3.1).
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Tabelul 3.1. Semnul valorilor lui Sy, S,, a'’53 si cazurile

posibile de curbe

Nr. |S;|S, |a"33 Ecuatia Denumirea Forma curbei
canonica curbei
1 (+|+| F| X* Y? Elipsa
2t =1 /——\
|
2 (2] £ [x* v?_ Elipsa
a2 ' b? 1 imaginara
3 x|t X—2+Y—2—0 Punct sau 1
a? b2 doua drepte
concurente |
imaginare
4 |+ |F|#0| X% Y? Hiperbola
S N
e i
DAL
5 [+|F X_Z_Y_Z_O Doui puncte
a? b2 concurente

1) Daci S, #0,S,#0,

atunci

existd un punct

01(x10; Y10), Incét dupa translatia sistemului de coordonate
0,X.Y;, efectuata cu ajutorul formulelor
x1=%x+X, y1=y 1Y,

ecuatia liniei (3.16), in raport cu sistemul 0;XY nu va contine
termini la puterea intai.
Transformam ecuatia (3.16)
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! ! 2 12 7 2
a3 a3 a3 a3
S x2+2—+<—> +S y2+2—+<—> +

(a113)2 B (a123)2 _

+a's, — 0,
33 ) S,
sau
a'ys 2 a'ys3 2 (a’ )2 (a’ )2
, 13 23
51<x1+ 51> +52<y1+§> +a33— Sl - SZ = 0.
Introducem notatiile
a'ys a3
Xy +—=1X, +—=Y,
1 S, Y1 S,
' 2 ! 2
! _ (a 13) _ (a 23) — au
de unde
a'ys a'y3
X1 =X ——, =Y -—
1 S, Y1 S,

Ultima egalitate reprezintd formulele de translatie a
sistemului de coordonate 0X;Y;. Noul sistem de coordonate isi
are originea n punctul

Deci sistemul (3.16) ia forma
S.X2+ 8,2 + a5 = 0. (3.17)
Daca in ecuatia (3.17) a'’35 # 0, atunci ea poate fi scrisa
sub forma

X? Y?
=1
r r )
_a 33 a4 33
S1 S2

iar dacd a'’35 = 0, atunci ea poate fi scrisa sub forma
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X? y?
7T
S5,
2) Daca §; = S,, atunci obtinem ecuatia unei circumferinte.
3) Coeficientul variabilei la puterea a doua este nul, iar
coeficientul aceleiasi variabile la puterea intdi este diferitda de
zero. De exemplu S; = 0 si a’y53 # 0, deci S, # 0, iar ecuatia
(3.16) ia forma
Spy1? +2a'13x; + 2053y, +a'33 = 0.
Eliminam termenul y, formand patratul sumei

=0.

! 2
a' @53\ a'3z — (a5?3)
2 2 23 23 2a’ 2 —
SZ <y1 + _Sz + _Sz + 2a 13| X1 + —Za’13 0,
Sau
2 ro_ ((1’23)2
S <y +a’23> +2a'y5 | x +a33 %2 |-y
2\ V1T —— |1t | =L
S3 \ 2a’y3 /
Introducem notatiile
12
a'zz — —(a523) !
a 23
X, + ————2— =X, +—=Y%,
! 2a’y3 1 Sz
de unde
)
a
a'ss — ( 3?23) a'y3
X =X— - , yi=Y———
1 2a 13 SZ

Noul sistem de coordonate isi are originea in punctul
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! (a,23)2
aszz — 52 1

a 23
01| — ; —

Deci sistemul (3.5) ia forma

SZYZ + Za’13X == O. (3-18)
Aceasta ecuatie reprezintd ecuatia canonica a unei parabole

a a

Y2 =-2-22X, sau Y?>=2—"X.
S2 S2

4) Coeficientul variabilei la puterea a doua este nul, iar
coeficientul aceleasi variabile la puterea intédi este de asemenea
nul. De exemplu S; = 0sia’y3 = 0, iar ecuatia (3.16) ia forma

Spy1° +2a'53y1 +a'33 = 0.

Aceasta ecuatie poate fi scrisd in forma

1 2 / 2
a a
SZ <3’1 + 23‘> + a’33 - ( 23) = 0.

S, S,
Introducem notatiile
a's3 — %3)2 =a'33,
de unde 2
a'sz — %3)2 a'
x1=X—T132, y1=Y—S—z3.

Noul sistem de coordonate isi are originea in punctul

a'y3
0,10, ————).
1< Sz >

Deci sistemul (3.5) ia forma
SZYZ + a”33 = 0. (238)
Aceasta ecuatie o reprezentam sub forma
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12}
a3z

S2

Pentru aceasta ecuatie sunt posibile urmatoarele cazuri:

o arn . an .
Dacd —= < 0, notim —2 = —a?, obtinem

2 S2
Y—a=0
2 _ 2: ’
Y a 0:>[Y+a=0,

ceea ce reprezintd ecuatia unei perechi de drepte paralele.
< G''33

Daca

Y? +

a3z

> 0, notim = a?, obtinem forma

2 2
Y2+a?=0.
Aceastd ecuatie reprezinta o pereche de drepte paralele
imaginare
Y—ai=0,
Y+ai=0.
Dacd a''35 = 0, atunci obtinem forma
Y2=0=Y =0,
ceea ce reprezintd ecuatia a doua drepte coincidente.
Nota 3.3.1 [7]. Orice ecuatie a liniei de ordinul doi, poate fi
redusa numai la una din urméatoarele forme:

1) ecuatia elipsei

x2 y2

2tE=b

2) ecuatia elipsei imaginare

2 2

ve y
2 Tp=7h

3) ecuatia unui punct sau a unei perechi de drepte

congruente imaginare
2 2
Xy
— +—==0;
a? b2

4) ecuatia hiperbolei
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X2 2
Z
5) ecuatia unei perechi de drepte congruente
X2 y?
@z
6) ecuatia parabolei
y? = 2px;
7) ecuatia unei perechi de drepte paralele
y% —a? = 0;
8) ecuatia unei perechi de drepte paralele imaginare
y? +a? = 0;
9) ecuatia unei perechi de drepte coincidente
y2=0.

Exemplul 1. Sa se construiasca graficul curbei de ordinul
1l datdi de ecuatia 7x* — 8xy + y? — 16x — 2y — 51 = 0.
Rezolvare. Din conditiile examplului, rezulta (3.5)
a1 =701 =—4,a5, = 1,a43 = —8,a,3 = —1,a33 = —=51.
Formam ecuatia caracteristica (3.11)
§2-85-9=0.
Determinam solutiile acestei ecuatii
$5:=985,=-1.
Radacinile S;, S, sunt diferite, in baza relatiei (3.12) avem
S1—aqq 1

tea = .
& ai, 2

Calculam sin a si cos a conform formulelor (3.13) si (3.14)

) 1
sina = ——,

V5

si
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2

cosa = —.
V5
Inlocuim valorile sin « si cos a 1n (3.15)
alll = 9, a,22 == _1, a’12 = 0,

a'yz = —3V5, a'ys = —2v/5, a';3; = =51,
deci ecuatia (3.6), ia forma
9x,2 — y,2 — 2(3V5)x, — 2(2V5)y, — 51 = 0.
Coeficientii de pe langa x;% si y;2 sunt nenuli, S; # 0,
S, # 0. Formam patrate perfecte

3 9
=0,

V5 5
9<x12—2—x1+—)—(y12+2-2\/§y1+20)—51—5+20

Sau

9<x1—ﬁ> —(n+2v5) —36=0.

3
Introducem notatiile
V5
n-z =X y,+2V5 =Y.

In baza ultimei egalititi, rezulti ci noul sistem de
coordonate isi are originea in punctul
V5
0, <— ; —2V5 ).
3
Deci ecuatia curbei de ordinu doi, ia forma
9X% -Y?-36=0,
sau
X2 y?

=1
4 36
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In rezutatul rotirii si translatiei paralele, am obtinut ca
ecuatia din conditiile prezentului exemplu, reprezinta o hiperbola
(fig. 3.4).

L

=Y

Fig. 3.4. Constructia curbei de ordinul doi
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a)
b)
C)
d)
€)
f)
9)
h)
i)
)
K)

Exercitii si probleme

Fie dat un triunghi cu varfurile A(2;1),B(—1;3) si
C(—2;5). Sa se afle coordonatele varfurilor acestui
triunghi, In noul sistem de coordonate, daca originea de
coordonate a fost translata paralel in punctul A.

Fie date punctele A(3;1),B(—1;5) si C(—3;—1). Sa
se afle coordonatele acestor puncte, in noul sistem de
coordonate, daca axele de coordonate au fost rotite sub
un unghi de 45°.

Sa se determine formele canonice ale ecuatiilor
curbelor de ordinul doi:

x?—4xy +4y*+4x — 3y —7 = 0;
3x2+3xy +7y* —5x + 2y — 1 = 0;

4x% —4xy + y> —8x + 6y — 2 = 0;

4xy — 3y’ +6x+6y+1=0;

3x% + 10xy + 3y? — 2x — 14y — 13 = (;

4xy + 3y? — 16x + 12y — 36 = 0;

7x% + 6xy —y? + 28x + 12y + 28 = 0;

19x% + 6xy + 11y2 + 38x — 6y + 29 = 0;

5x2 — 2xy + 5y% — 4x + 20y + 20 = 0;

x?—8xy +7y?—2x+ 8y —8=0;

7x% —8xy + y? —16x — 2y — 51 = 0.
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