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Rezumat. in articol sunt propuse modalititi de transpunere didactici a continuturilor care vizeazi
teorema lui Pick si unele aplicatii ale ei.
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Abstract. In the article, ways of didactical transposition of contents aimed at Pick's theorem and some of
its applications are proposed.
Key words: area, polygon, simple polygon, didactical transposition of contents.

Introducere

Simpla, dar nu foarte intuitiva, formula lui Pick leagd impreuna cantitati de natura
complet diferitd. Aria unui obiect, cum ar fi un patrat sau un triunghi dreptunghic, este
proportionald cu produsul lungimii a doud dintre laturile sale. in schimb, formula lui Pick
oferd o modalitate de a masura suprafata care nu utilizeaza nicio Inmultire. Teorema a
fost popularizatd de Hugo Steinhaus.

Matematicianul Georg Alexander Pick a publicat in anul 1899 un articol in care a
demonstrat formula care ii poartd numele [4]. Incepea Pick acel articol cu fraza: ,,.De la
Gauss, retelele din plan in forma de paralelogram... au fost folosite adesea ... ca metoda
euristica in teoria numerelor. Randurile urmatoare urmaresc un scop mult mai modest: se
va incerca sa se pund bazele teoriei numerelor intr-un mod nou si, mai Intdi, pe
fundamente geometrice. In acest scop, este nevoie de o formuld pentru a calcula aria
poligoanelor construite pe o retea, care a ramas neobservata pand acum, in ciuda
simplitatii sale”.

In didactica se constati un interes din ce in ce mai mare pentru problemele de
geometrie pe retele [1, 2, 3, 6]. Aceastd sensibilitate deosebitd sugereaza oportunitatea
reexaminarii modelelor legate de planul Pick (planul euclidian asociat cu toate liniile
drepte care, referindu-se la un sistem cartezian, sunt date de ecuatiile x =m si y =n,
unde m,n € Z).

1. Pick introduce notiunea de retea ca doud sisteme de drepte paralele echidistante in
plan, numite lini1 principale ale retelei. Intersectiile acestor drepte se numesc noduri.

Toate liniile care trec prin mai mult de un nod al retelei se numesc linii ale retelei. El
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sugereaza sd se foloseascd ca unitate de masurd a ariei suprafetei ,,jumatatea unui
paralelogram ale retelei de suprafata minima” (Figura 1).

Un poligon la care toate varfurile coincid cu nodurile retelei se numeste poligon
reticular. Toate laturile unui poligon reticular apartin liniilor reticulare.

Pick sugereaza descompunerea unui poligon reticular in doud poligoane folosind o
linie a retelei care trece prin doud noduri ale retelei apartinand conturului.

Daca notam cu i numarul de noduri din interiorul poligonului considerat initial, cu
u - numarul de noduri apartinand conturului sau, i, u,,i,, u, vor indica cate noduri vor
avea corespunzator cele doud poligoane noi obtinute, iar § — numarul de noduri care
apartin segmentului liniei reticulare care imparte poligonul original in cele doud parti,
atunci: i =iy +i, +dsiu=u; +u, — 26 — 2.

De unde rezulta: 2i +u —2 = (2i; + u; —2) + (21, + u, — 2).

Pick indica expresia 2i + u — 2 ca numarul de puncte ale poligonului considerat.

Din cele expuse, reiese ca numarul de noduri ale unui poligon format din doua parti
este egal cu suma numerelor nodurilor partilor individuale. Aplicarea repetata a acestui
rezultat arata ca el este acceptabil chiar si pentru orice numar de parti. Pentru a demonstra
acest lucru, Pick observa mai intéi ca rezultatul in cauza este valabil in cazul unui poligon
format dintr-o singura celula, pentru care i = 0 siu = 4:

2i+u—2=2.

Pentru un poligon cu laturile situate pe liniile retelei principale, rezultatul anterior
este valabil pe baza proprietétii de compozitie mentionatd mai sus.

In plus, daca impartim un paralelogram avand laturile care apartin in intregime
liniilor principale ale retelei in doua triunghiuri congruente avand o laturd comuna
(congruenta unor astfel de triunghiuri implica si egalitatea numarului de noduri respective
care le apartin), numarul de noduri ale fiecdruia dintre ele va fi jumatate din cel al
paralelogramului; prin urmare, si in acest caz numarul de noduri are valoarea ariei
(Figura 2).

In sfarsit, Pick observd ci orice poligon reticular poate fi descompus in
paralelograme cu perimetrul apartindnd in Intregime liniilor reticulare principale si in
triunghiuri obtinute prin injumatédtirea unui paralelogram de acest fel folosind o
diagonala. De aici rezulta ca pentru fiecare poligon reticular aria este egala cu numarul de
puncte (Figura 3).

In acest context, Pick accentueazi ci in teoria numerelor intregi este importanta
afirmatia conform careia doud numere intregi a, b au intotdeauna o parte comuna m care
poate fi reprezentatd sub forma m = af — ba, unde a si f sunt de asemenea numere

intregi.
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Demonstrarea rezultatului mentionat ii ofera lui Pick posibilitatea de a introduce un
sistem de coordonate in plan astfel incat punctele cu coordonate intregi sa fie noduri ale
retelei fixate in planul propriu-zis, iar liniile retelei sa fie paralele cu axele. Pick mentiona
ca este cu totul de prisos sa se noteze pe ambele axe aceeasi unitate de masura. Fiind
considerat segmentul avand drept extremitati originea O(0;0) si punctul (a;b), daca
acestui segment ii apartin (m — 1) noduri (m — numar intreg pozitiv), atunci acest
segment este Tmpartit de aceste puncte in m parti congruente. Numarul intreg m este
divizor al ambelor numere a si b. Pentru a dovedi acest lucru este suficient sd notam
(m—1) noduri si din punctul (a;b) sa fie trasate liniile paralele cu axele, care

intersecteaza axele in noduri.

(a.b)

r————|—»
Figura 4.

Alegem un punct al retelei (ag;fS,), astfel incat triunghiul cu varfurile (0;0),
(a; b), (ay; By) are un sens pozitiv de rotatie (Figura 4.). Aplicand formula demonstrata
anterior, putem afirma ca acest triunghi are aria: A = af}, — ba,, (unitate de masura este
un triunghi simplu — care nu contine alte noduri decat varfurile). Cel putin (m + 2)
noduri apartin conturului acestui triunghi: varfurile (ay;f,) si (m + 1) noduri care

apartin segmentului cu extremitatile (0; 0) si (a; b).
Constructia triunghiului poate fi repetata alegand ca varf un punct (a;; ;) exterior
segmentului de extremitati (0; 0) si (a; b) — punct de retea care se afla pe contur sau in
interiorul triunghiului considerat initial. Procedand astfel, se obtine un triunghi care este

mai mic decat cel anterior si poate fi Tn mod clar facut si mai mic, pana cand contine doar
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(m+2) puncte de retea [???, p. 315]. Numarul punctelor reticulare apartinand unei parti
limitate a planului este finit, dupa un numar finit de pasi ajungem la un triunghi cu varful
(a; B), care are pe contur doar cele (m + 2) noduri si niciun nod in interiorul acestuia, a
carui suprafata este egald cu m. Folosind expresia pentru arie, rezulta:
m = af — ba.

2. Vom examina o altd modalitate de transpunere didacticd a continuturilor ce tin de
formula lui Pick, examinand figurile pe un reper ortogonal. In calitate de unitate de
masura a ariei va servi aria unui patrat cu latura egald cu 1. Astfel, teorema lui Pick ofera
o formuld pentru aria unui poligon simplu cu coordonate intregi ale varfurilor, in
dependenta de numarul de puncte intregi in interiorul acestuia si pe laturile sale.

Se considerda reteaua Z X Z a punctelor (x,y) din planul real ale caror
coordonate (x,y) sunt numere intregi.
Definitia 1. Spunem ca un poligon este simplu daca toate laturile sale conecteaza puncte
ale retele1 Z X Z.

De exemplu, in Figura 5, poligoanele 4 si B sunt simple, in timp ce poligonul C nu

este simplu.

Figura S.

Teorema lui Pick. Sa consideram un poligon simplu P. Fie i — numarul de puncte din

Z X Z din interiorul poligonului si b numarul de puncte din Z XZ de pe laturile
poligonului. Atunci, aria A, a poligonului poate fi calculata astfel: A, =i + g - 1.

Formula poate fi generalizatd la formule pentru anumite tipuri de poligoane non-
simple. Insa aceasta formuld nu poate fi generalizati pentru spatiul tridimensional [5].

Desi formula lui Pick este a-priori neobisnuita, poate fi datd o primd explicatie
informala. Se considera mai intai dreptunghiul P — poligon simplu. Fiecare punct interior
al poligonului P nu este pe frontierd, atunci in jurul fiecdrui punct interior poate fi
evidentiat un patrat cu aria egala cu 1, complet inchis in poligon. Practic, fiecare punct
interior va contribui cu o unitate de suprafata la suprafata totala a poligonului.

Pe de alta parte, dacd un punct se afla pe frontiera poligonului (nu in varf) si
aceasta laturd este o linie orizontald sau verticala, atunci aceasta linie va taia patratul mic,
centrat in acest punct, in doua parti egale. Prin urmare, doar jumatate din patratul din

interiorul poligonului va putea contribui la aria totala a poligonului: de aici motivul
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pentru factorul b/2 in formula lui Pick (Figura 6a, 6b). Acest lucru explica partial
contributia lui i si a lui b/2 la aria unui poligon simplu, dar nu reprezintd o explicatie
completi pentru toate poligoanele simple. In baza imaginilor din Fig. 6a si 6b (unde i =
6 si b = 14) se poate ardta usor ca aria dreptunghiului din imagine este:

Ap = 6u.p.+10-§u.p. +4-iu.p.= 6 +%— 1.

Poligoanele Figurile 6¢ si 6e permit verificarea validitdtii formulei lui Pick pentru
poligoanele din Figurile 6d si 6f, care pot fi descompuse in figuri mai simple.

La fel ca in multe probleme din geometrie, este foarte dificil sa dovedesti ceva prin
studierea obiectelor complexe. Foarte des, un matematician incearca sa simplifice
problema demonstrand ca aceasta este echivalenta cu o problema mult mai simpla. Vom
aplica acest procedeu demonstrand ca, daca formula lui Pick este adevarata pentru un
triunghi simplu, atunci formula trebuie sd fie adevaratd si pentru un poligon simplu.
Primul pas in acest rationament este de a observa ca este posibil sd tdiem orice poligon P
simplu intr-o familie de triunghiuri simple. Din aceastd descompunere constatim ca
putem reconstrui poligonul simplu P pornind de la un triunghi simplu si atasand la el
treptat cate un triunghi simplu care are cu P doar frontierda comuna. Conceptual, fiecare

pas al acestei reconstructii va fi conexiunea unui triunghi simplu T la un poligon simplu
P.

Figura 6. Aria poligoanelor simple

Prin urmare, formula lui Pick poate fi verificatd in urmatorul mod:

1. Se demonstreaza cd formula lui Pick este validd pentru triunghiurile simple.
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2. Se demonstreaza ca, daca formula lui Pick este valida pentru un poligon simplu P,
atunci ea este valida si pentru poligoanele simple P’ = P U T obtinute prin atasarea
la P a unui triunghi simplu T (Figura 7).

Figura 7. Poligonul P = PUT

Se presupune ca prima afirmatie este demonstratd si se demonstreaza afirmatia a
doua.

Segmentul de dreapta comun pentru P si T conecteazd doud puncte de pe retea si
trece prin alte k puncte. Aceste puncte se vor gési in interiorul poligonului simplu P’, iar
multimea punctelor interioare ale lui P’ se constituie din punctele interioare ale
poligoanelor P si 7T, la care addugam punctele granitei comune, adica:

ip, =1ip +ir +k,
unde ip este numarul de puncte interioare ale poligonului P, i; — numarul de puncte
interioare ale triunghiului T, iar ip, este numarul de puncte interioare ale poligonului P’.

Se determindm numarul de puncte bp, de pe frontiera poligonului simplu P’. Mai
intai se adaugd punctele de pe frontierele poligoanelor P si T bp + by. Facand acest
lucru, au fost numarate de doua ori punctele de la capetele segmentului comun pentru P
si T, asa ca ele se vor scddea:

bp + by — 2.

In plus, celelalte k puncte ale segmentului comun pentru P si T sunt acum numdrate
ca puncte interioare si apar de doua ori in bp + by — 2, deoarece se afla atat la frontiera
poligonului P, cét si a triunghiului T'. Prin urmare, se scade dublul acestui numar.

Atunci numarul de puncte de pe frontiera lui P’ este:

bp, = bp + by — 2 — 2k.
Se constata ca formula lui Pick este valida si pentru poligonul P':

. bp . bT
AP’=AP+AT=<1P+7—1)+(lT +7—1)=

. , , by,
Pentru a demonstra afirmatia cd formula lui Pick este aplicabila la calcularea ariei
triunghiurilor simple, aceste triunghiuri se obtin din figuri mai simple. Triunghiurile

simple pot fi obtinute din dreptunghiuri simple si triunghiuri dreptunghice simple.
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Figurile 8 si 9 ilustreaza clar modul in care poate avea loc aceasta reprezentare. Avand in
vedere orice triunghi simplu T, atunci, deoarece varfurile lui T trebuie sd fie pe retea,
putem trasa doud linii orizontale care contin partea superioara si partea inferioara a
triunghiului, respectiv, precum si doud linii verticale care contin partea extremad din
stanga si cea din dreapta. Cele patru linii definesc astfel un dreptunghi simplu R care se
circumscrie triunghiul simplu T, iar diferenta R\T este formata din 2 sau 3 triunghiuri

dreptunghice simple.

------------- . it winttats. 4 AT
T Dy 1 | D, :
| | |
Eike T | | D T :
! ' | ®
| | | 1
| : | :
: _i : D3 !
— “«— 4 4

Figura 8. Figura 9.

Aceastd reprezentare ne permite sa demonstram formula lui Pick pentru triunghiuri
simple, procedand dupd cum urmeaza:
3. Demonstram cd formula lui Pick este valida pentru toate dreptunghiurile simple.
4. Demonstram ca formula lui Pick este validd pentru toate triunghiurile dreptunghice
simple.
5. Demonstram ca 3 si 4 implica faptul cd formula lui Pick este valida pentru toate
triunghiurile simple.

Considerand valide afirmatiile 3 si 4, se poate demonstra afirmatia 5 in cazul
particular in care triunghiul simplu 7 este inscris intr-un dreptunghi simplu R si R\T este
formata din trei triunghiuri dreptunghice simple D,, D3, Ds.

Fie i;,i, i3 numdrul punctelor din interiorul fiecarui dreptunghi D,, D, D,
corespunzator, iar by, b, b; numarul punctelor de pe frontiera fiecarui dreptunghi
D,,Ds, Ds.

Similar: numarul punctelor din interiorul dreptunghiului R il notdm cu iy,
numarul punctelor din interiorul triunghiului T il notdm cu i , numarul punctelor de la
frontiera lui R il notam cu by, numarul punctelor de pe frontiera triunghiului T 1l notam
cu by.

Observatia 1. Fiecare varf al lui T este un varf comun pentru doud triunghiuri
dreptunghice si este situat pe frontiera dreptunghiului R.

Observatia 2. Cele k noduri de pe frontiera triunghiului T care nu sunt varfuri, fiecare
dintre ele se afld pe frontiera exact a unui triunghi dreptunghic, in timp ce sunt noduri
interioare ale lui R.
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Aceste doua observatii implica identitatile:
bp + by = by + b, + bs;
g =lip+i; +i,+iz+k;
br =k + 3.
De unde rezulta formula lui Pick pentru un triunghi simplu:
Ar = Ar — (Ap, + Ap, + Ap,) =

. b . b . b . b
(i3 )[(a) (o))-

1 b —
:(iR_il_iZ_i3)+§(bR_b1_b2_b3_6)—1=ir+k— TZ —-1=

Prin urmare, formula lui Pick este valida pentru un triunghi simplu obtinut prin
scaderea a trei triunghiuri dreptunghice dintr-un dreptunghi. Dovada este similard pentru
triunghiuri simplu de tipul celui reprezentat in Figura 8.

6. Este posibild transpunerea didactica pentru elucidarea elegantei formulei lui Pick,
dacd definitia pentru notiunea de triunghi simplu este particularizatd dupa cum
urmeaza:

Definitia 2. Un triunghi cu varfurile in noduri se numeste simplu, dacd interiorul si
laturile sale nu contin noduri.

In Figura 10 sunt reprezentate triunghiuri simple in sensul acestei definitii.
Constatdim ca aria fiecarui asemenea triunghi poate fi calculatd completand fiecare
triunghi pana la un triunghi dreptunghic sau pand la un dreptunghi, folosind apoi

proprietatea de aditivitate a masurii marimilor.

?E\\

Figura 10.

1

1-
2

A1=l; A2=—-1-2—l=1; A3=1'1'3—1'1'2=—, A4=1-1-4—l-1-3=
2 2 2 2 2 2 2 2

s.a.m.d.
Consideram triunghiul ABC cu varfurile pozitionate in varfurile unui patrat al

retelei. Vom realiza consecutiv transformari dupd cum urmeaza.
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Pasul 1. Vom identifica puncte simetrice cu careva dintre varfurile triunghiului,

considerand drept centru de simetrie unul din celelalte doud varfuri. De exemplu,
S,(C) = C'. Constituim un nou triunghi ABC'.
Pasul 2. Pentru acest triunghi, alegand drept centru de simetrie, de exemplu, varful B,

repetam operatia, identificind simetricul varfului A: S5 (4) = A'.

Putem realiza aceste transformari succesiv de orice numar de ori. Figura 5 (a, b, c,

d e, f,...).

10.

11.
12.

13.
14.

15.

In rezultatul acestor transformari se constatd urmitoarele:

Aria triunghiurilor obtinute este invarianta.

Aria fiecarui triunghi obtinut in rezultatul unei transformari este egala cu Y.

Daca un triunghi simplu este completat pana la un paralelogram, atunci acest
paralelogram nu va contine noduri nici In interior, nici pe laturi.

La transformarea Tn manierea descrisa mai sus a unui triunghi simplu, se va obtine
de asemenea un triunghi simplu.

Triunghiurile simple sunt dreptunghice sau obtuzunghice (7riunghiurile simple cu
laturile 1,1,+/2 care sunt dreptunghice se numesc minimale.)

Din orice triunghi (non minimal) printr-o singura transformare poate fi obtinut un
triunghi simplu la care latura cea mai mare este mai mica decét latura mai mare a
triunghiului initial.

Orice triunghi poate fi transformat intr-un triunghi minimal printr-un numar finit de
transformari.

Aria oricarui triunghi simplu este egald cu Y.

Orice triunghi poate fi divizat in triunghiuri simple.

o . .. . m . . .. n . L.
Daca aria unui triunghi este A = ~>» atunci la orice divizare in triunghiuri simple a
acestui triunghi se obtin m triunghiuri simple.
. : : . 1 :
Orice triunghi cu aria A = 5 este simplu.

Oricare ar fi doud noduri A si B ale retelei, daca pe segmentul determinat de ele nu
sunt alte noduri, atunci existda un nod C, astfel incat ABC este triunghi simplu.
Unghiul ACB din problema 12 poate fi obtuz sau drept.

Pe o retea din pdtrate un paralelogram poate genera o retea care acoperd planul,
daca fiecare dintre diagonalele sale 1l divide 1n triunghiuri simple.

Triunghiul ABC este simplu atunci si numai atunci, cdnd nu se suprapun
triunghiurile care se pot obtine prin translarea paraleld a triunghiului ABC, astfel

incat imaginea varfului A sa coincida cu un nod.
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Definitia 3. Un triunghi se numeste realizabil, daca el este simplu si varfurile lui se obtin
in rezultatul reflectdrii succesive prin simetrie centrala a varfurilor unui triunghi la care
varfurile sunt varfuri ale unui patrat al retelei.

Se poate demonstra urmatoarea teorema.

Teorema. Urmatoarele trei proprietati ale triunghiurilor cu varfurile in nodurile retelei
sunt echivalente:

1) Triunghiul are aria egald cu 7.

2) Triunghiul este simplu.

3) Triunghiul este realizabil.

In continuare vor fi expuse cateva tipuri de situatii care pot fi solutionate utilizand
formula lui Pick fara a recurge la formulele pentru calcularea ariilor, daca aceasta nu este
o cerintd in enunt. Prin astfel de situatii se urmaresc si se analizeazd fenomene pe care le
consideram date, cunoscute din afara matematicii, numerele i operatiile descriind astfel
de relatii. Educatia matematica reclama dezvoltarea spiritului de observatie, a atentiei si a
imaginatiei, precum si a intuitiei. Prin ultima se realizeaza menginerea relatiei permanente

cu universul real [6].
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Situatia 1. Calculati aria figurii reprezentate in Figura 11 in doua moduri: folosind

formula lui Pick si folosind formule adecvate din geometria plana.

L L]
@
® ) ®
Figura 11.

Situatia 2. Sa presupunem cd un artist este angajat sa picteze un mozaic urias care consta
din numeroase placi patrate. Mai mult, sd presupunem ca artistul este un admirator al
cubismului, iar forma care urmeaza sa fie pictata este un poligon cu aspect complex
(eventual concav) cu varfuri care se afld la intersectiile placilor. Deoarece mozaicul este
destul de mare, in mod ideal, artistul ar dori sd stie in avans de catd vopsea ar avea
nevoie. Aceasta Tnseamna calcularea cu precizie a ariei poligonului. Cu toate acestea,
forma sa este destul de complicata si chiar si o simpla triangulare ar necesita o0 multime
de pasi intermediari pentru a obtine raspunsul final. Daca artistul ar sti totusi formula lui
Pick, ar rezolva aceasta problema aparent laborioasd foarte repede. Formula implica o
simpld numadrare a punctelor de retea. Realizati un asemenea mozaic si calculati
cantitatea de vopsea necesara pentru a-1 colora, daca pentru a colora o placd sunt necesari
0,5ml de vopsea.

Situatia 3. Trei greieri (trei puncte) la momentul initial se afld in trei varfuri ale unui
patrat. Fiecare greier are posibilitatea sd sard pe reteaua de patrate peste unul dintre
ceilalti doi greieri, astfel incat noua sa pozitie sa fie punctul simetric cu cel pe care s-a
aflat anterior la simetria centrald in raport cu punctul in care se afla greierul peste care a
survolat. Este evident ca de fiecare data greierii vor cddea in noduri ale retelei. Ce pozitii
pot ocupa greierii dupa cateva sarituri?

Situatia 4. In spatiul dat (pe patratul cu latura egala cu 6) construiti un dreptunghi care

are aria egala cu aria figurii date folosind formula lui Pick:

5

a) Construiti dreptunghiul | b) Construiti dreptunghiul | ¢) Construiti dreptunghiul
ABCD cu latura dati AB| ABCD cu latura dati AB| ABCD cu latura data AB
echivalent cu triunghiul dat. echivalent cu triunghiul dat. echivalent cu patrulaterul dat.
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Situatia 5. Examinati steaua care are un singur punct interior, obtinuta cu ajutorul sirului
lui John Farey (Figura 12.). Stabiliti aria figurii cu ajutorul teoremei lui Pick.

F I R NP N B N i

C N Q Q 5 e R O I ¢ *

¢ LI . 8
Figura 12.
Situatia 6. Mos Macarie, dupd ce a muncit o viata intreagd, se decide la batranete sa se
retragd pe o insuld pentru a-si gasi linistea interioard si a se dedica naturii. Astfel, el
cumpdard o insula pe care cultivd pomi fructiferi. Insula poate fi reprezentata ca un
poligon (nu neapdrat convex) intr-un sistem de axe de coordonate pozitive. Pomii sunt
plantati doar la coordonate naturale. Mos Macarie este interesat ce numar de copaci poate
planta strict n interiorul insulei. In acest scop el va furnizeazd copacii care determina
conturul insulei (varfurile poligonului). Restrictii si precizari: 3 <N < 100.000 — numarul
de copaci pe linie; coordonatele copacilor au valori intregi din intervalul [0, 2.000.000];
pot fi plantati mai mult de 2 copaci pe o latura a "poligonului” insulei.
Situatia poate fi solutionata, elaborand un algoritm sau un program.

Concluzii

Continuturile care vizeazd formula lui Pick permit transpunerea didacticd pentru
diverse categorii de elevi. Tema se recomanda a fi examinatd clasele gimnaziale, dar
poate fi adaptata pentru clasele primare si extinsa pentru clasele de liceu. La expunerea
continuturilor un rol important il are metoda concret inductivd de determinare a unor
relatii intre mdarimi, ce permite lejer formularea unor ipoteze care se generalizeaza.
Formula lui Pick se utilizeazd pe larg in combinatorica, informatica, fiind utila atat la

rezolvarea problemelor simple, cat si a problemelor de concurs.
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