CZU: 37.016:51 DOI: 10.46727/c.steam-2023.p87-93
DEZVOLTAREA GANDIRII CRITICE A ELEVILOR/STUDENTILOR PRIN
UTILIZAREA CONTRAEXEMPLELOR iN STUDIEREA MATEMATICII
Dumitru COZMA, dr. hab., profesor universitar
https://orcid.org/0000-0003-4794-1935
Universitatea Pedagogica de Stat ,,Jon Creanga” din Chisinau

Rezumat. In lucrare sunt examinate unele aspecte ale dezvoltirii gandirii critice, in particular, este
dezvoltat rolul contraexemplelor din matematica in formarea acestor abilitéti la elevi si studenti.
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Abstract. In this paper, some aspects of the development of critical thinking are examined. In particular,
the role of counterexamples in mathematics is developed for the formation of these skills in pupils and
students.
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1. Introducere

Gandirea criticd reprezinta abilitatea de a imagina, analiza si evalua informatiile,
pentru a determina integritatea si validitatea acestora. Ea ajutd elevii/studentii sa
formuleze probleme, s inainteze ipoteze, sa analizeze idei si sa adopte un mod critic de
rationament, pentru a stabili diverse cauze posibile, a identifica solutii plauzibile, a
evalua corectitudinea acestora folosind un rationament logic. De asemenea, gandirea
criticA reprezintd capacitatea de a face conexiuni creative intre idei cu caracter
interdisciplinar [4], [5].

Adesea, Invatarea este pasiva, elevii/studentii invatd mai mult cum sd memoreze
informatii, decat sd gandeascd, invata prin repetare, fie ce spune profesorul, fie ce este
scris in manuale. Asadar, elevii Invatd sd urmeze anumiti pasi, despre care cred ca sunt
cei corecti, intr-o anumitd ordine, astfel Incat sa obtind raspunsul ,,cel bun” si, implicit, o
nota sau un calificativ pe masura.

Gandirea criticd se refera la curiozitate, flexibilitate si mentinerea unei minti
deschise. Rezolvarea creativd a problemelor depinde de capacitatea de gandire critica si,
cu cat aceasta abilitate este mai bine dezvoltata, cu atat elevii vor identifica cele mai bune
solutii, vor putea comunica mai bine, vor intelege mai bine cum functioneaza lucrurile in
lumea reala, vor veni cu idei creative [4].

Abilitatea de a gasi exemple care sa ilustreze concepte sau sa confirme afirmatii,
sau contraexemple care sa respingd afirmatii presupuse corecte, este o calitate importanta
a gandirii critice. A-1 Tnvata pe elevi sd creeze exemple si contraexemple necesare
inseamna a-i invata sa aibd o abordare creativd in studiului matematicii. Exemplele
prezentate in cadrul orelor de matematicd au rolul de a ilustra definitiile, precum si
functionarea teoremelor. Totodata, atunci cand se prezintd o definitie, se dau exemple de
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obiecte matematice care se rezuma sub concept (care arata ca definitia este corectd), dar
si exemple de obiecte care nu o satisfac.

In procesul evaluarii critice a unor afirmatii (teoreme sau enunturi de probleme),
daca planeaza vreun dubiu asupra corectitudinii lor, exista o cale de clarificare a acestora,
deseori mai scurta decat Incercarea de a parcurge o demonstratie, care poate fi complexa.
Aceasta se realizeazad prin construirea rapida unui contraexemplu, daca este posibil, care
va arata ca afirmatia este falsd. Un contraexemplu infirmd o afirmatie presupus a fi
aplicabilad tuturor obiectelor dintr-o o anumitd categorie: contraexemplul este un obiect
din categoria vizata, la care afirmatia pretins-generald nu se aplica [5].

Contraexemplele vin sd pund in evidentd anumite ,,delimitiri” teoretice, 1n
principal, in urmatoarele moduri [5]:

e aratd cum, uneori, o legitate aparent plauzibila nu se valideaza;

e aratd cum, atunci cand nu sunt indeplinite toate cerintele din ipoteza unei teoreme,
concluzia poate sd nu mai fie valabild, adica teorema sd nu mai functioneze (pe
scurt, aratd cum omiterea unor cerinte din ipoteza unei teoreme poate s-o infirme);

e aratd cd unele cerinte din ipotezele teoremelor reprezinta doar conditii suficiente (nu
si necesare);

e argumenteaza, pentru cazuri individuale de teoreme, situatia generald ca reciprocele
unor teoreme nu sunt adevarate.

Un exemplu este o dovada ca o afirmatie generald ar putea fi adevarata, in timp ce
un contraexemplu demonstreazi ci o afirmatie generala este falsa. In cele ce urmeaza,
vom analiza contraexemple ce tin de proprietdtile functiilor, limite de siruri, functii
continue, functii derivabile, functii care admit primitive, functii integrabile etc.

2. Contraexemple la studierea reciprocitatii unor teoreme

Contraexemplele sunt foarte utile pentru a evidentia cd cerinte din ipotezele
teoremelor reprezinta doar conditii suficiente (nu si necesare) sau invers [3], [5].
Teorema 2.1. Daca sirul (x,,),, are limita, 1111—{?0 X, = a, atunci acest gir este marginit.

: 1 N . : - .
Exemplul 2.1. Sirul (x,,),,, unde x,, = — are limita lim x,, = 0 si acest sir este marginit

n—oo
1
O<;S1, vn € N*.

Afirmatia reciproca nu este adevaratd si eroarea este usor vizibild prin construirea
urmatorului contraexemplu.

Contraexemplul 2.1. Sirul cu termenul general x,, = (—1)" este marginit x, €
[—1;1], |x,| =1, insa acest sir nu are limita

1, pentru n par

lim x, = {—1, pentru n impar

n—->oo

fiindca are doua limite diferite.

88



Imediat dupa introducerea notiunii de derivata, se demonstreaza
Teorema 2.2. Orice functie derivabild intr-un punct este si continua in acel punct.
Reciproca afirmatiei nu este adevarata: este posibil ca o functie sd fie continud intr-un
punct x,, fard sa fie derivabild in acel punct.
Contraexemplul 2.2. Functia cu modul, f(x) = |x|, x € R este continud in x, = 0, dar
nu este derivabild 1n acest punct. Folosind definitia derivatei, ne convingem ca derivata la
stinga f; (0) = —1 si derivata la dreapta f;(0) = 1 nu sunt egale, ceea ce implica ca nu
este derivabila 1n acest punct.
Teorema 2.3. Daca functia f(x) este integrabild pe intervalul [a,b], atunci ea este
marginitd pe acest interval.
Teorema reciprocad nu e valabila: este posibil ca o functie sa fie marginita pe un interval
[a, b], dar sa nu fie integrabila pe acest interval.
Contraexemplul 2.3. Fie functia lui Dirichlet pe intervalul [0, 1]:

Fo ={

Functia este marginitd pe intervalul [0,1]. S& consideram o diviziune arbitrard a

1, daca x este numar rational.
0, daca x este numar irational

intervalului [0, 1] intr-un numar finit de intervale [x,_;, x;] cu puncte {x,}r=;. Notam
cu Axy, =X, —Xp_q, k =1,2,--,n lungimea intervalului [x,_;, x,] si cu A=
max{Ax,} norma acestei diviziuni. Pe fiecare interval elementar [x,_;, x)] alegem in
mod arbitrar cate un punct &,. Daca punctele &, sunt rationale, atunci suma integrala
asociata functiei f(x) este

U=zn:f(fk)Axk=zn:1'Axk= 1,
k=1 k=1

iar daca punctele &, sunt irationale, atunci

azkzzlf(fk)Axkszlo-Axkzo.

Deci suma integrald o asociata functiei f (x) nu are limita pentru A — 0.

3. Contraexemple la studierea corectitudinii unor enunturi

Contraexemplele sunt cel mai des folosite atunci cand este necesar sd convingem
elevii ca gresesc. Pentru a ne convinge de falsitatea unei anumite afirmatii generale, este
suficient sa formuldm un contraexemplu. Astfel, contraexemplul apare ca instrument in
analiza corectitudinii unor enunturi, cat si a evitdrii unor posibile erori [1], [2], [3].

Afirmatia 3.1. Daca functiile f(x) si g(x) sunt continue si monotone pe R, atunci suma
lor f(x) + g(x) la fel este o functie monotona pe R.
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Contraexemplul 3.1. Functiile f(x) = x + sinx si g(x) = —x sunt continue si

monotone pe R, dar suma lor f(x) + g(x) = sin x nu este o functie monotona pe R.
Adaugarea unei conditii suplimentare transforma acest enunt incorect intr-un enunt

corect: suma a doud functii f(x) si g(x) continue si crescatoare (descrescatoare) este o

functie crescatoare (descrescatoare).

Afirmatia 3.2. Dacd valoarea absolutd |f(x)| a functiei f(x) este continua pe (a, b),

atunci si insasi functia f(x) este continua pe (a, b).

Contraexemplul 3.2. Fie functia

—1, daca x <0,
fl) = {1, daci x > 0.

Valoarea absoluta a ei este |f(x)| = 1. Functia |f (x)| este continua pentru toate valorile
x € R, dar insasi functia f(x) este discontinua (f (x) este discontinud in punctul x = 0).
Afirmatia 3.3. Dacd limita unui sir (x,), este +oo, atunci, incepand de la un
rang N, sirul este strict crescator.

Eroarea este usor detectabild si se evidentiazd prin construirea urmatorului
contraexemplu.
Contraexemplul 3.3. Sirul cu termenul general

3n, pentru n par
— —1D)"n =
xp =[24 (=1)"]n {n pentru n impar

are limita +oo, dar sirul nu este strict crescator cu incepere de la nici un rang.
Afirmatia 3.4. Daca un sir (x,,),,, cu toti termenii pozitivi este nemarginit, atunci
lim x,, = +oo.

n—-oo
Greseala este usor vizibila si se semnaleaza cu ajutorul unui contraexemplu.
Contraexemplul 3.4. Sirul cu termenul general
{n, pentru n par
Xn =11 :
, pentru n impar

este nemarginit, dar nu are limita +oo. Adaugarea unei conditii suplimentare transforma
acest enunt incorect intr-un enunt corect: Daca un sir (x,,), este nemarginit si crescator,

atunci lim x,, = +oo.

n—->oo

Afirmatia 3.5. Daca functiile f(x) si g(x) nu sunt diferentiabile in punctul x = x,,
atunci si suma lor f(x) + g(x) la fel nu este o functie diferentiabila in punctul x = x,,.

Contraexemplul 3.5. Functiile f(x) = |x| si g(x) = —|x| + 1 nu sunt diferentiabile in
punctul x, = 0 (vezi Contraexemplul 2.2), insa suma lor f(x) + g(x) = 1 este o functie

diferentiabild in punctul x, = 0.
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Afirmatia 3.6. Daca functia F (x) este o primitiva a functiei f(x), atunci

b
j f(x)dx = F(b) — F(a).

Contraexemplul 3.6. Functia F(x) = In|x| este o primitiva a functiei f(x) = 1/x, insa
nu exista integrala (functia f(x) este discontinua in punctul x = 0)

11
] —dx.
X

Adaugarea unei conditii suplimentare transformd acest enunt incorect [3] intr-un enunt
corect: Dacd functia f(x) este continud pe intervalul [a, b], iar F(x) este o primitiva a

functiei f(x) pe acest interval, atunci

b
f F)dx = F(b) — F(a).

Afirmatia 3.7. Pentru orice matrice patratice A si B are loc egalitatea AB = BA.
Contraexemplul 3.7. Fie matricele

1= 9. 5=0 1)

Atunci AB = (8 (1)), BA = (é g) si AB # BA. Prin urmare, inmultirea matricelor

nu este comutativa.

4. Contraexemple la studierea extremelor locale ale functiei
Fie functia f (x) definita in intervalul deschis I € R si x, € I.
Definitia 4.1. Se spune ca f(x) are maxim (sau minim) local in punctul x,,, daca exista
asa interval (x, — &, x, + &) C I, incat Vx € (x, — 6,x, + &) are loc inegalitatea
F) < flxo)  (sauf(x) = fx)).
Teorema 4.1 Daca functia f(x) admite in punctul x, € [ un extrem local si este

diferentiabila in acest punct, atunci f'(x,) = 0.

Figura 1. Figura 2.
Exemplul 4.1. Functia f(x) = x* (fig. 1) are minim local in punctul x, = 0. Derivata
functiei este f'(x) = 2x si f'(0) = 0.
Afirmatia reciprocad nu este adevarata, adica conditia Teoremei 4.1 este necesara, dar nu
si suficienta.
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Daca f'(x,) = 0, atunci in punctul x, functia poate sa nu aiba extrem local, ceea ce este
confirmat de urmatorul contraexemplu.
Contraexemplul 4.1. Functia f(x) = x> (fig. 2) are derivata f'(x) = 3x%> >0, Vx €
(=00,0) U (0,40). Prin urmare, f(x) este strict crescatoare pe intervale (—oo,0),
(0,4+). Cu toate ca f'(0) = 0, in punctul x, = 0 functia f (x) nu are extrem local.
Punctele x, in care derivata functiei este egald cu zero se numesc stafionare. Deci
conditia f'(x,) = 0 este numai necesara dar nu si suficientd pentru existenta extremului
local. Functia f(x) poate avea extreme locale si in punctele, in care derivata f'(x) este

infinita sau nu exista [6].

Exemplul 4.2. Functia f(x) = ¥x2 (fig. 3) are minim local in x, = 0. Derivata ei este

3 ' , 2 e 2
f(x)=(\/;) = (x*/?) —§x 1/3—ﬁ-

In punctul x, = 0, derivata este infiniti f'(0) = oo.

1 2 3 4 5 ) flx) = vz -2

-3

Figura 3. Figura 4.
Contraexemplul 4.2. Functia f(x) = /x (fig. 4) are derivata

e ;1 .1
Fo) = () = @y =327 =

si este strict crescitoare Vx € (—o0, 0) U (0, +00). In punctul x, = 0, cu toate ci derivata

functiei este infinitd f'(0) = +oo, functia nu are extrem local.

Z0.22-0.2 -0 18-0]16-0.14-0.12 10,1 0] 054 O obe 0f 012014 0fs 018 02 022

i 1
flni="x .sin( )
£y

Figura S. Figura 6.
Exemplul 4.3. Functia f(x) = |x| are minim local in x, = 0 (fig. 5) si nu are derivata in
acest punct. Derivatele laterale, la dreapta f;(0) = 1 si la stdnga f; (0) = —1, nu sunt
egale.

Contraexemplul 4.3. Functia f(x) = xsin% nu are derivatd in punctul x, = 0. Aceasta

functie (fig. 6) nu este continud in punctul x, = 0, deci, nu are extrem local.

92



Definitia 4.2. Punctele in care derivata functiei se anuleaza sau derivata este infinita, sau
derivata nu exista se numesc puncte critice.

Asadar, functia poate avea extrem local numai 1n punctele critice, dar fiecare punct critic
trebuie cercetat la extrem local prin conditii suficiente (Teorema 4.2).

Teorema 4.2. Fie x, un punct critic al functiei f(x), iar f(x) este continua in punctul x,
si diferentiabild intr-o vecinatate §(x,) = (x, — 6,x, + &) a punctului x, (poate cu
exceptia punctului x,). Atunci: a) x, este punct de maxim local, daca f'(x,) > 0 pentru
x € (xg—6,%0) si f'(xg) < 0 pentru x € (x4, %, + 8); b) x, este punct de minim local,
daca f'(x,) < 0 pentru x € (x, — 8,x,) si f'(xg) > 0 pentru x € (x4, x, + 6); ¢) X, Nu
este punct de extrem local (de maxim sau de minim), dacd f’'(x,) nu-si schimba semnul

la trecerea lui x prin punctul x,,.

5. Concluzii

Construirea exemplelor si contraexemplelor nu este in niciun caz o activitate
algoritmica si necesitd o gandire matematica destul de dezvoltatd. Exersand construirea
de exemple si contraexemple, elevii/studentii isi dezvoltd creativitatea si gandirea critica,
care este parte integrantd a modului de gandire matematica.

Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementarii TIC in
procesul de studiere a stiintelor reale in sistemul de educatie din Republica Moldova din perspectiva
inter/transdisciplinaritatii (concept STEAM)”, inclus in ,,Program de stat” (2020-2023), Prioritatea 1V:
Provocari societale, cifrul 20.80009.0807.20, cu suportul financiar oferit de Agentia Nationala pentru
Dezvoltare si Cercetare
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