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Abstract. In this article, some problems of probability will be presented for which the theoretical probabi-
lities and the experimental probabilities have been determined. Each experiment of the problem was simulated in
the Delphi programming environment and the results displayed on the execution have possibility of changing the
initial conditions. These results can be used in the teaching of the university course Probabilities and Mathematical
Statistics for students of the specialties: Mathematics and Computer Science; Computer Science and Mathematics
and Computer Science. Moreover, such simulations will be useful for writing undergraduate theses related to the
modeling problems of probability.
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1. Introducere

In ultimele secole, matematica inregistreazi o dezvoltare esentiald, printre care si Teoria
probabilitdtii, care a aparut inca in secolul al XVII-lea ca urmare a problemelor ce tin de jocuri-
le de noroc. In dezvoltarea acestei ramuri, un rol important I-au ocupat B. Pascal (1623-1662),
P. de Fermat (1601-1665), J. Bernoulli (1654-1705), A. de Moivre (1667-1754), P. Laplace
(1749- 1827), K. Gauss (1777-1855), S. Poisson (1781-1840), P. Cebasev (1821-1894), A. Mar-
kov (1856-1922), A. Lyapunov (1857-1918), A. Kolmogorov (1903-1987), K. Pearson (1857-
1936), K. Fisher (1890-1962) etc. Cercetarile din secolul al XVIII-lea a naturalistului Buffon si
la inceputul secolului XX a statisticianul Pearson, si anume aruncarea unei monede simetrice si
omogene, experiment ce se repetd in aceleasi conditii practic identice, au sugerat definitia em-
piricd a probabilitatii, realizand respectiv 4040/12000/24000 de aruncéri ale monedei. Evident
ca aceste experimente au ocupat un timp indelungat de realizare [1-2].

In prezent, aceste probleme se reduc, din punct de vedere teoretic, la trecerea datelor prin
modelul matematic creat, iar din punct de vedere experimental, pot fi utilizate diverse programe
destinate invatarii, printre care se numara aplicatia Maple, mediul de programare Delphi etc. In
aceste aplicatii poate fi determinata probabilitatea teoretica, dar si probabilitatea experimentala,
astfel incat sa prezinte elevilor, studentilor, dar si cadrelor didactice o informatie ampla si com-
pleta asupra experimentului cercetat.

Anume modelarea problemelor poate aduce lumina asupra confuziei: de ce diferd proba-
bilitatea teoretica de cea experimentald, cu exceptia asa-numitelor cazuri perfecte? De ce numa-
rul de experimente este important? Este bine venit ca Tn asemenea cazuri sa utilizim simularile
pe calculator, care sa ne ofere posibilitatea realizarii experimentelor, dar si realizarea rapida a
unor calcule necesare [3].
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In continuare, vor fi prezentate cateva simuliri ale unor probleme din probabilitate in
mediul de programare Delphi, insa codul programului va fi prezentat secvential.

2. Probabilitatea geometrica
In conformitate cu literatura de specialitate [1-3], probabilitatea geometrica in

R?, se exprimd ca raportul dintre aria figurii cazurilor favorabile (aria g) la aria figurii
totale aria G

P(A) = ——. (1)

Problema 1. Fie doua patrate P, §i P,, astfel incat P, Py, cu laturile a, si a,.Sa se calcu-
leze probabilitatea ca un punct luat la intamplare din patratul P, sa nu apartina patratului P,
(fig. 1).

Rezolvare. Notam, evenimentul A - punctul luat la intdmplare din patratul P, nu apartine
patratului P,.

Din punct de vedere teoretic, aceasta probabilitate se determina cu ajutorul probabilitatii
geometrice (1), unde aria g este aria suprafetei ce satisface conditia: apartine patratului P, si
nu apartine patratului P,, iar aria G este aria patratului P,, deoarece P, c P, (fig. 1).

d;

Figura 1. Suprafata cazurilor favorabile

Se determina ariile patratelor P, si P,
A,y = aj (w.p) si A, = aj (w.p),
iar aria suprafetei cazurilor favorabile este reprezentatd de diferenta ariilor acestor patrate
A, = aj — a3 (w.p).
Aplicand formula probabilitatii geometrice (1), obtinem

ty

A — al
P(4) = = =——— (u.p).
a1 a3
Ultima relatie reprezinta probabilitatea teoreticd, insd prezintd interes determinarea pro-
babilitatii experimentale. In acest scop a fost realizati o simulare a experimentului problemei 1
in mediul de programare Delphi (fig. 2).
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Introdu numarul de probe (100
Selecteaza valoarea laturilor
a1=[200 Bl
Marual = |
0= [a0 =

Aleatoriu

W Nesgu Nstslia

al1=200. a2=60.

nr. de punte din p2=5
nr. de punte din p1 ce nu apartin lui p2=95

P{A}=0.95
PHA)=0.9376

Figura 2. Realizarea unui experiment din 100 de incercari

La deschiderea aplicatiei, se activeaza o componenta, 7imer, care extrage numarul de
incercari (N), de pe forma dintr-un Edit, prin comanda

N:=strtoint(editl.Text);

Pentru valorile laturilor patratelor a, si a, (a; > a,), sunt posibile doud modalitati de
selectare:

- aleator, datele sunt selectate la intAmplare de calculator, utilizand procedura random

al:=random(199)+100;
a2:=random(al);

- manual, datele sunt introduse In componentele SpinEdt, de pe forma.

Indiferent de modalitatea de introducere a datelor, realizand un click pe imaginea bifei,
de pe forma pe componenta PaintBox, se creeazd doud patrate cu laturile de lungimile a,a, si
Gy ly

paintbox1.Canvas. Rectangle(x0-al,y0-al,x0+al,y0+al),

paintbox1.Canvas. Rectangle(x0-a2,y0-a2,x0+a2,y0+a2),
unde (x0,y0) reprezinta punct de intersectie a diagonalelor pétratelor.

Apoi se activeaza un alt Timer, ce realizeaza N incercari, adica se iau aleatoriu N puncte
din patratul P,P,

x:=x0-al+random(2*al),;

y:=y0-al+random(2*al),
dupa care se verifica daca aceste puncte (x,y) sunt din patratul P,P,, atunci se construiesc mici
cercuri care s evidentieze punctele respective si se coloreaza interiorul cu alb sau rosu

if (x<=x0+a2) and (x>=x0-a2) and (y<=y0+a2) and (y>=y0-a2) then

begin

sc2:=sc2+1;

paintbox1.Canvas.Brush.Color:=clwhite;

paintbox1.Canvas.Ellipse(x-2,y-2,x+2,y+2);

end else

begin

scl:=scl+1;

paintbox1.Canvas.Brush.Color:=clred;

paintbox1.Canvas.Ellipse(x-2,y-2,x+2,y+2);

end;
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Evident, in cadrul instructiunii if de mai sus se numara si punctele care sunt din patratul

P,P, si este stocatd aceasta valoare in variabila sc2, altfel In variabila sc/ (punctele ce cores-
pund cazurilor favorabile).

Dupa ce s-au construit N puncte, componenta 7imer se opreste, iar la un alt experiment se
activeaza si, respectiv, la finalizare se dezactiveaza.

In consecint, intr-un Label pe forma se afiseazi probabilitatea teoretica, care este calcu-
lata cu ajutorul formulei (1)

pptt:= (al *al-a2*a2)/(al *al);

label7.Caption:="Pt(A)="+floattostr(pptt),
si probabilitatea experimentala care este calculatd din raportul numarului de puncte din supra-
fata favorabila (sc/) la numarul total de puncte (n)

pe:=scl/n;

label6.Caption:="P(A)="+floattostr(pe);

Astfel de experimente pot fi realizate de un numar necesar de ori, fara restrictii, dupa
necesitate, marind numarul de incercari sau micsorandu-l. Important este sa stergem datele
anterioare si sd pregatim componenta PaintBox pentru un alt experiment

paintbox1.Repaint;

label4.Caption:=";label5.Caption:="; label6.Caption:=";label7.Caption:=";

sc2:=0; scl:=0;

Fie un alt experiment din 1000 de incercari (fig. 3), observam ca numarul de incercari este
important si oferd probabilitatea cu o precizie mai buna.

& Neagu Natalia - o >

Introdu numarul de probe  |1000|

Selecteaza valoarea laturilor
a1= |200

7
Manual Qo= lm

Aleatoriu

}

A [«

al=200; a2=50;

nr. de punte din p2=61
nr.de punte din p1 ce nu apartin lui p2=949

Pi(A)=0.949
PH{A)=0,0575

Figura 3. Realizarea unui experiment din 1000 de incercari

3. Probabilitatea conditionata
In conformitate cu literatura de specialitate [1-3], probabilitatea conditiontd a mai multor
evenimente dependente este
P(A,NnA,NnA;Nn..Nnd,)=
= P(A4,)- PA,_ (4;)- PA,_r'lAz (A3) - . Pﬂinﬂzndan...ndn_,_ (4,)- (2)
Problema 2. [ntr-o urnd sunt 10 fise care contin literele MATEMATICA. Se extrag aleatoriu,

fara intoarcere 4 fise. Sa se determine probabilitatea ca literele extrase, in ordinea extragerii,
formeaza cuvantul MAMA.
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Rezolvare. Notam
evenimentul A - cele 4 fise extrase 1n ordinea extragerii formeaza cuvantul MAMA.
Pentru a calcula probabilitatea putem aplica formula probabilitatii conditionate sau, mai
simplu, analizdm fisele cu literele MATEMATICA care sunt in total zece, dintre care litera M
se repetd de doua ori, iar litera A se repeta de trei ori, astfel determindm numarul de cazuri fa-
vorabile
n=2-3-1-2=12
si numarul de cazuri totale
N=10-9-8-7 = 5040.
Aplicand formula probabilitatii clasice, obtinem

F'(f-l]—n— 12 _
N 5040 420

sau aplicand formula (2), obtinem
2 31 2 1
P(A)= — === =—.
10 9 8 7 420

Pentru a realiza experimentul problemei 2, a fost creatd, ca si In cazul problemei 1, o
simulare in mediul de programare Delphi. Aceasta aplicatie calculeaza atat probabilitatea teo-
retica, cat si cea experimentald pentru oricare cuvant ce satisface conditiilor problemei, afisand
totodata rezultatele experimentelor.

Intru realizarea constructivisti a programului, au fost create separat mai multe functii si
proceduri care se apeleaza la executia experimentului, componenta Button (START).

Initial, se verifica daca cuvantul tintd a problemei, pe care il scriem in componenta Edit,
de pe forma

s:=editl. Text;
contine doar literele MATEMATICA. Verificarea respectiva se realizeaza prin parcurgerea
string-ului, litera cu litera, si determinarea corespondentei literelor, prin apelarea functiei
unique_strl

function unique_str1(str:string):boolean;

var i:integer;

begin

fori: =1 to length(str) do

if (str[i]="R’) or (str[i]="B’) or(str[i]="D’) or (str[i]="F’) or
(str[i]="G’) or (str[i]="H’) or (str[i]="T’) or (str[i]="K’) or
(str[i]="L’) or (str[i]="N’) or (str[i]="O’) or (str[i]="P’) or (str[i]="Q")
or (str[i]="S") or (str[i]="U’) or (str[i]="V") or (str[i]="W’) or (str[i]="X")
or (str[i]="Y’) or (str[i]="Z’)
then
begin
Result:=false;
Exit;
end;
Result:=true;

end;

In cazul cand cel putin o literd nu corespunde literelor MATEMATICA, apare un mesaj
de avertizare Intr-o componenta Label (fig. 4)

label9.Caption:=Atentie! Litera introdusa nu corespunde fiselor!’;

De exemplu, introducem cuvantul tintd ARC, care contine litera R, ce nu se regaseste
printre literele MATEMATICA, obtinem rezultatul din figura 4.
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Intr-o urna sunt 10 fise care contin literele M A TEMATICA
Se extrag aleatoriu, fara intoarcere, 4 fise.

Sa se delermine probabililalea ca lilerele de pe [isele exlrase, in ordinea
etragerii, formeaza cuvantul |ARC

EIMIALT] I
Numarul de incercari ,T

Atentie! Litera introdusa nu corespunde fiselor!

Figura 4. Mesajul de atentie a incilcarii conditiilor problemei

Daca nu sunt incalcate conditiile problemei, printr-un ciclu contor for, se numara fiecare
litera de cate ori s-a inregistrat in string-ul introdus s
fori:= 1 to length(s) do
begin
if (s[i]="A’) then ka:=ka+1;
if (s[i]="C") then kc:=kc+1;
if (s[i]="E’) then ke:=ke+1;
if (s[i]="I') then ki:=ki+1;
if (s[i]="M’) then km:=km+1;
if (s[i]="T) then kt:=kt+1;
end;
si dacd numerele corespund literelor MATEMATICA
if (ka<4) and (km<3) and(kt<3) and(kc<2) and(ki<2) and(ke<2)
then
experiment(strtoint(edit2.Text),s,p),
end;
atunci se inregistreaza experimentul, altfel se face o altd extragere.
Rezultatele experimentelor se afiseaza in componenta Memol de pe forma, unde pot fi
vizualizate toate combinatiile obtinute la extragere, dar si probabilitatea experimentala si cea
teoretica, care, evident, sunt afisate Tn componentele Label (fig. 5).

| B Neagu Nasatia o =

i Intr-o urna sunt 10 fise care contin literele MATEMATICA
Se extrag aleatoriu, fara intoarcere, 4 fise.
Sa se determine probabilitatea ca literele de pe fisele extrase, in ordinea
‘ etragerii, formeaza cuvantul [MAMA

(M| EM e
| START I .
Numarul de incercari {100

Pexp(MAMA)=0

PHLANA)=0.00238

Figura 5. Realizarea unui experiment din 100 de incercari
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Observam (fig. 5), din 100 de incercari cuvantul tinta MAMA nu a aparut nici o data,
de aceea probabilitatea este 0. Daca realizam un experiment din mai multe probe, atunci vom
inregistra si cazuri favorabile (fig. 6).

| B Nesgu Natalia =] x

Intr-o urna sunt 10 fise care contin literele MATEMATICA
Se extrag aleatoriu, fara intoarcere, 4 fise.
Sa se determine probabilitatea ca literele de pe fisele extrase, in ordinea
| etragerii, formeaza cuvantul MAMA

MIAITIEIMIALTLI[CIA

| START

Numarul de incercari | 10000

Pexp(MAMA)=0,0009

Figura 6. Realizarea unui experiment din 1000 de incercari

String-ul (cuvantul tintd al problemei) poate fi reeditat si sd fie de lungimi diferite, dar
poate fi format si dintr-o singura litera, cu respectarea cerintelor problemei.

In continuare, este prezentat un alt experiment care confirmi veridicitatea codului pro-
gramului, dar sunt vizibile si rezultatele experimentelor. In acest scop, cuvéantul tinti reprezinta
litera M. Teoretic, litera M se contine de doud ori printre literele MATEMATICA si probabili-
tatea este (fig. 7)

n
P(5) N 10

FE o x
Intr-o urna sunt 10 fise care contin literele M A TEMA TICA

Se extrag aleatoriu, fara intoarcere, 4 fise.

Sa se determine probabilitatea ca literele de pe fisele extrase, in ordinea

| etragerii, formeaza cuvantul M

MIAITIEIMIALT] | [ClA)

| START

Numarul de incercari |1l)

A Pexp(M)= 0,1

M PHMI=0,2

Figura 7. Rezultatul extragerii literei M

In concluzie, mentionez: cu cat numirul de experimente este mai mic, cu atat probabili-
tatea experimentald poate varia mai mult fatd de cea teoreticd. Odata cu cresterea numarului de
experiente, eroarea de calcul se micsoreaza, iar rezultatele experimentului devin mai exacte.

Simularile unor probleme din probabilitate sunt binevenite in invatamant la studiul ca-
pitolului Probabilitate si statistica matematica si pot inlocui unele experimente care necesita
utilaje costisitoare, instrumente, timp etc. [3].

In Republica Moldova, astfel de simulari nu se realizeaza, iar ceea ce am realizat este o
simulare unica.
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