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Abstract. In this paper, it is show that the Diophantine exponential equation: 2* + 12¥ = z* has
exactly three non — negative integer solutions {(3,0,3),(2,1,4),(8,2,20)}, the Diophantine exponential equation:

2% + 14" = z% has exactly three non—negative integer solutions:{(3,0,3), (1,1,4),(7,2,18)}, the Diophantine ex-

ponential equation 2¥ + 15¥ = =z has exactly two non—negative integer solutions:{(3,0,3), (6,2,17)}.
Keywords: Diophantine equation; Integer solutions.

Ecuatiile diofantice neliniare sunt intens studiate in literatura de specialitate. Un tip apar-
te de ecuatii diofantice neliniare il reprezintd ecuatiile de forma a* + b¥ = zZ abordate in
[1-3]. In lucrare se arati ci ecuatia diofantici exponentiald 2% + 12% = z%are exact trei so-
lutii intregi nenegative: {(3,0,3),(2,1,4),(8,2,20)}, ecuatia diofantica 2* + 14 = z? are
exact trei solutii intregi nenegative: {(3,0,3),(1,1,4),(7,2,18)}, iar ecuatia diofantica expo-
nentiald 2¥ + 15¥ = zZ are exact doua solutii intregi nenegative: {(3,0,3),(6,2,17))

Lema 1. Ecuatia

2 —3¥ =1
are exact doua solutii intregi nenegative: {(1,0},(2,1)}.

Demonstratie. Fie x = 0. Atunci rezulta ecuatia 1 — 3% = 1, care nu are solutii intregi.
Fie x = 1. Substituim si obtinem 2 —3¥ = 1, de unde 3% = 1, deci y = 0. Fie x = 2. Inlo-
cuim si obtinem ecuatia 4—3* = 1. De aici rezultd y = 1.
Din ecuatia

2% —3¥ =1
rezultd
2% —1= 3%,
Pentru x = 3, rezultd relatia 2¥ = 0(mod8). Atunci 2¥ — 1 = —1({mod8). Daca

y = 2t, atunci 3% = 1(mod8)3% = 1(mod8) si ecuatia datd nu are solutii intregi. Daca
vy = 2t + 1, atunci 3%*1 = 3(mod8)3**! = 3(mod8) si ecuatia nu are solutii intregi. Lema
este demonstrata.

Teorema 1. Ecuatia
2¥ 4127 =z°
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are exact trei solutii intregi nenegative: {(3,0,3),(2,1,4),(8,2,20)}(3,0,3),(2,1,4),(8,2,20)}.
Demonstratie. Fie y = 0. Inlocuim si obtinem ecuatia
2¥+1=1z"
De aici rezulta

sau
(z—1)(z+ 1) =2%

Notamcuz —1= 2% 1arz + 1= 27", x = 2v,v € N. Din relatia a doua scadem prima
relatie si obtinem

2%¥-¥ _gv — 5
sau
2¥(2% % —1) = 2.
Rezultd cd v = 1. Atunci 272 = 2, deci x = 3. Atunci z = 3.
Fie y = 2t. Avem ecuatia
2% 4+ 12% =27,
Din aceasta ecuatie obtinem
2% =z%—12%
sau

2% = (z—12%)(z — 12%).
Notam cu z —12° = 29,iar z + 12 = 279, x = 2q,q € N. Din relatia a doua scadem
prima relatie si primim
2%78 29 =2-12°
sau
zq [zx—zq _ 1:] — 22t+1.3t2q (zx—zq _ 1:] — 22t+1.3t
Deaicirezulticig = 2t + 1.Atunci 2¥72(2¢*1) _ 1 = 3% Conformlemei 1,t = 1,4 = 3
si obtinem solutia ecuatiei: (x,y,z) = (8,2,20).
Fie y = 2t + 1. Atunci avem ecuatia
EI _|_ 122t+1 — zz.
Sau
2¥ +12-12% = z7
Ecuatia data poate fi scrisa sub forma
24+ (34+9)-12% =222+ (34 9)-12% =z%,
Ultima ecuatie o reprezentam astfel
294+ 3:12° =2z —9- 12,
Descompunem partea dreapta in produs
(z—3-12%)-(z+3-127) = 2¥ + 3-12%,
Am primit sistemele de ecuatii
{z—l—E- 12F =2 +3-12%
z—3-12f =
si
{3—3-12f= 2% +3-12%
z4+3-12F=1
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Rezolvam primul sistem si obtinem solutia: (x, v, z) = (2,1,4). Observam ca sistemul doi
nu are solutii intregi. Teorema este demonstrata.

Lema 2. Ecuatia

25— 7Y =1
are exact doua solutii Intregi nenegative: {(1,0),(3,1)}.
Demonstratie. Fie x = 0. Atunci rezultd ecuatia 1 — 7% = 1, care nu are solutii intregi.

Fie x = 1. Substituim si obtinem 2 —7¥ = 1, de unde 7% = 1 si ecuatia nu are solutii. Fie
x = 2. Inlocuim si primim ecuatia 4—7% = 1. De aici rezultd 7¥ = 3 si ecuatia nu are solutii

intregi. Fie x = 3. Inlocuim si obtinem ecuatia 8—7% = 1. De aici rezulti y = 1.
Din ecuatia

2¥=7Y =1
rezultd ecuatia
28 —1=7Y
Pentru x = 4, avem 2¥ = 0(mod16). Atunci 2¥* — 1 = —1(med16). Daca y = 2s, atunci
7% = 1(mod16)siecuatianuare solutii intregi. Dacdy = 2t + 1,atunci 7***! == 7(mod16)

si ecuatia nu are solutii intregi. Lema este demonstrata.

Teorema 2. Ecuatia )
2% 4+ 14 =z~
are exact trei solutii intregi nenegative:{(3,0,3),(1,1,4),(7,2,18)}.
Demonstratie. Fie y = 0. Inlocuim si obtinem ecuatia
2%+ 1=z
De aici rezulta

sau
(z—1)(z+ 1) = 2%
Notim cu z—1= 2% jar z+ 1= 2% x = 2b,b € N. Din relatia a doua scidem prima
relatie si obtinem
2%7b b =2
sau
28 (277 —1) = 2.
Rezultica b = 1.Atunci 2¥* 2 = 2,decix = 3 Atunciz = 3
Fie y = 2k. Inlocuim si obtinem ecuatia
27 4+ 14% = 22,
Din aceasta ecuatie avem
2% = z7 — 147%
sau
2% = (z— 14%)(z — 14%).
Notim cu z —14% = 2™, jarz + 14* = 2™ x = 2m,m € N. Din relatia a doua scidem
prima relatie si obtinem
257 — 29 =2 14%
sau
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2?‘1‘1(21’—2?‘1‘1 _ 1:] — 2?{4‘1- ?k
Atunci m = k + 1. Inlocuim si avem ecuatia
EI—ZI:J{-HL:I 1= ?k.

Conform lemei 2, k = 1, m = 2, x = 7. Atunci ecuatia initiala are solutia: (7,2,18).
Fie y = 2k + 1. Inlocuim si obtinem ecuatia
2% + 1457 = 22,
Din aceasta ecuatie avem
2% + 14 12% = 27
sau
2+ (5+9)-12%* =z,
De aici rezulta
2* 4+ 3-12% =z2—9-12%
Descompunem in produs partea dreaptd a ecuatiei. Atunci
(z—3-14%)-(z+ 4-14%) = 2% + 5-14%,
Am obtinut deci sistemele de ecuatii
{z+3-14k = 2% +5-14%
z—3-14=1
s
{3—3-14’< = 2%+ 3-14%
z+3-148 =1 '
Rezolvand primul sistem, obtinem solutia (x,y, z) = (1,1,4). Observam ca sistemul doi
nu are solutii intregi. Teorema este demonstrata.
Lema 3. Ecuatia
2 -1 =1
are exact doua solutii Intregi nenegative: {(1,0), (4,1)}.

Demonstratie. Fie x = 0. Atunci ecuatia 1 — 15¥ = 1 nu are solutii intregi. Fie x = 1.
Substituim si obtinem 2 —15¥ =1, de unde 15¥ = 1 si ecuatia nu are solutii. Fie x = 2.
Inlocuim si obtinem ecuatia 4—15* = 1. De aici rezultd 15¥ = 3 si ecuatia nu are solutii. Fie
x = 3. Inlocuim si obtinem ecuatia 15—7% = 1. Atunci obtinem 15¥ = 14 si ecuatia nu are
solutii intregi. Fie x = 4. Inlocuim si obtinem ecuatia 16—15¥ = 1. De aici rezultd y = 1.

Ecuatia
2¥—15¥ =1
o reprezentam astfel
2¥ —1=15".
Pentru x = 5, avem 2¥ = 0(mod32). Atunci 2¥ —1 = —1(mod32). Daca y = 2k, atunci

obtinem congruenta 15%* = 1(med32) si ecuatia nu are solutii. Dacd y = 2k + 1, atunci
15%*1 = 15(mod16) si ecuatia nu are solutii intregi. Lema este demonstrat.

Teorema 3. Ecuatia )
2% +15Y =z~

are exact doua solutii intregi nenegative: {(3,0,3),(6,2,17)}.
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Demonstratie. Fie y = 0. Atunci obtinem ecuatia
2+ 1=1z%
De aici rezulta

sau
(z—1)(z+ 1) = 2%,
Notim cuz —1 = 2°,iarz + 1 = 2% x = 2b, b € N. Din relatia a doua scidem pri-
ma relatie si obtinem
2 -2 =12
sau
2P(2%7 — 1) =2,
Atunci b = 1. Inlocuim si obtinem 2*~? = 2,deci x = 3. Atunci z = 3.
Fie y = 2s. Atunci obtinem ecuatia
2% 4+ 15% =z7%,
Din aceasta ecuatie rezulta
2% = z2 — 15%
sau
2% = (z—15")(z — 15%).
Notam cu z —15% = 2%, iar z + 15° = 2* ™™ x = 2w, w £ N. Din relatia a doua sca-
dem prima relatie si obtinem
2¥™W — 2% = 2-15°
sau
2w(2% ™ — 1) =2-15°
Rezulti ci w = 1. Inlocuim si obtinem
2¥77 —1=15°,
Conform afirmatiei lemei 3, ecuatia data are solutia s = 1,x = 4. Atunci ecuatia initiald are
solutia: (6,2,17).
Fie y = 2t + 1. Atunci rezultd ecuatia
2% +15%% = 22,
Ecuatia data o putem reprezenta sub forma
2¥ +15-15% = z?
sau
2¥ 4+ (16 — 1) - 15% = 2%
De aici se obtine
2¥ —15% =z — 16- 15
Descompunem in produs partea dreapta si avem
(z—4-15%)(z + 4 15F) = 2¥—15%,
Am obtinut sistemele de ecuatii
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{z—|—4- 15f = 2¥—15%
z—4-15'=1
si
{2—4-15t = 2%¥—152t
z+4-15t =1

Sistemele date de ecuatii nu au solutii intregi. Teorema este demonstrata.
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