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Abstract. In this paper, it is show that  the Diophantine  exponential  equation: has 
exactly three non – negative integer solutions {(3,0,3),(2,1,4),(8,2,20)}, the Diophantine exponential equation: 

 has  exactly three  non–negative integer solutions:{(3,0,3), (1,1,4),(7,2,18)}, the Diophantine ex-
ponential  equation  has exactly two non–negative integer solutions:{(3,0,3), (6,2,17)}. 
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Ecuațiile diofantice neliniare sunt intens studiate în literatura de specialitate. Un tip apar-
te de ecuații diofantice neliniare îl reprezintă ecuațiile de forma , abordate în  
[1-3]. În  lucrare  se arată că ecuația diofantică exponențială are  exact trei so-
luții  întregi  nenegative: { }, ecuația  diofantică  are  
exact  trei soluții întregi nenegative: { , iar ecuația diofantică  expo-
nențială  are exact două soluții întregi nenegative: {

Lema 1. Ecuația 

are exact două soluții întregi nenegative: {
Demonstrație. Fie tunci rezultă ecuația care nu are soluții întregi. 

Fie Substituim și obținem  de  unde  deci  Fie  Înlo-
cuim și obținem ecuația 4  De aici rezultă  
 Din ecuația

 rezultă 
.

Pentru , rezultă relația  . Atunci . Dacă 
, atunci   și ecuatia dată nu are soluții întregi. Dacă 

, atunci  și ecuatia nu are soluții întregi. Lema 
este demonstrată.

Teorema 1. Ecuația 
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are exact trei solutii întregi nenegative: {
Demonstrație. Fie  Înlocuim și obținem ecuația

.
De aici rezultă 

 
 sau 

 
Notăm cu  iar ,  Din relația a doua scădem prima 

relatie și obținem
 

sau
 

Rezultă că  . Atunci deci . Atunci .
Fie Avem ecuația

.
Din această ecuație obținem

 
sau 

 
Notăm cu   iar ,  Din relația a doua scădem 

prima relație și primim
 

sau
 

De aici rezultă că  Atunci  Conform lemei 1,  
și obținem soluția ecuației

Fie Atunci avem ecuația 
.

Sau 
 

Ecuația dată poate fi scrisă sub forma 
 

Ultima ecuație o reprezentăm astfel 

Descompunem partea dreaptă în produs
.

Am primit sistemele de ecuații

și 



24-25 martie 2023 ■ Seria XXV ■ Volumul III 
ȘTIINȚE UMANISTICE ȘI ARTE ■ ȘTIINȚE EXACTE ȘI ALE NATURII

295|

Rezolvăm primul sistem și obținem soluția . Observăm că sistemul doi 
nu are soluții întregi. Teorema este demonstrată.    

Lema 2. Ecuația 

are exact două soluții întregi nenegative: { .
     Demonstrație. Fie Atunci  rezultă  ecuația  care  nu  are  soluții întregi. 
Fie Substituim și obținem  de unde  și ecuatia nu are solutii  Fie 

 Înlocuim și primim ecuația 4  De aici rezultă  și ecuația nu are  soluții 
întregi. Fie  Înlocuim și obținem  ecuația 8  De aici rezultă 
Din ecuația

 rezultă ecuația

.
     Pentru , avem . Atunci . Dacă , atunci  

și ecuația nu are soluții  întregi. Dacă , atunci   
și ecuația nu are soluții întregi. Lema este demonstrată.
    Teorema 2. Ecuația 

are exact trei soluții întregi nenegative:{
     Demonstrație. Fie  Înlocuim și obținem ecuația

.
De aici rezultă 

sau 
 

Notăm cu   iar ,  Din relația a doua scădem prima  
relatie și obținem

sau
 

Rezultă că   Atunci  deci  Atunci
     Fie  Înlocuim și obținem ecuația 

.
Din această ecuație avem

 sau 
 

Notăm cu    iar ,   Din relația a doua scădem 
prima relatie și obținem

 
sau
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Atunci  Înlocuim şi avem ecuația 

Conform lemei 2,  Atunci ecuația inițială are soluția:  
     Fie Înlocuim și obținem ecuația

.
Din această ecuație avem 

 
sau 

 
De aici rezultă 

Descompunem în produs partea dreaptă a ecuației. Atunci

Am obținut deci sistemele de ecuații

și 

Rezolvănd primul sistem, obținem soluția . Observăm că sistemul doi 
nu are soluții întregi. Teorema este demonstrată.

Lema 3. Ecuația 

are exact două soluții întregi nenegative:{
Demonstrație. Fie Atunci ecuația  nu are soluții întregi. Fie 

Substituim și  obținem   de unde   și ecuația nu are  soluții  Fie  
Înlocuim și obținem ecuația  4  De aici rezultă  și ecuația nu are soluții. Fie 

 Înlocuim și obținem  ecuația 15  Atunci obținem  și ecuația nu  are 
soluții întregi. Fie . Înlocuim și obținem ecuația 16  De aici rezultă
Ecuația

o reprezentăm astfel
.

Pentru , avem . Atunci  . Dacă , atunci  
obținem congruența  și ecuația nu are soluții. Dacă , atunci  

 și ecuația nu are soluții întregi. Lema este demonstrată.

     Teorema 3. Ecuația 

are exact două soluții întregi nenegative: {
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     Demonstrație. Fie  Atunci obținem ecuația
.

De aici rezultă 
  

sau
   

Notăm cu  iar ,  Din relația a doua scădem pri-
ma relație și obținem

 
 sau 

Atunci  Înlocuim şi obținem deci . Atunci .
     Fie Atunci obținem ecuația 

.
Din această ecuație rezultă

 
sau 

 

Notăm cu   iar ,  Din relația a doua scă-
dem prima relatie și obținem

 
sau

  
Rezultă că  Înlocuim şi obținem

Conform afirmației lemei 3, ecuația dată are soluția  Atunci ecuația inițială are 
soluția:  

     Fie  Atunci  rezultă ecuația
.

Ecuația dată o putem reprezenta sub forma
 

sau 
 

De aici se obține 

Descompunem în produs partea dreaptă și avem
.

Am obținut sistemele de ecuații
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și

308 
 

(𝑧𝑧 − 4 ∙ 15𝑘𝑘)(𝑧𝑧 + 4 ∙ 15𝑘𝑘) = 2𝑥𝑥−152𝑡𝑡. 
Am obținut sistemele de ecuații 

{𝑧𝑧 + 4 ∙ 15𝑡𝑡 = 2𝑥𝑥−152𝑡𝑡

𝑧𝑧 − 4 ∙ 15𝑡𝑡 = 1  

și 

{𝑧𝑧 − 4 ∙ 15𝑡𝑡 = 2𝑥𝑥−152𝑡𝑡

𝑧𝑧 + 4 ∙ 15𝑡𝑡 = 1   

Sistemele date de ecuații nu au soluții întregi. Teorema este demonstrată. 
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Rezumat. Se consideră ecuația diferențială Lotka-Volterra de forma 𝑦𝑦(𝑎𝑎2𝑥𝑥 + 𝑏𝑏2𝑦𝑦 + 𝑐𝑐2)𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑥𝑥(𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑏𝑏1𝑦𝑦 + 𝑐𝑐1)𝑑𝑑𝑑𝑑 cu coeficienții 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, 𝑐𝑐1, 𝑎𝑎2, 𝑏𝑏2, 𝑐𝑐2 reali și variabile 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 reale. Această ecuație, introdusă de 
către Lotka și Volterra, apare în ecologie la modelarea a două specii în interacțiune. În prezent ecuația are mari 
aplicații în chimie, matematica aplicată şi într-o mare varietate de subiecte din fizică, cum ar fi fizica laserului, 
fizica plasmei, rețele neuronale, hidrodinamică şi altele. În această lucrare, în funcţie de coeficienții ecuației, se 
studiază integrabilitatea ecuației folosind diverse metode, inclusiv determinând factorul integrant de forma 𝜇𝜇 =
h𝑛𝑛

−1, unde ℎ𝑛𝑛(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) este un polinom de gradul 𝑛𝑛, 𝑛𝑛 ∈ {1, 2, 3}.  
Cuvinte-cheie: ecuația diferențială Lotka-Volterra, factor integrant, integrabilitate. 

 

 

Sistemele date de ecuații nu au soluții întregi. Teorema este demonstrată.
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