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Abstract. Domeniul de aplicare al numerelor complexe este diverse, acestea legate de parte semnificativa
din pregatirea matematicd necesara, in special, inginerilor, constructorilor, programatorilor, economistilor. Abor-
darea multor probleme de matematica, fizica, mecanica, electricitate, electronica este practic imposibila fara aceste
numere. in articol este pus in discutie conceptul de radacind de ordine doi dintru-un numar complex, in principal,
din punct de vedere al formei trigonometrice de reprezentare al acestuia. Sint prezentate cateva abordari pentru

varietatii de invatare. Drept scop precum si dezvoltarea competentelor privind conceptul de numar complex, si a
abilitatilor de operare cu aparatul matematic pus la dispozitie de trigonometrie. Aceste elemente vor ajuta elevul sa
stapaneasca procedura de extragere a radicalului de ordine doi, precum si aplicarea la un nivel 1nalt al formulelor
trigonometrice.
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Ca obiective in cadrul studierii matematicii, pe linga formarea competentelor preconizate,
trebuie avute n vedere realizarea conexiunilor intradisciplinare, organizarea si executarea re-
capituldrii continuturilor deja studiate, acestea contribuind la dezvoltarea si mentinerea intere-
sului pentru matematica. Din perspectiva celor mentionate si in vederea constientizarii esentei
materiei matematice puse in discutie, intevine necesitatea ca profesorul sa propuna elevilor
diferite abordari ale subiectelor studiate. Acest aspect este urmarit si de unitatile de continut,
propuse de cuuriculumul national la matematica. Astfel, se constata cd in semestrul doi la clasa
a X-a este propus compartimentul ,,Elemente de trigonometrie”, propunindu-se in acest sens 27
ore. lar in semestrul doi la clasa a XI-a este propus compartimentul ,,Numere complexe” cu du-
rata de 19 ore [2]. In asa fel, profesorul, in cadrul studierii tematiciilor aferente numerelor com-
plexe, are posibiitatea de a interveni In vederea realizdrii legaturii intradisciplinare. Ca urmare,
se poate astepta ca, pe langa dezvoltarea competentelor specifice, elevii 1si vor spori capacitatile
creative, vor dezvolta abilitati de a aplica cunostinte anterioare in materia noud, gandirea logica,
de asemenea, va creste gradul interesului pentru matematica si se va realiza pregatirea pentru
sustinerea examenului de bacalaureat la matematica.

Scopul oricarui subiect de matematica trebuie vazut prin spectrul aprofundarii si extinde-
rii cunostintelor, al dezvoltarii interesului pentru subiect, al dezvoltarii abilitdtilor matematice,
precum si al dezvoltarii abilitatilor de cercetare si dezvoltarea creativitatii. Astfel, comparti-
mentul din curriculumul la matematica ,,Numere complexe” tinteste aprofundarea, extinderea si
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generalizarea conceptului de numar. Cunoasterea numerelor complexe reprezinta etapa finald in
cadrul nivelului licelal al sistemului de invatamint national, de studiere a mutimilor de numere,
in urma cdrora elevii ar trebui sd aiba o buna intelegere a conceptului de numar, a relatiei dintre
numerele reale si complexe, sa poatd efectua operatii aritmetice cu numere complexe in forme
algebrice si trigonometrice, sa reprezinte geometric numere complexe, sa fie capabili s aplice
numere complexe la gasirea radacinilor polinoamelor, la demonstrarea formulelor trigonome-
trice etc. In toate cele mentionate intervine si competenta de a extrage radicalul de ordinul doi
din numere complexe.

Interesul fatd de studierea numerelor complexe trebuie tratat, cel putin, din perspectiva
faptului ca spectrul de domenii, care apeleaza la numere complexe, este vast. Aici pot fi menti-
onate fizica, ingineria (electronica, electrica, informaticad, mecanica si civild, cuantica).

In cele ce urmeazi vom directiona eforturile spre determinarea radicalului de ordinul doi,
z, §1 z, a numdrului complex z = a + bi, pornind de la faptul cd forma trigonometricd a numa-
rului complex se defineste ca z = r(cos@ + i sing), unde @ € Argz = {argz + 2km,k € Z}
$i-m<argz <miarr=|z[= Va? +b? [1]. In acest sens, se deosebesc mai multe abordiri cu
privire la procedura de determinare a argumentului principal, arg z, al numarului complex. Tot-
odata, reiesind din faptul ca atat pentru a = 0, cat si pentru b = 0, solutionarea problemei este
triviala, se va considera a, b € R*.

La baza uneia dintre aceste abordari se afla propozitia cosg = E Ca rezultat al aplicarii noti-

a } i ¥ ¥
arccos—,daca b = 0,
r

unii de arccosinus se obtine zrg> =

—arccos>,daca b < 0. At M
T
Intr-o alta abordare ca punct de plecare se defineste propozitia Iﬂ' ==
b e : :
tge = - Ca rezulat al aplicarii notiunii de actangenta - -
[cartea] se obfine usor:
b it Y 1
arcte—,daci a = 0,
[l # =8 bardg = | g = arcly -
b -
argz =\ w+ arctg —,dacda<=<0,b =0, A .
ﬂb g barcty | pmarcty
—t+arctg —,dacaa<0,b < 0. it "
a

In acest ultim caz, se observa ca valoarea argumentului este dependentd nu doar de se-
miplanul in care se afli numarul complex examinat, dar si de cadranul sistemului cartezian de
coordonate aferent.

Reiesind din faptul ca multimea tuturor radacinilor de ordinul doi din numarul complex

+2km . . ptikm
— +isin——

z = a + bieste {{F(cosm k= 0,1}, se obtine, in conditiile notatiilor efec-
- — ¥ T . — .
tuate, ci z; = yr(cos= + i sinZ) si z, = /7 (cos (? + H) +i sin (g + ﬂ}
In cazul cind ne inscriem in forma de abordare cu privire la definirea argumentului princi-

pal al numarului complex prin - < ¢ = m, urmeaza ca —Z <%= 2 naga fel, argumentul £
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al functiior trigonometrice care definesc radacina de ordinul doi, z,, se afld in semiplanul format
de cadranele I si IV ale sitemului cartezian de coordonate, iar argumentul % + m, care defineste
rdddcina de ordinul doi, z,, se afld in semiplanul format de cadranele II si I1I. Ca rezultat al apli-
carii formulelor de reducere avem cos @ + ?r) = —cos [3]. Problematica aplicarii formu-
lelor de reducere in cazul celui de al doilea termen din expresia pentru z, este ridicata

de semnul functiei sinus, care este diferit in cele ultime doud cadrane specificate mai
sus. Ca urmare, sunt posibile doua situatii, care se materializeaza

o sin%,dacﬁ ? =0,
in sin (T—Fﬂ.’) = “ o
< == 0.

-
=

. @ -
—sin —, daca

Astfel, in cazul abodarii detremindrii argumentului prin intermediului functiei cosinus

o sin?,dacﬁ b=0,
. sin (7 + ?I) = i
se obtine 2 —sin £,daca b = 0.

Vr(—cos€ +i sin%),daci b < 0,
Deci 94 = —
Vv {

—cosZ — isin?),dacéi b=0

&

sauz, = — f?(cns? +isgnb- sin?),

1, dacd b =0,
unde sgn b =10, daca b =0,
—1,daca b < 0.

Aceeasi formula pentru y,se obtine si in cazul abodarii detremindrii argumentului prin
intermediului functiei tangenta. Intr-adevar, deoarece

1 b
—arctg—,daca a = 0,
2 a

¢ argz_ | m 1

b
=3 —+—arctg —,dacaa=0,b=0,
2 2 2 2 ga
7 1 b
——+ —arctg —,dacaa>0,b <0
2 2 a

se observa cd prima linie impune atit valoarea pozitiva, cat si cea negativa in functie de semnul

numarului real b = 0, care este patrea imaginard a numarului complex z = a + bi. A doua linie
implica doar valoarea pozitiva, deoarece domeniul de valori al functiei arctangenta este inter-

valul deschis (—; ; ;][3]. In cazul celei de a treia linii avem, din acelasi considerent, ? =< 0.

el .. A . . - - .
Asadar, argumentul — este pozitiv pentru cazul cand partea imaginara a numarului complex
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este pozitiva, b = 0 si negativa pentru cazul cand partea imaginard a numarului complex este
negativa, Imz = b < 0.

Astfel, z; = -'?(cos? + i sin ?},
Z,=— f?(cos? +isgnb- si’n?).

~ . . . e . . @ . o

In continuare, ne vom concentra eforturile pentru a exprima cos— si sin —prin partea reala
si imaginara a numarului complex scris In forma algebrica, adica numerele reale a i b. Pen-
tru aceasta vom apela la elemente de trigonometrie si anume formulele semiargumentului [3]
cos? === [1 + cosp) si sin® === [1 — cascp]

Pentru abordarea ce prevede determinarea argumentului prin intermediul cosinusului se

aplica faptul ca cosg = E, urmeaza cd cos* = = = (1 + ] i sin® =2 (1 - —] De unde re-

NE
semnul functiei cosinus, respectiv sinus. Ca urmare, se obtine ca:

. ' rta
zultd cd cos— = & | ' si sin

[ |-E

r—ia . . A .
=+ |5 Semnul ,,+”, respectiv ,,—, fiind ales 1n functie de
iz

—
|—E

= |=—. Deci,
1,‘ Ir

in cazul cand b = 0 atunci = € (0; —j sl urmeaza cos

—
@ _ |?"+E
o= Sl sin

2r

B |'E

radacinile de ordinul doi din numarul complex z = a + bi se determind conform urmatoarelor

formule

—
[r—a _ o |r+a
12y = —VT(

2r

— . — —
|r' rz)_ |r+a |:v' 2 __[: |:v'+r1 , I|E)

L
ﬂq

+i

. | 4
s &

— L
zy =vr( |I o, T
i ﬂq *q

in cazul cindb<0b<0 atunc1 € [—— 0)

F_ r+r1 . © o [r—a
$1 urmeaza cos S1 sin— = — f
2 2 4 2
Ca rezultat
— [ | —
{ [rta ; |r a |rt+a , |r—a _ [t L |r' a |?"+E . r—a
zl - T( | r| )_ L - L | L ’zﬂ - T‘( I -’1?,, - )__ ( | L L | - ]
1‘ 2 A 2 2 1‘ + 2 2
— —
s A . ria , |r—a r+r1 , [r—a
Generalizind se obtine z, = .HllT +sgnb-i = = —( = +sgnb i (=)
< 1‘ & M <

Pentru abordarea ce prevede determinarea argumentulul pr1n 1ntermediul tangentei se
aplica si formulele de exprimare a functiilor trigonometrice cosinus §i sinus prin tangenta [3]:

2 —_ Y tg’e U f—i[1+ j—i 14+ |

cos @ = 1ttt sisin®@ = Ttta’e rmeaza ca cos” S =3 Los@) = 3 _ﬁq|1+rgz¢,
P 1 1 T | 1 e ..

si sin® — = > (1—cosp) = 3 ( 1+ \ Tite'e I?}). Conform definitiei arctangentei si formulelor
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. . b
respective de reducere se obtine usor tgg = — Astfel,

@ 1 [ a® |al @ |al 1 a
cos 3=\ 1t =) = J(1x ) =2(1+8) stsm* 2 =1(1F7) =1 (1-2).
r+a r—Q
Deci cos% =+ || — si I'.ﬂ%= + ||ﬂ—. Ca rezultat
& "q s & ‘lq o
] w .
pentru — € (0;=) se obtine
|:r' a [r—a |rt+a [r—a . — [r—a |ria [r—a
31—"’"( B el ek i el Tl )T (T )
1‘ & ".‘ & 1‘ &= ‘5‘ & 1,‘ & ".‘ “ 1‘ “

pentru £ € (—Z; 0) se obtine

— — . F_
|r'+r1 , |r—a,_ |rta , |r—a .
z—‘v“’-'“( B o el §i
ﬁq £F ‘lq & ﬁq
— . —
N o |rta , |r ay_ |?"+E _ , [r—a
z3 = —=Vr( ] )= \ =)

2 -
i s

N
Generahzlnd, se ob‘;me ca radacinile de ordinul doi din numarul complex

z = a + bi,b # 0 se prezintd in forma

|r+a r—a |r+a r—a
= |=>—+sgnb-i [— z,=—(|—+sgnb-i =)
"q e ‘bq - ‘\J - ‘lq e
Sau

|r+a |b| N |r+a |b| , |r—a
e i S B e -7 il OF el el S ) B

‘\12 b ﬂqz W 2 b Y

Articolul a fost elaborat si din necesitatea de a contribui la aspectul de trecere, prin prisma
formarii de competente, de la prezentarea de informatii la formarea la elevi a competentelor
functionale. In acest context, este eficient de a desfasura procesul de predare-invatare prezen-
tind relatia multiaspectuala dintre diferite module incluse in curriculumul national la matemati-
ca in Invatadmintul secundar de nivel liceal. Ceea ce permite reducerea pereceptiei de faramitare
a matematicii. De mentionat ca Manual pentru clasa a XI-a, care reprezinta instrumentul di-
dactic principal privind predarea invatarea-evaluarea matematicii atat pentru elev, cét si pentru
profesor propune in vederea determinarii radacinilor de ordinul doi dintr-un numar complex
doar formulele respective [1].
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