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Abstract. Due to its applicability in numerous fields, drones have become popular in recent times. Due to
the rapid development of technologies and software, they are used by both children and adults, both as a hobby and
professionally. Drones can become quite an effective tool in motivating youth to learn math.

In this article, the coordinate method in three-dimensional Euclidean space is investigated. This method
allows us to solve various problems related to planning the flight path of a drone through which we can form
mathematical skills in studious youth.
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Cercetarea spatiului euclidian tridimensional joaca un rol important la planificarea traec-
toriei unui vehicul aerian fara pilot uman la bord, deoarece traiectoriile pot fi diverse si pot sa
descrie diferite figuri geometrice: linie dreaptd, triunghi, cerc, patrat, dreptunghi, patrulater
arbitrar, linie franta, etc. Traectoriile vehiculului aerian fara pilot uman la bord pot fi realizate
atat intr-o incdpere, cat si in exteriorul unei cladiri. Cunoasterea notiunilor din cadrul temei date
faciliteaza considerabil realizarea zborului dupa coordonate (a nu se confunda cu zborul dupa
puncte) si, totodatd, contribuie la constientizarea notiunilor matematice respective, aferente
aplicatiilor practice prin intermediul problemelor cu aspect cotidian.

Se recomanda, mai Intai, sd ne axam pe reperele teoretice, care vor sta la baza activitatilor
ulterioare.

1. Repere teoretice

Studentii trebuie sd posede urmatoarele cunostinte si competente din cadrul temelor:

= Elementele algebrei vectoriale.

= Sistemul afin si cel rectangular cartezian de coordonate in spatiu.
» Formula distantei dintre doud puncte.

= Formulele de calcul ale coordonatelor mijlocului segmentului.

» Produsul vectorial a doi vectori. Aria triunghiului.

= Ecuatiile planului.

» Formula de calcul a razei cercului circumscris triunghiului.

» Formula de calcul a razei cercului Inscris intr-un triunghi.

Se rezolva probleme de tipul:
1. Varfurile triunghiului ABC au coordonatele: A(x,; y; z,), B(x,; y,; z,) s1 C(x; y,; z,).
Determinati:
a) lungimile laturilor triunghiului;
b) perimetrul triunghiului;
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¢) lungimea medianei dusa din varful B al triunghiului;
d) aria triunghiului;

e) lungimea naltimii dusa din varful C al triunghiului;
f) raza cercului circumscris triunghiului;

g) raza cercului Inscris in triunghi.

2. Determinati coordonatele vectorilor: 21 ; Su'si+/3 u. Prin ce se caracterizeaza vectorii
calculati?

3. Sunt dati vectorii %= g uq; ugls v= {v,; vy; v ). Determinati:
a) lungimile vectorilor;
b) produsul scalar al vectorilor;
¢) unghiul dintre vectori.
4. Varfurile patrulaterului ABCD au coordonatele: A(x; y,; z,), B(x,; y,; z,), C(x;; y,; 2,)
$iD(x,; v, 2,).
a) Demonstrati ca patrulaterul dat este un patrat.
b) Aflati lungimile diagonalelor patratului.
c) Aflati lungimea razei cercului inscris in acest patrat.
d) Aflati raza cercului circumscris acestui patrat.
5. Varfurile patrulaterului ABCD au coordonatele: A(x; v ; z)), B(x,; y,; z,), C(x;; v, 2,)
$iD(x; 5 2,)-
a) Demonstrati ca patrulaterul dat este un dreptunghi.
b) Aflati lungimile diagonalelor dreptunghiului.
c) Aflati lungimea razei cercului Inscris in acest dreptunghi.
d) Aflati lungimea razei cercului circumscris acestui dreptunghi.
6. Scrieti ecuatia planului 7 care trece prin punctul A(x ; y ; z,) si este perpendicular pe

vectorul 7= {4; B; C}. Determinati lungimea vectorului 7.
In baza reperelor teoretice se rezolva probleme.

2. Modele de probleme cu rezolvari
Problema 2.1. Varfurile triunghiului ABC au coordonatele: 4(0; 0; 0), B(4; 2; 4) si C(-3;

—4; 0) (fig. 1). Determinati:

a) lungimile laturilor triunghiului;
b) perimetrul triunghiului;
¢) lungimea medianei dusa din varful B al triunghiului;
d) aria triunghiului;
e) lungimea naltimii dusa din varful 4 al triunghiului;
f) raza cercului circumscris triunghiului;
g) raza cercului Inscris in triunghi.

Rezolvare = Figura.l

a) Pentru a calcula lungimile laturilor triunghiului vom utiliza formula distantei dintre
doua puncte [1, formula (9), p. 121:

AB=+(4—0)2+ (2—0)2+ (4—0)= V36=¢,
AC= /(-3-0)2+ (—4—0)>+ (0—0)>= V25 =5,
BC= (-3-4)2+ (—4—-2)*+ (0—4)*= V101
b) Perimetrul triunghiului reprezintd suma lungimilor laturilor lui:

P, ,.=AB+AC+BC=11++101410L
¢) Notam cu D mijlocul laturii AC (fig. 2). Pentru a determina coordonatele punctului

A
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D(x,; v, z,), vom utiliza formulele de calcul ale coordonatelor mijlocului segmentului AC [1,
formula (7), p. 11]:

_xgtxg _0-3
Xp = T: Xp = T;
_Yat¥e _0—4
Yo = Tr ¥n = Tr
. _ZatIc _o0+o0
D 2 ’ Zp = 5 .
Deci, punctul D are coordonatele: (—% ; —2; D).Lungimea medianei BD o determindm ca
distanta dintre punctele B si D: 2

3 2 i . 249
BED = ||(———4) +(—2-2)*4+(0—-4)* = : .
2 2 b
N Figura.2

d) Aria triunghiului ABC o determindm prin intermediul produsului vectorial a doi

vectori [1, §2, p.13 — 16]. in acest scop aflim mai intdi coordonatele vectorilor ABsi AC
[1, formula (3), p. 9]:
AB ={4—-0;2—0:4—0)} ={4:2;4),

AC={-3—-0;—4—0;0—0}={-3;—4; 0%
Produsul vectorial al AR si AC vafi[1, formula (8), p. 13]:
— ——21 2 4 |14 4. |4 2 _ Cae.
[4B,4c] = {‘—4 n“ ‘n —3“ ‘—3 —4|} (16; ~12; —10}.

Lungimea produsului vectorial este [1, formula (8), p. 10]:
[4B,AC]| = V162 + (—12)% + (—10)? = V/500 = 10v/5.

Astfel, aria triunghiului ABC [1, formula (10), p. 16] este:
[A5,3¢]] 10V -~
S sume = — =— =58

e) Notam cu E piciorul 1naltimii dusa din varful 4 al triunghiului (fig. 3). Atunci, lungi-
mea naltimii AE va fi:

ap = 2Sassc _ 10v5 _ 10v/505
~ BC 101 101 °

f) Raza cercului circumscris triunghiului o determinam dupa formula:

__dB-BC-AC 30101 _ 3-+/101 _ 3+/505
5 ABC 4'5’»‘? :'\-.-'E 2 '

g) Semiperimetrului triunghiului ABC este:

_11+v101 Y
P= 2 ' 15 Figura.3
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Atunci raza cercului inscris in triunghi o determinam dupa formula:

S sanc 5v5 1045 V5(11 —+/101)
= = — — = \
P 11+4101 11 +4/101 2

2

Problema 2.1 este rezolvata.

Problema 2.2. Varfurile patrulaterului ABCD au coordonatele: A(2; 2; -3), B(—1; 6; —3), C(—1;
6; 2) s1 D(2; 2; 2).

a) Demonstrati cd patrulaterul dat este un patrat.

b) Aflati lungimile diagonalelor patratului.

c) Aflati lungimea razei cercului inscris Tn acest patrat.

d) Aflati lungimea razei cercului circumscris acestui patrat.

Rezolvare. a) Pentru a demonstra ca patrulaterul dat este un patrat, vom demonstra ca:

— varfurile lui sunt situate in acelasi plan;

— laturile lui au lungimi egale;

— masurile unghiurilor lui sunt egale cu 90°.

In acest scop scriem ecuatia planului ce contine punctele A4, B si C [1, formula (3), p. 43]:

x—2 v—2 =z+3
-1-2 6—-2 -—-3+43|=0,
-1-2 6—-2 2+3
de unde obtinem:
x—2 yv—2 z+3
—3 4 0o (=0
—3 4 5

sau
20x—40+ 15y -30=0,20x + 15y -70=0,4x + 3y - 14=0.

Deci, ecuatia planului (4BC) are forma: 4x + 3y — 14 = 0. Substituind coordonatele punc-

tului D in ecuatia planului (4BC) vom primi:
4x2+3%x2-14=0.

Deoarece coordonatele punctului D satisfac ecuatiei planului (4BC), rezulta ca planul
(4BC) contine punctul D, adicd punctele 4, B, C si D, care sunt varfurile patrulaterului dat,
apartin aceluiasi plan.

Determindm in continuare coordonatele vectorilor: AB, BC,CD si DA [1, formula (3),

p. 9]: .
AB ={-1—-2:6—2;—3 —(—3)}={—3:4; 0L

In mod analog determindm coordonatele celorlalti trei vectori:
BC = {0;0;5},CD = {3; —4:0} si DA = {0; 0; —5}.
Atunci lungimile vectorilor calculati vor fi [1, formula (8), p. 12]:
|[4B| =/(—3)2+4* +02 =V9+ 16 =25 =5.

In mod analog obtinem: |E| = |ﬁ| = |ﬁ| = 5. Deci, lungimile lor sunt egale.
Calculam produsul scalar [1, p. 12]:
(4B,BC)= —3-0+4-0+0-5=0.
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In mod analog obtinem: . .
(BC,CD) = (cD,DA) = (D4,4B) = 0.

Din faptul ca vectorii calculati sunt reciproc ortogonali si nu sunt egali cu vectorul nul,
rezulta ca unghiurile formate de catre ei sunt unghiuri drepte.

Astfel, am demonstrat ca patrulaterul ABCD are toate laturile congruente, toate unghiu-
rile sunt drepte si toate varfurile lui apartin aceluiasi plan. Prin urmare, ABCD este un patrat
(fig. 4).

b) Deoarece patrulaterul dat este un patrat, rezulta ca este suficient sa determinam lun-
gimea unei diagonale, deoarece pentru patrat lungimile diagonalelor sunt egale. Pentru a deter-
mina lungimea diagonalei, de exemplu AC, aplicim formula distantei [1, formula (9), p. 12]:

[
AC =w'|(_1 —2)2+(6-2)2+(2-(3)) =Vo+ 16+ 25 =50 = 5v2.

Prin urmare, lungimile diagonalelor sunt egale cu 5v'2 (u. L ).
¢) Lungimea razei cercului inscris in acest patrat reprezinta jumatate din lungimea latu-
rii patratului si deci va fi egala cu 2,5 (u. 1.).

-
-~ B{-1; 6; -3)

.
d4(2; 2: -3)

Figura.4
d) Lungimea razei cercului circumscris acestui patrat reprezinta jumatate din lungimea
diagonalei patratului si deci va fi egala cu 2,5v2 (u. ).
Problema 2.2 este rezolvata.
Problema 2.3. Scrieti ecuatia planului 7 care trece prin punctul 4(8; 5; 9) si este perpen-
dicular pe vectorul n= {=2; 4; 7}. Determinati lungimea .

Rezolvare. Ecuatia planului 7 va avea forma [ 1, formula (5), p. 44]:
—2x(x—-8)+t4x(y—-5+7x(z-9)=0,
—2x+16+4y-20+7z-63=0,
—2x+4y+7z—-67=0,2x—4y—-T7z+67=0.

Lungimea vectorului 7 ovafi [1, formula (8), p. 12]:
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=27+ ¥ +72=Va+16+ 49 =69
Problema 2.3 este rezolvata.

Problema 2.4. Dupa ce un student a explicat colegilor sai regimele automate pe care le
poate configura la un vehicul aerian fara pilot, a hotarat sa prezinte rezultatele acestor confi-
gurdri intr-o incdpere de forma unui paralelipiped dreptunghiular cu dimensiunile 10 mx 6 m
x4m. In acest scop el trebuie sa determine:

a) coordonatele rectangulare carteziene ale varfurilor paralelipipedului;

b) Ecuatia planului 7 care este paralel cu planul (xOy) si se afla la inaltimea 1,2 m fata
de planul (xOy);

c) traiectoriile rectilinii de lungime maximald in planele (xOy), (xOz), (yOz) si in spa-
tiul (Oxyz);

d) raza r de lungime maximala a cercului pe care o poate descrie traectoria vehiculului
aerian fara pilot intr-un plan paralel cu planul (xOy);

e) pozitia centrului 7 al cercului de raza » in planul z.

Rezolvare.

a) Conform ipotezei, incdperea este de forma unui paralelipiped dreptunghiular. Deci,
fixam un sistem rectangular cartezian de coordonate (Oxyz) cu originea O in unul din
varfurile paralelipipedului si axele pe cele trei muchii ce pornesc din varful O.

Fie x — lungimea, y — latimea si z — indltimea paralelipipedului dat. Atunci, fata de sis-
temul (Oxyz) construit, varfurile paralelipipedului vor avea coordonatele:

0(0; 05 0), A(10; 0; 0), B(10; 6; 0), C(0; 6; 0),
0,(0;0;4), 4,(10; 0, 4), B (10; 6; 4) si C,(0; 6; 4) (fig. 5).

b) Ecuatia planului (xOy) este z = 0. Dar atunci ecuatia planului z paralel cu planul (xOy)
si care se afld la Tndltimea 1,2 m fata de (xOy) va fi z = 1,2 (fig. 6).

c¢) Pentru a determina traectoriile rectilinii de lungime maximala in planele (xOy), (xOz)
(¥Oz) si in spatiul (Oxyz), trebuie sd determinam lungimile diagonalelor dreptunghiu-
rilor ABCO, AOO A4, COO C, si A B ,CO, respectiv. Aplicand formula distantei, vom
obtine consecutiv:

0B =+/102 + 62 + 02 = V136 = 2/34,0,4 = /102 + 02 + 42 = V116 = 2V29,

| S EEEEe— — — - - = r —
0C, =40+ 6"+4°=+52=2V13,0B, = 1,,.-"'10‘ + 6% +4%2 =152 = 2v38.

d) Raza de lungime maximala a cercului pe care o poate descrie traiectoria vehiculului
aerian intr-un plan paralel cu planul (xOy) va fi egala cu jumatate din lungimea laturii
mai mici a dreptunghiului ABCO.

Deoarece OC = 6 (m), rezultd ca » =3 (m).
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=

2y 0 4) C4i0; 6; 4)

! (10 0z 0} 2105 6: 0)
W

Figura. 5

e) Pentru a determina pozitia centrului 7" al cercului de raza r in planul z, aflam, mai in-
tii, ecuatiile parametrice ale dreptei (MN) ce contine mijlocurile laturilor dreptunghiului situat
in planul 7. Deoarece M(10; 3; 1,2) si N(0; 3; 1,2), rezulta ca ecuatiile parametrice ale dreptei
(MN) au forma:

10 0; 4) il 6; 4y

Ci0; 6, 0)

/|[II-_II;III F10; 6: O)

Figura. 6

-

x = 10— 10t,
y =3
z=1,2.
Raza cercului » = 3 si deci centrul 7 al cercului se va afla pe dreapta (MN) cu conditia ca
3<x<7(fig. 7).
Problema 2.4 este rezolvata.
Urmatoarea problema se refera la securitatea zborului, atunci cind spatiul aerian este sur-
volat de mai multe vehicule aeriene. De asemenea, aceasta problema este relevanta programarii
unui roi de vehicule aeriene fara pilot.

Problema 2.5. Zborul a doua vehicule aeriene a fost programat pe o traiectorie rectilinie.
Traectoria primului vehicul incepe n punctul 4(141; 135; 160) si se sfirseste in punctul B(129;
123; 100), iar traectoria vehiculului al doilea incepe in punctul C(139; 137; 122) si se sfirseste
in punctul D(131; 121; 138). Ambele vehicule incep zborul concomitent, avind pe intreaga
traectorie aceeasi vitezd. Determinati dacd aceste vehicule aeriene vor suferi un impact in tim-
pul zborului.

Rezolvare. Deoarece traectoriile sunt rectilinii, rezulta cd forma lor este o linie dreapta.
Scriem ecuatiile traectoriilor (4B) si (CD). Vectorii directori a traectoriilor date vor fi respectiv:
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Figura. 7
AF ={129 — 141;123 — 135;100 — 160} = {—12; —12:—60,},
€D = {131 —139;121 — 137;138 — 122} = {—8;—16; 16.}
Prin urmare, putem considera cd vectorul director al traectoriei (4B8) are coordonatele

{1; 1; 5}, iar vectorul director al traectoriei (CD) este {1; 2; —2}.
Ecuatiile traectoriilor date vor avea forma [1, formula (1), p. 58]:

x—141 y—135 z—160 (cD) x—139 y—137 z—122
1 1 g5 T4 2 2 7

(AB)

Vectorul AC are coordonatele:{—2; 2; —38}. Calculdm valoarea produsului mixt [1, for-
mula (3), p. 18]:

I A B 1 1 1
(ABxCDxAC)=|1 2 2 |=-2-1 2 -1|=-2-0=0.
5 -2 -38 5 -2 19

Astfel, am obtinut cd produsul mixt al vectorilor ﬁ, cD si AC este egal cu zero, insa
coloanele determinantului de ordinul trei nu sunt proportionale. Prin urmare, traectoriile (4B)
si (CD) sunt situate in acelasi plan si se intersecteaza. De aici, putem trage concluzia gresita ca
vehiculele aeriene vor suferi un impact in timpul zborului, deoarece traiectoriile lor se intersec-
teaza. In realitate, nu este asa. Pentru a demonstra aceasta, determindm mai intli coordonatele
punctului in care poate avea loc impactul vehiculelor aeriene:
¢ fx— 141 =y — 135,

z— 160

»

x—141 y-—135 =z-160 x—141 =
t 1 5 '

4 3 —137
x—139 y—137 z-1227 |x—139=2_"" <
1 2 —2 z—122
| (x—139 =
x—y—6=0,

Sx—z—545=10,
2x—y—141 =10,
2x+z—400=10.
Din ultimul sistem obtinem solutia unica (135; 129; 130). Notdm cu E punctul presupu-

sului impact. Atunci, putem afirma ca traectoriile vehiculelor aeriene se intersecteaza in punctul
E(135; 129; 130). Lungimile traectoriilor (AE) si (CE) vor fi respectiv [1, formula (9), p. 12]:

—
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AE = /(135 —141)2 + (129 — 135)% + (130— 160)2 = 18V/3,

CE =+/(135—139)2 + (129— 137)2 + (130 — 122)? = 12.

Luind in consideratie ca vehiculele aeriene incep zborul concomitent avand pe intreaga
traectorie aceeasi viteza, rezulta ca al doilea vehicul aerian va ajunge in punctul £ cu mult Tna-
inte decat primul si va continua zborul mai departe. Al doilea vehicul aerian, pentru a ajunge in

punctul E, va chieltui de 1,5v/3# 2,6 ori mai putin timp decit primul. De aici, tragem concluzia
ca, desi traiectoriile vehiculelor aeriene se intersecteaza, ele nu vor suferi un impact. Problema
2.5 este rezolvata.
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