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Summary
This paper talks about the usage of algebraic methods in the studying of polinomial autonomus
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differential systems %zZ:Pmi (x,y), %:ZQM (X,y), where P, (x,y) and Q. (xy)are
i=0 i=0

homogeneous polynomials of degree m, in X and Y. With the help of Hilbert series and Sibirsky graded

algebras of comitants and invariants we obtain the nummerical upper bound of the number of algebraically
independent focal pseudo—quantities, which take part in solving the center—focus problem for the
differential systems.

In ultimii ani, la studiul sistemelor de ecuatii diferentiale tot mai des se observa ca metodele
algebrice pot aduce noi contributii in cercetarea lor calitativa. In ultima perioada, specialistii din
algebra au un interes sporit in aplicarea rezultatelor lor stiintifice in domeniul ecuatiilor
diferentiale. In acest articol este vorba de utilizarea obiectelor algebrice, ce se intilnesc in teoria
calitativa a sistemelor de ecuatii diferentiale polinomiale autonome.

In general vorbind, invariantul, precum si analogul sau mai complicat—comitantul, este un
polinom de la coeficientii sistemului diferential ce nu se schimba, cind cu ajutorul transformarilor
grupului centroafin in sistemul dat s-a schimbat totul, in afard de forma lui initiala. In [5] se arata
ca multimea invariantilor si comitantilor centroafini ai sistemului diferential s(m,,...,m,) in raport

cu grupul unimodular SL(2,R) = GL(2,R) formeaza o algebra infinita graduata de invarianti
Sl m st comitanti S, . Algebra invarianilor este o subalgebrd a algebrei comitantilor a

sistemului dat. Aceste algebre poartd numele de algebrele graduate Sibirschi [6].

In lucrarea [5] s-a recurs la functiile generatoare si seriile Hilbert ale acestor algebre infinite,
care sunt unele din cele mai eficiente metode de ,,imblinzire” a infinitului [7].

Vom mentiona ca, dupa T. Springer, [8] ordinul de transcendenta peste cimpul R a citurilor

algebrelor graduate A, in particular a algebrelor SibirschiS, (Sl ;m) se numeste
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dimensiunea lui Krull a algebrei, si se noteazd prin p(A). Aceastd dimensiune este egald cu

numdrul maximal de elemente algebric independente omogene in algebrele mentionate, si, de
asemenea, cu ordinul polului seriei Hilbert obignuite [5], [7] in unitate.

Pentru a gasi dimensiunea lui Krull a algebrelor Sibirschi este necesar de determinat seriile
Hilbert obisnuite ale lor pentru orice sistem diferential, ceea ce este un lucru foarte complicat si
greu de realizat. Dar, totusi, in lucrarile [2], [3], [5] au fost construite aceste serii pentru o multime
de algebre Sibirschi a diferitor sisteme diferentiale.

Dupa cum s-a mentionat, cunoasterea seriilor Hilbert a algebrelor Sibirschi pentru sistemul
diferential dat este extrem de importantd. Ea ne aduce mult mai multd informatie despre
comportamentul algebrei date, nemaivorbind de dimensiunea lui Krull. Insa practica a aratat [4]
ca dimensiunea lui Krull a acestor algebre joaca un rol important in rezolvarea Problemei
generalizate a Centrului si Focarului, ce este o reformulare reusita a Problemei Centrului si
Focarului clasice pusa de Henri Poincaré cu aproape 130 de ani in urma.

Problemele de bazd ale teoriei calitative a sistemelor de mai sus sunt legate de determinarea
pozitiei curbelor integrale in vecinatatea punctelor singulare izolate ale lor. Printre aceste probleme
se evidentiaza problema deosebirii centrului de focar.



Problema Centrului si Focarului consta in determinarea conditiilor care asigura ca punctul
singular este un centru. In cazul general problema centrului este algebric irezolubila.

Calea de rezolvare a Problemei Centrului si Focarului a fost initial trasata de matematicianul
A. Lyapunov. Insa, aplicind metoda acestuia, chiar si pentru cele mai simple sisteme diferentiale,
te confruntai cu niste calcule enorme, ce nu puteau fi depasite nici cu ajutorul celor mai moderne
calculatoare. De aceea, s-a luat ca baza Problema generalizatd a Centrului si Focarului pentru
sistemele diferentiale s(1,m,...,m,), evitind calcularea marimilor Poincaré-Lyapunov pentru
fiecare sistem in parte. Problema generalizatd constd in urmatoarele: sirul infinit cu marimile
Poincaré—Lyapunov a fost substituit cu un sir de algebre Lie si un sir infinit de subspatii liniare ale
unei algebre graduate Sibirschi ale invariantilor si comitantilor. La estimarea numarului maximal
de marimi focale algebric independente au fost aplicate aceste algebre [1].

Cind sunt cunoscute seriile Hilbert ale algebrelor graduate Sibirschi infinite ale comitantilor
si invariantilor lui pentru sistemul dat s(1,m,,...,m,), cu ajutorul sirului infinit de subspatii liniare
ale acestei algebre, ce corespund sirului infinit de marimi Poincaré-Lyapunov, poate fi construita
o subalgebra graduata, ce se da studiului cu ajutorul seriilor Hilbert.

Vom examina sistemul polinomial de ecuatii diferentiale polinomiale s(m,,...,m,)
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unde P, si Q, sunt polinoame omogene de grad m; >1 in raport cu variabilele X si Y. in
continuare, pentru comoditate in unele cazuri, vom utiliza notatia I ={m,,...,m,}, unde multimea
datd constd dintr—un numar finit / <oode numere naturale diferite. Coeficientii si variabilele
polinoamelor P, si Q,, iau valori din cimpul numerelor reale.

Consideram sistemele diferentiale s(1,4) si s(1,5)ce se obtin din (1) pentru I' ={1,4},

I'={1,5}. Pentru aceste sisteme au fost construite functiile generatoare si seriile Hilbert, apoi cu

ajutorul lor au fost obtinute:
Teorema. Dimensiunea lui Krull o(S,,) a algebrei graduate Sibirschi S, , este egald cu

13.

Teorema. Dimensiunea lui Krull p(SI, ,) aalgebrei graduate Sibirschi Sl , este egald cu
11.

Teorema. Dimensiunea lui Krull p(S,;) a algebrei graduate Sibirschi S, ; este egald cu
15.

Teoremi. Dimensiunea lui Krull p(SI,;) a algebrei graduate Sibirschi Sl ; este egald cu
13.

Consideram Problema Centrului si Focarului pentru sistemele diferentiale polinomiale.
Rezultate fundamentale la aceasta problema au fost obtinute de A. Lyapunov. H. Poincaré si A.
Lyapunov au pus bazele metodelor teoriei calitative a ecuatiilor diferentiale.

Dupa cum s-a stabilit, conditiile centrului reprezinta egalitatea cu zero a unui sir infinit de
polinoame (marimi focale, constante Lyapunov, constante Poincaré-Lyapunov)
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ce depind de coeficientii polinoamelor din partile drepte ale sistemului s(1,m,,...,m,).



Daca, cel putin, una din marimile din (2) este diferita de zero, atunci originea de coordonate
pentru sistemul s(1,m,...,m,) este focar. Aceste conditii sunt necesare si suficiente.

Din teorema lui David Hilbert despre finitudinea bazei idealelor polinomiale rezultd ca,
conditiile esentiale, ce exprima egalitatea cu zero a sirului infinit de polinoame (2), constau dintr—
un numar finit de polinoame, iar celelalte sunt o urmare a lor.

Luind in consideratie acest rezultat, Problema Centrului si Focarului poate fi formulatd in
felul urmator: ce numar finit @ de polinoame (conditii esentiale ale centrului)

Ly s by v €2k}, 1=l o, @<, (3)
sunt necesare pentru ca egalitatea lor cu zero sa anuleze celelalte polinoame din (2)?

Problema Centrului si Focarului este divizata in doud parti. Prima parte consta 1n estimarea
numericd de sus a numdrului @ de conditii esentiale ale centrului, iar a doua parte constd in
determinarea multimii Q ={n,,...,n_}de indici ai conditiilor esentiale ale centrului. Vom considera
prima parte a problemei ca Problema slaba a Centrului si Focarului. Problema generalizatd a
Centrului si Focarului consta in estimarea de sus a numarului 4 de elemente algebric independente
din IT={L :i e} luate din (2)—(3), adica pentru orice polinom netrivial de la variabilele

L., L, areloc inegalitatea F(L ,...,L; )#0, i,...,i, €Q [1].

Utilizarea algebrelor Lie si a algebrelor graduate Sibirschi permit rezolvarea Problemei
generalizate a Centrului si Focarului.
Pentru sistemele diferentiale s(1,m,,...,m,) marimile focale se obtin sub forma
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Expresiile G,; ; +B;, ;b +..+Z ;7 ,caredetermind comitan{i de ponderea -1, de

tipul dat, corespunzatori constantelor G, le vom numi pseudo-marimi focale generalizate.

Utilizind seriile Hilbert si algebrele graduate Sibirschi a comitantilor §i invariantilor
obtinem:

Teorema. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente
in Problema Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,2) nu intrece 9.

Corolar. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente,
ce participd la rezolvarea Problemei Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,2) pe
varietatea invariantda a centrului si focarului nu intrece 9.

Teorema. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente
in Problema Centrului si Focarului pentru sistemul diferential S(1,3) nu intrece 11.

Corolar. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente,
ce participa la rezolvarea Problemei Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,3) pe
varietatea invarianta a centrului §i focarului nu intrece 11.

Teorema. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente
in Problema Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,4) nu intrece 13.

Corolar. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente,
ce participd la rezolvarea Problemei Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,4) pe

varietatea invarianta a centrului i focarului nu intrece 13.



Teorema. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente
in Problema Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,5) nu intrece 15.

Corolar. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente,
ce participd la rezolvarea Problemei Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,5) pe

varietatea invarianta a centrului §i focarului nu intrece 15.
Teorema. Numdrul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente
in Problema Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,2,3) nu intrece 17.

Corolar. Numarul maximal de pseudo-marimi focale generalizate algebric independente,
ce participa la rezolvarea Problemei Centrului si Focarului pentru sistemul diferential s(1,2,3)

pe varietatea invarianta a centrului §i focarului nu intrece 17.
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