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INTRODUCERE

”Bazele geometriei” reprezintd acel compartiment al matematicii in care se introduc
si se studiaza notiunile de baza si axiomele geometriei, se stabileste rolul si locul ficarei
axiome 1n constructia stiintei geometrice si deasemenea posibilitatea de a inlocui unele
axiome cu altele si consecintele acestor inlocuiri.

Asa cum cunoasterea doar a limbii materne nu da posibilitatea sd patrunzi in toate
particularitatile ei, sa clarifici si sa intelegi structura ei fara a o compara cu alte limbi, tot
asa cunoasterea doar a unei geometrii a lui Euclid, nu da posibilitatea sd clarifici in
intregime particularitdtile constructiei stiintei geometrice. Pana la conceptiile
contemporane ale geometrieci se poate de ajuns doar dupda studierea geometriei
neeuclidiene, create de catre N. |. Lobacevski si celei eliptice,create de Riemann.
Cunoasterea cu aceaste geometrii este doar prima treapta a studierii bazelor geometriei.
Pe parcursul secolelor geometria a servit baza nu numai a matematicii,dar sia altor stiinte.
Anume in geometrie au apdrut primele teoreme si primele demonstratii.insisi legile
gindirii matematice s-au format cu ajutorul geometriei. Multe probleme geometrice au
contribuit la aparitia a noi directii stintifice si invers, multe probleme stiintifice au fost
rezolvate cu ajutorul metodelor geometrice.

Pregatirea unui viitor specialist in domeniul matematicii nu poate fi conceputa fara
cunostinte vaste in geometrie.Fiind una din cele mai stravechi ramuri ale matematicii
moderne, astazi geometria a atins un nivel inalt de abstractizare si complexitate, fapt ce
I-a permis sd patrundd in toate ramurile stiintei.Anume din aceste considerente,in
planurile de studii de la toate specialitatile cu profil real, geometria este inclusa drept
disciplind obligatorie.

Din cele mentionate urmeaza importanta studierii de catre viitorii profesori de
matematica a geometriilor neeuclidiene si a bazelor geometriei.

Lucrarea datid este adresata studentilor de la ciclurile 1 si II, specialitatile;
»,Matematica si informatica”, ,Matematica si Fizica”, ,,Matematica”, ,,Matematici
moderne si tehnologii moderne in instruire, si tuturor celor pasionati de matematica.
Pentru a patrunde in esenta geometriilor neeuclidiene, in capitolul I sunt ilustrate unele
date din istoria dezvoltarii cunostintelor gemetrice pand la aparitia ,,Elementelor” lui

Euclid, se face o analizd a acestei lucrari, mentionand atat neajunsurile cat si importanta



istorica a acestei lucrari. O deosebita atentie se acordd problemei Postulatului V si a unor
incercari de a ,,demonstra” acest postulat cu ajutorul celorlalte postulate si axiome.. Mai
profunda atentie se acorda cercetarilor lui Saccheri, Lambert si Lejandre, care au fost
foarte aproape de a rezolva problema Postulatului V a lui Euclid.

Avand in vedere cd geometria hiperbolicd se bazeaza pe primele patru grupe de
axiome ale lui D. Hilbert, in capitolul II sunt formulate axiomele geometriei euclidiene si
se enumera notiunile care pot fi introduse dupd fiecare grup de axiome si teoremele
principale, care pot fi demonstrate in baza acestor grupe de axiome.

De bazi se considera capitolul III. In acest capitol sunt expuse notiunile de bazi si
unele teoreme mai principale din geometria hiperbolica si din cea eliptica. Se construieste
modelul lui Poincare pentru demonstrarea independentei Postulatului V de celelalte

Tinand cont de faptul ca Tn modelul Poincare transformarea de inversiune joacad un
rol deosebit pentru verificarea axiomelor de congruentd, lucrarea contine si 0 anexa in
care este cercetati inversiunea si proprietitile ei principale. In a doua anexa sunt
formulate unele probleme pentru activitate independenta.

Consider, cd am o deosebita datorie pentru a aduce multumiri recenzentilor si celor
care au facut observatii si sfaturi prietenesti pentru a imbunatati calitatea acestei lucrari:

profesorilor S. Cataranciuc, L. Chiriac si conferentiarului V.Putuntica.

Autorul



CAPITOLUL I. DEZVOLTAREA FUNDAMENTELOR GEOMETRIEI

1.1. Dezvoltarea geometriei pana la Euclid

Primele cunostinte geometrice, cét si notiunea de numar, au aparut din timpurile
cele mai vechi ale culturii omenesti, din practica primelor masurdri $i numararea
efectuata de catre om. Aceste cunostinte au fost dobandite de civilizatiile Rasaritului
Antic: in Egipt, Babilon, China, India in legaturd cu dezvoltarea prelucrdrii pamantului.
Monumentele de cultura din Babilon si Egipt marturisesc ca geometria din aceste tari
avea un caracter empiric si reprezinta o culegere de solutii particulare a unor probleme.
Astfel, In mileniul II 1.e.n. egiptenii calculau exact aria triunghiului si volumul

trunchiului de piramida patrulatera regulatd, aria discului de razd R o calculau dupa

2
16 o -
formula S = (; R) , ceea ce da pentru 7 0 valoare destul de exacta

2
16 2 - . o . .. .
= (?) = 3,16.... In aceasta perioada babilonenii cunosteau asa numita

teorema a lui Pitagora.

Sa mentionam faptul, cd in matematica din Rasaritul Antic (Babilon si Egipt) nu se
intalneste nici o demonstratie, dar numai anumite reguli.

In secolul VII i.en., datoriti dezvoltirii legiturilor comerciale, cunostintele
geometrice au patruns din Egipt in Grecia. In legiturd cu dezvoltarea economiei, stiintei
si artei din Grecia Anticd, geometria se dezvoltd de catre oamenii de stiintd si intr-0
perioadd istoricd relativ scurtd, capdtd schimbari fundamentale. Grecii au eliberat
geometria de caracterul empiric si receptual si pe parcursul a trei secole au transformat
geometria intr-o stiinta strictd si au dezvoltat-0 mult mai mult, decat au dezvoltat-0
egiptenii pe parcursul a catorva milenii.

Dezvoltarea geometriei (matematicii in genere) de pana la Euclid poate fi devizata
in trei perioade, 1n legaturd cu schimbarile centrului de dezvoltare a stiintei si filosofiei
grece.

Prima perioada de dezvoltare a geometriei grece cuprinde secolele VII-VI i.e.n. in
legatura cu existenta asa numitei scoli ionice din Asia Mica, fondatorul si reprezentantul
principal a careia a fost Thales din Milet. Aceasta perioada reprezintd un punct de

cotiturd in dezvoltarea geometriei, doarece anume in aceastd perioadd geometria incepe



sa se transforme dintr-o culegere de reguli si retete intr-o stiintd. Grecii au inceput logic
sda demonstreze anumite afirmatii geometrice in forma generala.

Se considera, ca Thales a demonstrat urmatoarele teoreme:

1. Unghiurile opuse la varf sunt congruente.

2. Unghiurile de la baza triunghiului isoscel sunt congruente.

3. Unghiul inscris in semicerc este unghi drept.

4. Diametrul imparte discul in douad parti congruente.

5. Triunghiul se determina de o latura si doua unghiuri aldturate.

6. Vestita teorema a lui Thales.

Aceastd perioada are o mare insemnatate in procesul de dezvoltare a geometriei. A
fost pus Inceputul expunerii geometriei prin metoda deductiva sau axiomatica.

In a doua perioadd, centrul de dezvoltare a stiintei devine Italia de Sud (sec. VI-V
i.e.n). Reprezentantul principal al acestei perioade este Pitagora si scoala sa. Se considera
ca Pitagora a demonstrat urmatoarele teoreme:

1. Suma unghiurilor interioare in orice triunghi este egala cu doua unghiuri drepte.

2. Aria patratului, construit pe ipotenuza este egald cu suma ariilor patratelor

construite pe catete.

3. Planul poate fi acoperit cu triunghiuri, patrulatere si hexagoane regulate.

Se considera ca Pitagora si elevii sai au descoperit metoda geometrica de rezolvare
a ecuatiilor patrate, construirea poligonului echivalent cu poligonul dat si asemenea cu alt
poligon, descoperirea celor cinci tipuri de poliedre regulate (tetraedru, hexaedru,
octaedru, dodecaedru, icosaedru).

Pe bund dreptate se considera, cd cea mai importantd descoperire a scolii lui
Pitagora a fost descoperirea segmentelor incomensurabile. Aceastd descoperire a avut o
mare influenta in toata dezvoltarea de mai departe a matematicii grece.

A treia perioada cuprinde secolul IV i.e.n. Reprezentantii acestei perioade sunt
scolile filosofice a lui Platon si Aristotel, matematicienii Democrit (470-430 i.e.n),
Eudoxus (410-356 i.e.n.) si Menehm (380-320 i.e.n.). Democrit a descoperit teoremele
despre volumele piramidei si a conului. Eudoxus este creatorul teoriei geometrice a
proportiilor, care a inlocuit la greci teoria numerelor irationale, pe care grecii nu o

cunosteau. Eudoxus a descoperit deasemenea si metoda epuizdrii: ”Dacd din marimea A



L1 : : : :
de scazut 5 A sau mai mult, cu restul de facut acelasi lucru s.a.m.d., atunci se poate obtine

asa o marime, care va fi mai micd decat orice marime datd”. Prin aceastd metoda
Eudoxus determina volumul piramidei, conului si a sferei. Elevul lui Eudoxus — Menehm
a descoperit sectiunile conice, care mai tarziu au fost studiate de catre Apoloniu (256-170
ie.n.).

Arhimede (287-212 i.e.n.) a descoperit regula de calculare a ariei suprafetei sferice

2

: : : . 2
si volumelor unor corpuri. El a determinat aproximatia pentru (n == 3,143 ... )

Meritul deosebit al oamenilor de stiinta din Grecia Antica consta in faptul ca ei au
pus problema de a construi un sistem stiintific de cunostinte geometrice si ca ei au si
rezolvat aceasta problema in prima aproximatie. Aceasta problema a fost pusa de mai
multi filosofi, dintre care in primul rand urmeaza a fi numit Platon (429-348 i.e.n.) si in
mod special Aristotel (384-322 i.e.n.). Aristotel a fost unul dintre cei mai ilustri filosofi
din antichitate, creatorul logicii formale. Desi, el nemijlocit nu s-a ocupat cu geometria,
anume el a formulat concret ideia de a construi geometria printr-un lant de afirmatii, care
reese una din alta numai in baza regulilor logicii.

Spre sfarsitul secolului III 1.e.n. grecii aveau un bagaj mare de adevaruri geometrice
si cunosteau metodele de demonstratie ale acestora. In acea perioadd a aparut ideia de
adunat tot acest material geometric si de-al aduce intr-o ordine logica. Aceasta problema
au Incercat sa o rezolve mai multi autori (Hipocrate, Fedii s.a.), dar rezultatele lor n-au

ajuns pana la noi, deoarece au fost pierdute odata cu aparitia “Elementelor” lui Euclid.

1. 2. ,,Elementele,, lui Euclid

Euclid (330-275 1.e.n.), elevul scolii lui Platon, este unul dintre cei mai ilustri
matematicieni (geometri) din antichitate. A trdit si a activat in Alexandria. Pe timpul
imparatului Ptolemeu preda matematica in Alexandria si a fost creatorul sectiei
matematice a muzeului, fondat de Ptolemeu. S-au pastrat unele povestiri neprecise despre
Euclid.in una din ele se spune ci Ptolemeu s-a adresat citre Euclid cu intrebarea:”Nu
existda oare o alta cale mai scurta de a studia geometria, decdt cea expusa in”Elemente”
?”” Euclid cu mandrie a raspuns cd in geometrie nu existd o cale deosebita nici pentru

imparati.



”Elementele” lui Euclid sunt alcatuite din 13 capitole. Capitolele I-VI sunt
consacrate planimetriei, VII-IX-aritmeticii, X—marimilor incomensurabile, XI-XIIIl—
stereometriei.

Primul capitol contine teoria despre segmente, despre laturile si unghiurile
triunghiului, despre drepte perpendiculare si drepte paralele, despre paralelograme,
despre ariile triunghiului si paralelogramului si teorema lui Pitagora.

Capitolul II se bazeaza pe rezultatatele primului si este dedicat algebrei geometrice.
In particular, intr-o forma geometrici se demonstreazi identitatea (a + b)? = a® +
+2ab + b?. Se termina acest capitol cu rezolvarea ecuatiilor patrate pe cale geometrica.

In capitolul III se expune invatitura despre cerc si disc, despre secante si tangente,
despre unghiurile formate de ele, despre gradul punctului in raport cu cercul.

In capitolul IV se studiaza poligoanele inscrise si cele circumscrise, construirea
poligoanelor regulate (patrulater, pentagon, hexagon si poligon cu 15 laturi).

Capitolul V contine teoria proportiilor lui Eudoxus. Astfel, se aduce un echivalent
geometric al numadrului real pozitiv si indreptatirea operatiilor cu marimile
incomensurabile. Teoria proportiilor a lui Eudoxus inlocuia grecilor teoria numerelor
irationale.

In capitolul VI se implimenteaza teoria proportiilor, se expune invatitura despre
figurile asemenea si se extinde domeniul algebrei geometrice. Aritmetica si teoria
numerelor se expune in capitolele VII-IX. Este caracteristic faptul, ca teoria proportiilor
cu numere intregi se cerceteaza din nou si independent de cele studiate in capitolul V.
Astfel, Euclid aici se conduce strict de principiul de separare a teoriei despre numere de
teoria marimilor geometrice. In aceste capitole se aduc teoremele despre proportiile
continui si despre progresii. Mentiondm, cd anume in aceste capitole Euclid expune
algoritmul de determinare a celui mai mare divizor comun a doua numere si demonstratia
faptului ca multimea numerelor simple (prime) este infinita.

In capitolul X Euclid se intoarce la mirimile incomensurabile si face o clasificare a
unui sistem elaborat de irationalitati intr-o forma geometrica.

Stereometria este expusa in capitolele XI-XIII. Tot aici se determina raportul ariilor

discurilor, volumelor piramidelor si altor corpuri, folosind principiul epuizarii a lui
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Eudoxus. Se vede cd in aceste capitole, dar si in genere Euclid ocoleste calcul

aproximativ.

In ultimul capitol se studiazi poliedrele regulate.

Sa mentionam faptul, ca multe din cele cunoscute in geometrie pe timpul lui Euclid

n-au fost expuse in “Elemente” (teoria sectiunilor conice, curbele de ordin superior s.a.).

Fiecare capitol se incepe cu definitiile acelor notiuni, care se intdlnesc in capitolul

dat. Astfel, primul capitol se incepe cu 23 de definitii. Vom aduce doar unele dintre ele.

1.

5.

6
7

Punct este ceia ce nu are parti.

2. Linia este lungimea fara latime.
3.
4

. Dreapta este o linie, care este la fel aranjata (situatd) In raport cu toate punctele

Marginile liniei sunt puncte.

sale.

Suprafata este ceia, ce are numai lungime si latime.

Marginile suprafetei sunt linii.

Plan este suprafata, care la fel este situatd in raport cu toate dreptele, situate pe

ea.

Urmeaza afirmatiile acceptate fara demonstratie, pe care Euclid le imparte in postulate si

axiome.

A A o

Postulate

Se cere, ca din fiecare punct catre orice alt punct sa se poata duce o dreapta.

Si ca fiecare dreapta sa poata fi prelungita nemarginit.

Si ca din fiecare centru sa poata fi descris un cerc de orice raza.

Si ca toate unghiurile drepte sa fie egale (congruente).

Si ca de fiecare data, cand dreapta la intersectie cu alte doua drepte formeaza cu
ele unghiuri alterne interne, situate de aceiasi parte a secantei, suma carora este
mai micd decat a doua unghiuri drepte, ca aceste drepte sa se intersecteze si
anume din acea parte, din care aceasta suma este mai mica decat suma a doua
unghiuri drepte.

Axiome

. Si ca cele egale cu a treia sa fie egale intre ele.

2. Si daca la egale adunam egale, sa obtinem egale.

11



3. Si daca din egale scadem egale, sa obtinem egale.

4. Si daca la inegale adunam egale, sa obtinem neegale.

7. Si ca cele ce se suprapun sa fie egale.

Nici pand acum nu este clar, prin ce se deosebesc postulatele de axiome. Existd mai
multe pareri diferite, dar niciuna din ele nu este acceptata definitiv.

Sa mentionam metoda de expunere a “Elementelor”. Fiecare afirmatie la inceput se
formuleaza, apoi se indica ce este dat si ce trebuie de demonstrat. Urmeazd demonstratia
argumentatd de postulatele, axiomele si teoremele ulterior demonstrate. Toate
demonstratiile se terminid cu cuvintele “ceia ce trebuia demonstrat”. In fiecare
demonstratie se cerceteaza toate detaliile, toate cazurile posibile.

Sa mentionam faptul, cd Euclid in ”Elemente” vine nu ca un adundtor sau un
sistematizator a cunostintelor acumulate de omenire la acea etapa de dezvoltare a
matematicii, in particular a geometriei. Aportul propriu creator a lui Euclid in aceasta
operi este foarte mare. In primul rand, insisi sistematizarea materialului sub unghiul de
vedere de a satisface tuturor cerintelor strict stiintifice si expunerii exacte nu putea fi
indeplinita fara mari eforturi creative ale autorului. A fost necesar in mod critic de
revazut toate afirmatiile geometrice si demonstratiile care existau, la multe din ele de
adus alte demonstratii noi, de suprapus cu alte teoreme in conditiile noilor legaturi si in
mod corespunzator de expus materialul. Asa de exemplu, Euclid aduce o noua
demonstratie a teoremei lui Pitagora, independenta de asemanare si proportii.

In al doilea rand lui Euclid 1i apartine clasificarea marimilor incomensurabile,
cercetate in capitolul X al ”Elementelor”. Daca avem in vedere faptul, ca grecii nu
posedau simbolica noastra algebrica si toate calculele erau efectuate ”geometric”, apoi nu

se poate sa nu fim Incantati despre imaginatia si talentul autorului.

Critica sistemului lui Euclid
”Elementele” lui Euclid au jucat un rol foarte esential nu numai in istoria dezvoltarii
matematicii, dar si in toatd cultura omenirii. Este foarte greu de numit o alta carte, care ar
putea fi comparatd cu “Elementele” lui Euclid, dupa durata influentei asupra culturii si

stiintei popoarelor civilizate, dupa rolul pe care 1-a avut timp de peste doud milenii in

12



calitate de indrumar, ca izvor nesecat de idei stiintifice, care a stimulat in continuare
dezvoltarea gandirii creatoare matematice. Nici pentru o altd stiinta nu exista astfel de
exemplu, cand un manual din antichitate sa ramana in acelasi rol de manual pe parcursul
a peste doud mii de ani. ’Elementele” lui Euclid numai dupa anul 1482 au fost reeditate
de peste 500 ori si au fost traduse aproape in toate limbile din lume. Dupa ”Elementele”
lui Euclid au insusit matematica Copernic, Galilei, Descartes, Newton, Leibniz, Euler,
Lomonosov, Lobacevski si multi, multi alti corifei ai stiintei din lumea intreaga. Euclid
primul a pus problema de a fundamenta geometria, adica de a formula definitiile si
axiomele, pe baza carora se poate dezvolta geometria pe cale strict logica. Acesta este
meritul istoric al lui Euclid 1n fata stiintei. Constructia logicd a geometriei a fost elaborata
de Euclid destul de exact pentru timpul acela.

Daca insa cercetam expunerea “Elementelor” din punct de vedere a matematicii
contemporane, atunci trebuie sa recunoastem ca existd si multe neajunsuri.

Veriga cea mai slaba din sistemul lui Euclid o constituie definitiile. Multe din aceste
definitii nu sunt clare (de exemplu definitia punctului, dreptei). In unele definitii se
intalnesc asa notiuni, care singure cer a fi definite (de exemplu, “lungime”, “latime”,
”margine”). Euclid aduce doua definitii diferite notiunilor de punct si de linie (in
definitiile 3 si 6 punctul si linia se defineste a doua oard prin notiunea de “margine”).
Daca, 1nsa una si aceiasi notiune se defineste prin doud definitii diferite, atunci trebuie de
demonstrat ca aceste definitii sunt echivalente, ceia ce n- a facut Euclid si nici n-a putut
sd faca. Daca cercetam definitia dreptei, putem subantelege notiunea de cerc, iar prin
definitia planului putem aduce notiunea de suprafata sferica. Nu intamplator nici una din
definitiile 1-7 nu pot si nici nu se aplica la demonstrarea teoremelor si fara nici o pierdere
pot fi excluse. Toate aceste neajunsuri a definitiilor lui Euclid se lamuresc prin faptul, ca
Euclid a dorit sa defineasca toate notiunile geometrice, fapt ce este imposibil.

In ce priveste postulatele si axiomele putem spune ci continutul acestor afirmatii
este esential si serveste la baza demonstratiilor afirmatiilor geometrice (teoremelor).
Totodata observam, ca lista axiomelor si postulatelor nu este completd pentru a construi
geometria strict pe cale logica. Asa de exemplu, in geometrie noi deseori folosim asa
notiuni care se exprima prin cuvintele “punctul dreptei este situat intre alte doua puncte

ale acestei drepte”, ”doua puncte sunt situate de aceasi parte (de diferite parti) a dreptei”,
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”punctul este situat in interiorul triunghiului” s.a.m.d. Postulatele si axiomele Iui Euclid
nu permit sd argumentam aceste notiuni (la aceste neajunsuri a atras atentia C. F. Gauss).
Din aceastd cauza la demonstratia teoremelor, in care se folosesc aceste notiuni, Euclid
apeleaza la desen. Notiunile de mai sus desi par a fi clare, totusi pentru a construi un
sistem logic aceasta nu este suficient, este necesar ca in axiome de avut descrieri exacte a
proprietatilor acestor notiuni in axiome. Acestea sunt axiomele de ordine, care lipsesc la
Euclid. Sa mentiondm ca aceste axiome de ordine au fost elaborate in lucrarile lui Pash in
anul 1882.

Daca un cerc trece printr-un punct interior si printr-un punct exterior in raport cu alt
cerc, atunci prin tacere Euclid presupune ca aceste cercuri se intersecteaza. Analogic, se
presupune cd dreapta ce trece printr-un punct interior cercului, intersecteaza cercul.
Indiferent de evidenta acestui fapt, el trebuie de demonstrat (la acest fapt primul a atras
atentia Leibniz). Postulatele si axiomele lui Euclid nu permit argumentarea acestor
demonstratii. Pentru a argumenta astfel de demonstratii a fost introdusd axioma de
continuitate abea in secolul XIX.

Unele neajunsuri a ”Elementelor” lui Euclid au fost observate inca din antichitate.
Astfel, Arhimede (287-212 i.e.n.) a introdus axioma (numitd mai tarziu axioma lui
Arhimede), care joacad un rol esential in teoria masurarii lungimelor segmentelor, ariilor
suprafetelor si volumelor corpurilor. Si dupa Arhimede au fost unele incercari de a
preciza unele notiuni fundamentale geometrice, dar pe parcursul multor secole nimeni nu
a adaugat ceva esential, in comparatie cu ceia ce a facut Euclid. Sa mentionam, ca foarte
putini au incercat sa completeze lista postulatelor si axiomelor. Problema principala, dupa
parerea savantilor, era sa aduca sistemul de axiome si postulate la minimum. Aceasta
tendinta s-a intensificat mai ales, dupa ce s-a observat ca poate fi demonstrat postulatul

referitor la unghiurile drepte si ultima afirmatie din postulatul V.

1.3. Unele incercari de a demonstra postulatul V
In paragraful precedent am mentionat tendinta savantilor de a aduce la minimum
numirul de axiome si postulate. In acest context un loc deosebit ocupid cercetirile
referitoare la postulatul V a lui Euclid. Acest postulat joacd un rol foarte important in
geometria euclidiand. Pe acest postulat se bazeaza teoria dreptelor paralele si toate

compartimentele geometriei in legatura cu aceasta teorie: asemanarea figurilor, teoremele
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despre suma unghiurilor interioare in triunghi si intr-un poligon convex, trigonometria,
teoria ariilor suprafetelor si volumelor corpurilor s.a.m.d.

Sa mentiondm ca din toate postulatele si axiomele lui Euclid postulatul V se
deosebeste esential prin complicitatea sa. Din aceastd cauza din timpurile cele mai
indepartate multi cercetdtori S-au stdruit sd inlocuiasca postulatul V a lui Euclid cu alta
afirmatie echivalentd cu postulatul V. O astfel de afirmatie, care se pune in locul
postulatului V la baza teoriei paralelelor devine axoma lui John Pleiffer, introdusa in anul
1795.

Print-un punct ce nu apartine dreptei date, in planul determinat de acest punct si
dreapta data, trece nu mai mult decat o dreapta ce nu intersecteaza dreapta data.

In capitolul I al “Elementelor” primele 28 de afirmatii sunt demonstrate fird a apela
la postulatul V. Se vede ca Euclid incerca sa demonstreze cat mai multe afirmatii fara a
apela la acest postulat. Am putea afirma, ca nici lui Euclid nu-i prea placea acest postulat.
Aceste Tmprejurari au contribuit la fapul ca peste 2000 de ani, dupa Euclid, au avut locC
sute de Incercari pentru a demonstra acest postulat pe baza celorlalte postulate si axiome.

Particularitdtile postulatului V mentionate in paragraful precedent mereu atrageau
atentia matematicienilor din urmatoarele secole. Dacd mai avem In vedere ca pand la
mijlocul secolului XIX un criteriu neaparat al axiomelor si postulatelor se considera
evidenta acestora, atunci devine clard tendinta matematicienilor timp de peste 2000 de ani
de a demonstra postulatul V a lui Euclid si sa-1 treaca in randul teoremelor. Astfel, pe
langa cele trei probleme clasice (cuadratura discului, dublarea cubului si trisectia
unghiului) mai apare o problema nu mai putin complicata—problema postulatului V a lui
Euclid.

Sa aducem doar unele incercari de a demonstra postulatul V.

Unul din comentatorii ”Elementelor” — Proclus (410-485 i.e.n.) nu numai ca
incearcd sa demonstreze postulatul V, dar ne mai comunica despre unele incercari facute
pana la dansul. Astfel, Proclus comunica ca inca in secolul I i.e.n. Posedonii a propus de
numit paralele dreptele situate in acelasi plan si egal departate una de alta. Cu ajutorul
acestei definitii Posedonii demonstreaza postulatul V, dar de fapt el introduce un nou
postulat, esenta cdruia este ca locul geometric de puncte egal departate de la dreapta data,

situate de aceiasi parte, reprezintd o dreapta. Asa dar, Posedonii nu a facut altceva decat a
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inlocuit un postulat cu alt postulat. Daca insa acceptam postulatul V, atunci usor se poate
demonstra ca linia, toate punctele careia sunt egal departate de la o dreaptd data si situate
de aceiasi parte, este o dreaptd paraleld la dreapta datd. Mentiondm, ca Euclid numeste
paralele dreptele situate intr-un plan si care nu se intersecteaza.

Proclus demonstreaza postulatul V reesind din afirmatia acceptata in mod evident,
ca distanta de la un punct situat pe una din laturile unghiului ascutit pand la cealalta
laturd,atunci cand punctul se indeparteaza de varful unghiului, poate deveni oricat de
mare. Sa mentiondm ca aceastd afirmatie poate fi demonstratd fara a apela la postulatul V
si prin urmare, este un adevar din geometria absoluta. Bazandu-se pe aceasta afirmatie
Proclus demonstreaza daca o dreapta intersecteaza una din doua drepte paralele, atunci ea
o intersecteaza si pe cealalta.

Proclus judeca in felul urmator: Fie AB si CD doua drepte paralele, iar dreapta
EG intersecteaza dreapta AB in punctul M (fig. 1). Atunci,in baza afirmatiei de mai sus,
punctul semidreptei EG indepartandu-se de la punctul M se va indeparta de dreapta AB
oricat de mult, dar asa cum distanta dintre dreptele paralele AB si CD este finita, atunci

dreapta EG

Fig. 1
neaparat va intersecta dreapta CD. Atunci, urmeaza imediat ca prin punctul M trece
numai o dreapta AB paraleld la dreapta CD (axioma lui Pleiffer), dar atunci are loc
postulatul V. Acest rezultat s-a obtinut deoarece Proclus s-a folosit de faptul ca distanta
dintre doua drepte paralele este o marime finitd, dar acest fapt este un nou postulat,
echivalent cu postulatul V, deoarece din postulatul V urmeaza ca dreptele paralele sunt
egal departate una de alta si prin urmare, distanta dintre ele este o marime finita.

O altd ,, demonstratie,, a postulatului V a lui Euclid este adusd de profesorul

Universitatii din Oxford John Wallis (1616-1703).
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John Wallis constient introduce postulatul: ”Pentru orice triunghi exista un triunghi
asemenea cu orice coeficient de asemdnare”. In asa mod Wallis inlocuieste postulatul V
cu un alt postulat in care se foloseste o inchipuire ilustrativa despre forma figurii,
independent de dimensiunile ei, iar dupa aceste considerente Wallis demonstreaza
postulatul V. Si iarasi se demonstreaza ca postulatul lui Wallis este echivalent cu
postulatul V.

O ,,demonstratie,, interesanta a postulatului V ii apartine matematicianului Farkas
Bolyai (1775-1856), tatal vestitului Janos Bolyai — unul din creatorii geometriei
neeuclidiene. Farkas Bolyai introduce postulatul: ”Trei puncte ce nu apartin unei drepte,
intotdeauna apartin unui cerc”. Pe baza acestui postulat F. Bolyai demonstreaza
postulatul V. Dupa cum stim, acceptand postulatul V usor se demonstreaza ca prin orice
trei puncte ce nu apartin unei drepte, trece un cerc si numai unul singur. Prin urmare,
postulatul lui F. Bolyai este echivalent cu postulatul V.

Toate Incercarile de a demonstra postulatul V au unele trasaturi caracteristice.

In primul rand toti autorii demonstratiilor” postulatului V erau increzuti in unica
posibilitate si justetea absolutd a postulatului V si nu-si puteau inchipui o alta posibilitate:
prea mare era autoritatea lui Euclid.

In al doilea rand, toti considerau ci axiomele si postulatele trebuie si fie niste
afirmatii neaparat evidente si deaceia erau increzuti ca postulatul V poate fi demonstrat
cu ajutorul celorlalte axiome si postulate.

De obicei toti cei care Incercau sa demonstreze postulatul V a lui Euclid inlocuiau
de fapt acest postulat cu o afirmatie evidenta la prima vedere, dar pana in cele din urma
se dovedea ca aceastd afirmatie era echivalenta cu postulatul V.

Sa mentionam cd problema corecta referitoare la postulatul V consta in faptul de a
demonstra postulatul V pe baza doar a celorlalte axiome si postulate, fara a introduce cu
acest scop alte postulate speciale. Anume asupra acestei cerinte si gresiau toti cei care
incercau sa demonstreze postulatul V a lui Euclid. Din cele spuse urmeaza ca toate
incercdrile de a demonstra postulatul V erau lipsite de insdsi formularea corectd a
problemei postulatului V. In ce consti neajunsul acestei probleme? Acest neajuns consti

in faptul ca sistemul de postulate si axiome a lui Euclid nu era complet. Acesta este
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principalul neajuns al sistemului lui Euclid. Acest neajuns a fost lichidat abea la sfarsitul

secolului XIX si inceputul secolului XX.

1.4. Cercetirile lui Saccheri, Lambert si Legendre
In secolul XVIII s-a produs o innaintare esentiali in metodologia demonstririi
postulatului V a lui Euclid. Acest succes se datoreaza la trei savanti: italianul Girolamo
Saccheri, germanul Johann Heinrich Lambert si francezul Adrien-Marie Legendre. Ideia
principala a cercetarilor acestor savanti consta in faptul de a demonstra postulatul V de la
contrariu. Aceasta idee a fost atat de importantd, cd ea a adus nemijlocit la rezolvarea

problemei postulatului V.

Cercetarile lui Saccheri (1667-1733)
In lucrérile sale Saccheri cerceteaza patrulaterul cu doud unghiuri drepte si doud
laturi laterale congruente. Asa patrulater acum Se numeste patrulaterul lui Saccheri.
Sa luam un segment arbitrar AB (fig. 2) si de aceiasi parte construim segmentele AD

si BC, congruente intre ele si perpendiculare pe AB. Unim punctele D si C si obtinem un

D 0’ C
|l"'I ’ |E ) b
A o) B
Fig. 2

patrulater cu doua unghiuri drepte A si B si laturile laterale congruente AD si BC. Latura
AB se numeste baza de jos a acestui patrulater, iar latura CD este baza de sus.Saccheri si
pune problema: ce se poate spune despre unghiurile D si C, daca se va baza pe toate
axiomele si postulatele lui Euclid, in afara de postulatul V, Saccheri demonstreaza, ca in
asa caz, unghiurile D si C sunt congruente. Sa aducem aceastd demonstratie, dar
concretizand-o cu asa numitd axiomda a lui Pash, in urmadtoarea formulare:
Daca o dreapta din planul triunghiului ABC nu trece nici printr-un varf al triunghiului,
dar intersecteaza una din laturile triunghului, atunci ea intersecteazd una si numai una
din celelalte doua laturi ale triunghiului.

Din mijlocul O al segmentului AB construim de aceiasi parte cu AD si BC 0
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perpendiculard 00", Perpendiculara 00" va intersecta latura AB a triunghiului ABC si nu
trece prin varfurile acestui triunghi. Prin urmare, conform axiomei lui Pash, ea va
intersecta ori latura BC , ori latura AC. Observim insi, cd 00 si BC nu se intersecteaz,
deoarece ambele sunt perpendiculare la AB. Asa dar, 00 intersecteazi latura AC in
careva punct E. Din nou observim ci dreapta 00 intersecteazi latura AC a triunghiului
ACD si nu trece nici prin unul din varfurile acestui triunghi. Prin urmare,
00 intersecteazi pe baza axiomei lui Pash latura DC in careva punct O, asa cum latura
AD este perpendiculara pe AB, ea nu poate s-0 intersecteze. Unim punctul O’ cu punctele
A si B. Observim cid AAOO = ABOO' ca dreptunghice si dupd catete, prin urmare,
[AO'] = [BO] si 40A0 = 40B0O', dar atunci, 4DA0 = 4CB0O’, ca unghiuri
complementare pana la unghiuri drepte a unghiurilor congruente OAO' si OBO'.
Cercetand triunghiurile AADO' si ABCO', ne convingem ca ele sunt congruente. Prin
urmare, 4C = 4D si DO =0'C, adica 0" este mijlocul segmentului DC.

Sa cercetam acum patrulaterul cu doud unghiuri drepte la care laturile laterale

AD < BC (fig. 3).

A B

Fig. 3

Pe latura BC depunem BE = AD . Atunci conform celor demonstrate mai sus
4ADE = ABED. Deoarece unghiul BED este unghi exterior triunghiului DEC, urmeaza
ca 4BED > AC, dar atunci 4D > 4C.

Usor se demonstreazd de la contrariu si afirmatia inversd. Asa dar este adevarata asa
numita lema a lui Saccheri, care apartine geometrie absolute.

Lema 1.4.1. Daca in patrulaterul cu unghiurile drepte A si B laturile AD si BC sunt
congruente, atunci 4C = 4D, daca insa laturile AD si BC nu-s congruente, atunci din cele
doud unghiuri C si D acela este mai mare, care este alaturat la latura mai mica si invers.

Sa cercetam cazul intdi, cdnd AD = BC si prin urmare, 4D = AC. Ce se poate

spune despre unghiurile C si D? Referitor la aceste unghiuri Saccheri presupune:
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1) Sau aceste doua unghiuri sunt ascutite;

2) Ori aceste unghiuri sunt drepte;

3) Sau aceste unghiuri sunt obtuze.

Aceste presupuneri le vom numi corespunzator: ipoteza unghiului ascutit, ipoteza
unghiului drept, ipoteza unghiului obtuz.

In ce priveste ipoteza unghiului drept Saccheri a demonstrat cd aceasta ipoteza este
echivalentd cu postulatul V.

Prin urmare, daca ar fi posibil de demonstrat ca ipotezele unghiului ascutit si celui
obtuz aduc la contrazicere cu alte axiome sau postulate, ori cu unele teoreme demonstrate
pe baza acestora, atunci ar fi demonstratd justetea unghiului drept si totodatd ar fi
demonstrat si postulatul V a lui Euclid. Aceastd problema isi pune sie Saccheri, iar daca
el ar fi putut face acest lucru, apoi ar fi fost o demonstratie excelenta de la contrariu a
postulatului V.

In cele ce urmeazi Saccheri demonstreazi echivalenta afirmatiei despre suma
unghiurilor interioare ale triunghiului cu ipoteza unghiului ascutit, drept sau obtuz
corespunzator.

Sa notam prin 0,5, suma unghiurilor interioare in orice triunghi ABC. Saccheri
demonstreaza: dacd are loc ipoteza unghiului ascutit, atunci gy, < 2d, dacd are loc
ipoteza unghiului drept, atunci o4, = 2d si daca are loc ipoteza unghiului obtuz, atunci
Oupc > 2d.

Saccheri demonstreaza, ca suma unghiurilor interioare in orice triunghi nu-i mai
mare decat 2d, adica n-are loc ipoteza unghiului obtuz. Vom demonstra aceasta afirmatie
diferit de demonstratia lui Saccheri.

Lema 1.4.2. Pentru orice triunghi ABC se poate de construit un asa triunghi A, B;C;

AL A . 1
incat o4pc = 0p,p,c, S| MABA; < quA.

Demonstratie. Fie ABC un triunghi arbitrar, iar A" este punctul simetric cu punctul
Ain raport cu mijlocul O al laturii BC (fig. 4). Si demonstrim ci triunghiul AA'C este

triunghiul, care poate fi luat in calitate de triunghiul cel cautat.
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Y1

Fig. 4
Intr-adevar. Evident AABO = AA'CO si 4A0B = 4A'0C urmeazi a; + B =y, + 7, .
Deoarece oppc =ay; +a, +B+vy, 04y =az+Yy; +V,+y urmeazd oupc = 0447 -

Asa cum a; = y; si A = a; + a,, atunci unul din unghiurile a, sau y; a triunghiului
' . A 1 ~ -
AA C nu este mai mare decat E A. Lema este demonstrata.

Cu ajutorul acestei leme vom demonstra prima teorema Legendre-Saccheri.

Teorema 1.4.3. Suma unghiurilor interioare in orice triunghi nu poate fi mai mare
decat 2d.

Demonstratie. Presupunem contrariul. Fie existd asa triunghi ABC astfel incat
Oapc = 2d + €, unde € > 0. Aplicim lema de mai sus de n ori la triunghiul ABC. In

rezultat obtinem triunghiul A, B,C,,, care satisface conditiilor Op,B,Cn, = OABC si 71,\1 <
1 - U PN . — — — —

— A. Alegem n astfel incat — A < ¢, atunci 4,, < . Deoarece A,, + B, + C, = 2d + ¢,
2n 2n

urmeazi ci B, + C,, > 2d (1). Pe de alta parte, se poate demonstra ci B, + C,, < 2d (2).
Intr-adevar, fie 8 este masura unghiului exterior a triunghiului 4,B,C, adiacent cu
unghiul B,,, atunci 8 > C,. Deoarece § + B, = 2, urmeaza B, + C,, < 2d. Contrazicerea
primitd demonstreaza teorema.

Dupa ce Saccheri a demonstrat ca suma unghiurilor interioare in orice triunghi nu
poate fi mai mare decat suma a doud unghiuri drepte, el isi pune intrebarea: nu se poate
oare ca in unele triunghiuri aceasta suma sa fie egala cu 2d, iar in altele mai mica decat
2d?

Saccheri demonstreaza asa numita a doua teorema Legendre-Saccheri.

Teorema 1.4.4. Daca intr-un triunghi suma unghiurilor intrioare este egala cu 2d,

atunci in orice triunghi aceasta suma este egala cu 2d.
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Dupa ce a respins si ipoteza unghiului obtuz, Saccheri isi indreapta toata activitatea
de cercetare pentru a exclude ipoteza unghiului ascutit. Astfel, el demonstreaza un sir de
teoreme paradoxale din punctul de vedere a geometriei obisnuite. Presupunand ipoteza
unghiului ascutit, Saccheri demonstreaza ca exista o oblica si o perpendiculara la una si
aceiasi dreapta si care nu se intersecteaza.

Fie ABC un triunghi cu unghiul drept C (fig. 5).

D B

A C
Fig. 5

Sa construim dreapta BD,astfel incat 4ABD sa fie congruent cu ABAC. Asa cum noi am
presupus ipoteza unghiului ascutit, atunci g5, < 2d, iar deoarece unghiul C este drept
urmeazi ci CAB+ CBA<d , dar atunci DBA+ ABC <d . Astfel, AC este
perpendiculara, iar BD este oblica la dreapta BC si aceste drepte nu se intersecteaza,
deoarece in caz contrar obtinem triunghiul in care unghiul CAB ar fi exterior si 1n acelasi
timp ar fi congruent cu unghiul interior DBA, ceia ce este imposibil.

Dezvoltand ipoteza unghiului ascutit, Saccheri demonstreaza ca in fascicolul de
drepte ce trec prin unul si acelasi punct A (fig. 6), ce nu apartine dreptei a, existd doua
drepte p si q asimptotice la dreapta a, care impart fascicolul de drepte in doud

submultimi, astfel Incat

Fig. 6
dreptele dintr-o submultime intersecteaza dreapta a, iar dreptele din cealalta submultime
au perpendiculara comuna cu dreapta a.
Saccheri a demonstrat deasemenea, cd in cazul ipotezei unghiului ascutit,

perpendiculara la latura unghiului ascutit intersecteaza la inceput a doua latura, iar apoi
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pe masura indepartarii de la varful unghiului (fig. 7), inceteaza de a mai intersecta a doua

laturd. Mai mult chiar, existd perpendiculara limitd care nu va intersecta a doua latura.

Fig. 7

Saccheri a mai demonstrat ca in cazul ipotezei unghiului ascutit locul geometric de
puncte egal departate de la o dreaptd data si situate de aceiasi parte, este o curba, diferitd
de dreapta.

Totusi, fiind convins, cd nici o altd geometrie diferita de geometria lui Euclid nu
poate exista, Saccheri ajunge la concluzia gresita, ca ipoteza unghiului ascutit duce la
contrariu $i anume ca ea contrazice notiunii de dreapta.

Insemnitatea cercetarilor lui Saccheri in istoria dezoltirii consta in faptul ca el a pus

o noua cale 1n cercetarea problemei postulatului V.

Cercetarile lui Lambert (1728-1777)

Lambert s-a ocupat cu astronomia, geodezia si fotometria. In matematici s-a
evidentiat prin faptul cd a demonstrat irationalitatea numarului r si cercetarile referitor la
problema postulatului V. Din anul 1765 a fost membru al Academiei de Stiinte din
Berlin.

Cum dupa continut, tot asa si dupa metodele de cercetare a problemei postulatul V a
lui Euclid, Lambert a continuat cercetarile lui Saccheri. Lambert ca si Saccheri cerceteaza
patrulaterul, numai nu cu doud unghiuri drepte, dar cu trei unghiuri drepte. Referitor la al
patrulea unghi, Lambert deasemenea presupune ipotezele unghiului ascutit, drept si
obtuz. Lambert stabileste echivalenta ipotezei unghiului drept cu postulatul V a lui
Euclid, aduce la contrazicere ipoteza unghiului obtuz si indreaptad cercetarile sale in
directia excluderii ipotezei unghiului ascutit. Lambert obtine toate rezultatele aduse de
Saccheri. El demonstreaza ca suma unghiurilor interioare in triunghi este mai mica decit

2d. Lambert mai obtine un sir de rezultate noi, care reesa din ipoteza unghiului ascutit.
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Asa, de exemplu, Lambert demonstreazd ca aria triunghiului este direct
proportionald cu diferenta dintre 2d si suma unghiurilor interioare in triunghi (defectul
triunghiului), a descoperit existenta unei unititi absolute de lungime.

Spre deosebire de Saccheri, Lambert niciodatd n-a spus ca el a demonstrat
postulatul V. El pe buna dreptate considera ca n-a ajuns nici la o contrazicere, indiferent
de rezultatele pe care le-a obtinut.

Lambert primul a observat, daca pe suprafata sferica de considerat cercurile mari in
calitate de drepte, atunci ipoteza unghiului obtuz se va realiza pe suprafata sferica.
Lambert face o concluzie justd cd geometria sfericd nu depinde de postulatul V a lui
Euclid. Dupa incercarile de a aduce la contrazicere ipoteza unghiului ascutit Lambert face
concluzia cd ipoteza unghiului ascutit se realizeaza pe o suprafata sferica imaginara.

Cercetarile lui Legendre (1752-1833)

Legendre a fost profesor la scoala politehnica, membru al Academiei de Stiinte din
Paris. Are rezultate impundtoare in diferite domenii ale matematicii. S-a ocupat si cu
problema postulatului V. Legendre demonstreaza la inceput, acceptand fara demonstratie,
dacd suma unghiurilor interioare in triunghi este egala cu 2d, atunci are loc postulatul V.
Astfel, Legendre demonstreaza echivalenta acestor doua afirmatii. Dupa aceasta el
considerd, daca ar putea demonstra ca suma unghiurilor in triunghi este 2d, fara a apela la
postulatul V, atunci ar fi demonstrat postulatul V. Legendre isi pune intrebarea: ce se
poate spune despre suma unghiurilor in triunghi neapeldnd la postulatul V? Legendre
presupune trei ipoteze:

1) suma unghiurilor in triunghi este mai mare decat 2d;

2) egala cu 2d;

3) mai mica decat 2d.

Prin cateva metode Legendre demonstreaza ca suma unghiurilor in triunghi nu-i mai
mare decat 2d, adica n-are loc prima ipoteza. Pentru a demonstra postulatul V ramane de
demonstrat ca ipoteza a treia duce la contrazicere. Legendre aduce mai multe
“demonstratii” a postulatului V, dar de fiecare data, fara sa observe, presupunea evidente
diferite afirmatii, care pana in cele din urma se dovedeau a fi echivalente cu postulatul V.

In comparatie cu Saccheri si Lambert, Legendre n-a descoperit rezultate noi in

problema postulatului V. Saccheri si Lambert au mers mult mai departe si au obtinut noi
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consecinte din ipoteza unghiului ascutit. Totodata mentionam meritul lui Legendre, ca el
a determinat nemijlocit legatura dintre postulatul V si suma unghiurilor in triunghi. Daca
cercetarile lui Saccheri si Lambert au trecut putin observate de matematicieni, apoi
autoritatea lui Legendre a facut ca mai multi matematicieni de la sfarsitul secolului XVIII
sd atragd atentia asupra postulatului V. Acest fapt a grabit In mare masurd rezolvarea
problemei postulatului V.

S& mentionam cad cercetdrile realizate de Saccheri, Lambert si Legendre sunt
patrunse de convingerea ca postulatul V a lui Euclid poate fi demonstrat cu ajutorul
celorlalte postulate si axiome. In privinta metodei demonstrari postulatului V ei au ales o
noua cale. Teoriile dezvoltate de ei sunt incercari de a demonstra postulatul V de la
contrariu. Ei au fost aproape de rezolvarea problemei postulatului V, dar increderea ca
ipoteza unghiului ascutit va duce la contrazicere i-a dus pe Saccheri si Legendre la

concluziii gresite, 1ar pe Lambert la cercetare nefinisata.

1.5. Afirmatii echivalente postulatului V

Dupa Euclid, doud drepte se numesc paralele, daca ele sunt situate in acelasi plan si
n-au puncte comune. S& mentionam, cd fara a apela la postulatul V se pot demonstra o
multime de teoreme. Printre acestea sunt si cele trei criterii de congruenta a triunghiurilor
si multe alte proprietiti ale triunghiurilor. In mod deosebit vom mentiona teorema despre
unghiul exterior al triunghiului: unghiul exterior al triunghiului este mai mare decdt
fiecare din cele doua interioare nealaturate. Cu ajutorul acestei teoreme vom demonstra
o lema foarte importantd in expunerea de mai departe.

Lema 1.5.1. Daca la intersectia a doua drepte cu o secanta unghiurile corespondente
sunt congruente, atunci aceste doud drepte nu se intersecteaza.

Demonstratie. Fie la intersectia dreptelor a si b cu secanta AB unghiurile

corespondente sunt congruente (de exemplu £1 = A2 (fig. 8))

_________
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Daca presupunem ca dreptele a si b se intersecteazd in careva punct P, atunci
obtinem triunghiul ABP in care unul din unghiurile de la varful A sau B este congruent cu
unghiul exterior de la celalalt varf. Acest fapt contrazice teoremei despre unghiul exterior
al triunghiului. Lema este demonstrata.

Cu ajutorul acestei Leme, fara a apela la postulatul V a lui Euclid, se poate
demonstra ca print-un punct M ce nu apartine dreptei a, in planul determinat de punctul
M si dreapta a, trece o dreapta paralela la dreapta a.

Intr-adevar, fie MN perpendiculara coborati din punctul M la dreapta a, iar b
dreapta ce trece prin punctul M perpendicular pe dreapta MN (fig. 9). Conform lemei
precedente, dreptele a si b nu se intersecteaza si prin urmare, sunt paralele.

Apare intrebarea: cdte drepte trec prin punctul M, ce nu apartine dreptei a, paralele
la dreapta a?

Teorema 1.5.2. Dacad are loc postulatul V, atunci prin fiecare punct M, ce nu
apartine dreptei a, trece o singurd dreapta paralela la dreapta a.

Demonstratie.Fie a 0 dreaptd arbitrara si M un punct arbitrar ce nu apartine

dreptei a (fig. 9).

M b
2% I .E.'.IF
13 a
N
Fig.9

Construim dreapta MN perpendiculara pe dreapta a si dreapta b perpendiculara pe
dreapta MN, care sa treaca prin punctul M. Evident, dreptele a si b sunt paralele. Fie b’ 0
dreapta arbitrara diferita de dreapta b si care trece prin punctul M. Unul dintre unghiurile
1 sau 2 este unghi ascutit. Fie unghiul 1 este ascutit. La intersectia dreptelor a si b’ cu
secanta MN se obtin unghiurile 1 si 3 de aceiasi parte a secantei MN, suma carora este
mai mica decat 2d si deoarece are loc postulatul V dreptele a si b’ se intersecteaza.
Urmeaza, ca b este unica dreapta ce trece prin punctul M paralela la dreapta a. Teorema
este demonstrata.

Sa demonstram ca este justa si afirmatia inversa.
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Teorema 1.5.3. Dacd print-un punct ce nu apartine dreptei date trece o singura
dreapta paraleld la dreapta data, atunci are loc postulatul V a lui Euclid.
Demonstratie. Fie la intersectia dreptelor a si b cu secanta MN se formeaza
unghiuri interne de aceiasi parte a si 3, astfel Incat
a+p<2d (1)
Sa demonstram ca dreptele a si b se intersecteaza intr-un punct situat in semiplanul,

in care sunt situate unghiurile a si g (fig. 10).

NV

P

/ N 5\ a
Fig.10

Sa notam prin y unghiul adiacent cu unghiul 8. Asa cum f +y = 2d din (1)
urmeaza ca y > a. Depunem de la semidreapta MN unghiul NMP congruent cu unghiul
a, astfel incat APMN si a sa fie alterne interne de parti diferite fata de secanta MN la
intersectie cu dreptele MP si a. Conform lemei 1.5.1 dreptele MP si a sunt paralele.
Deoarece a < y dreptele MP si b nu coincid. Avand in vedere ca prin punctul M trece o
singura dreapta paralela la dreapta a, urmeaza ca dreptele a si b se intersecteaza in careva
punct S. Daca vom presupune cd punctul S este situat in semiplanul in care este situat
unghiul £, atunci din inegalitatea a < y obtinem contrazicere cu teorema despre
unghiului exterior al triunghiului. Prin urmare, punctul S apartine semiplanului in care
sunt situate unghiurile a si 8. Teorema este demonstrata.

Asa dar, postulatul V a lui Euclid este echivalent cu asa numita axioma a
paralelelor: printr-un punct ce nu apartine dreptei date, in planul determinat de acest
punct si dreapta data trece nu mai mult decdt o singura dreapta paralela la dreapta data.

Existd mai multe afirmatii echivalente cu postulatul V. Una din acestea este
afirmatia: suma unghiurilor interioare in fiecare triunghi este egald cu 2d. Intr-adevir,

daca are loc postulatul V, atunci din teorema 1 rezulta ca are loc axioma paralelelor, dar
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atunci, dupa cum se stie din geometria elementara, suma unghiurilor in fiecare triunghi
este egala cu 2d. Sa demonstram si afirmatia inversa.

Teorema 1.5.4. Daca suma unghiurilor 1in fiecare triunghi este egala cu 2d, atunci
are loc postulatul V.

Demonstratie. Avand in vedere teorema 1.5.3, este suficient de demonstrat, daca
suma unghiurilor in fiecare triunghi este egala cu 2d, atunci are loc axioma paralelelor.

Fie a o dreapta arbitrarda si M un punct ce nu apartine dreptei a, iar MN

perpendicualara coborata din punctul M pe dreapta a (fig. 11).

b)

N Nj N2

Fig. 11
Sa construim prin punctul M dreapta b perpendiculara pe dreapta MN. Conform
lemei 1.5.1 dreapta b este paraleld la dreapta a. Sa demonstram ca orice alta dreapta b’,
ce trece prin punctul M intersecteaza dreapta a. Sa notam prin a unghiul ascutit pe care-I
formeaza dreapta b’ cu dreapta MN. Pe dreapta a de la punctul N din partea unghiului «
depunem consecutiv segmentele :
[NNi] = [MN], [N;No] = [MN,], ..., [Np-1 Ny ] = [MNy 4]

Asa cum suma unghiurilor in fiecare triunghi este egald cu 2d, urmeaza ca

_ — d . . . .
NMN, = MN,;N = R Deoarece 4MN;N este exterior pentru triunghiul dreptunghic
. g d o d :
isoscel MN;N,, urmeaza ca MN,N; = 7 ,adica MN,N = k Prelungind acest proces

obtinem MN,N = 21 dar atunci NMN,, = d — % Dupa conditie @ < d, deaceia n

n

poate fi ales, astfel incat, NMN, > a. In asa caz dreapta b’ va trece prin interiorul
unghiului NMN,, si va intersecta segmentul NN, . Asa dar, dreptele b’ si a se

intersecteaza. Teorema este demonstrata.
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Axioma paralelelor a lui Euclid poate fi inlocuitd cu asa afirmatie: in foate
triunghiurile suma unghiurilor interioare este una si aceiasi. Daca acceptam aceastd
afirmatie in calitate de axioma, atunci postulatul V va fi demonstrat ca teoremd. Sa
demonstram aceasta afirmatie. Sa notdm suma unghiurilor in fiecare triunghi prin x,

atunci (fig. 12):

a+pf+¢=x,
a+ @+ 6; =x,
B+ @, + 6, =x,
4. 6, + 6, = 2d.
Adunam egalitatile 2 si 3, obtinem:

wn e

0{+§01+5l+ﬁ+(p2+52=2x,

sau
x +2d = 2x, x = 2d.

In asa fel, in triunghiul ABC suma unghiurilor este egali cu 2d, dar atunci are loc
postulatul V. Deoarece, din postulatul V urmeaza ca suma unghiurilor in fiecare triunghi
este egald cu 2d, atunci afirmatia ca suma unghiurilor in fiecare triunghi este 0 marime
constanta este echivalenta cu postulatul V.

Academicianul M. V. Ostrogradscki in manualul sdu de geometrie elementara in loc
de postulatul V folosea axioma: Doua drepte paralele la a treia, sunt paralele intre ele.

Acceptand aceasta axioma usor se demonstreaza ca perpendiculara p si oblica g la

dreapta AB (fig. 13) intotdeauna se intersecteaza.

\A r

Fig. 13
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Intr-adevar, sa presupunem ca dreapta g nu intersecteaza dreapta p. in asa caz am
avea ca prin punctul A trec doud drepte diferite q si r care nu intersecteaza dreapta p.
Aici r este perpendiculara la dreapta AB, iar q este oblica la dreapta AB. Conform
axiomei lui Ostrogradscki dreptele g si r sunt paralele. Aceasta insd nu poate avea loc
deoarece punctul A este comun dreptelor r si q. Contrazicerea obtinuta demonstreaza, ca
oblica q si perpendiculara p se intersecteaza. Are loc si afirmatia inversa:

Daca are loc postulatul V a lui Euclid, atunci doua drepte paralele cu a treia sunt
paralele intre ele.

Intr-adevir, daca am presupune ci doua drepte paralele la a treia se intersecteazi am
avea ca print-un punct trec doua drepte paralele, ceia ce contrazice axiomei paralelelor.

In asa fel am demonstrat ca afirmatia: doud drepte paralele la a treia dreapta, sunt
paralele intre ele, este echivalentd cu postulatul V.

Teorema 1.5.5. Daca baza de sus a patrulaterului Saccheri este egala cu baza de jos,
atunci are loc postulatul V a lui Euclid.

Demonstratie. Fie in patrulaterul ABDC a lui Saccheri CD = AB (fig. 14). Atunci

PB = @D, unde P si Q sunt mijlocurile bazelor AB si CD corespunzator.

C Q D
]
1 u ]
A P B
Fig. 14

Prin urmare, patrulaterul QPBD va fi deasemenea patrulater Saccheri cu baza de jos PQ
si baza de sus BD si cu unghiul drept B (congruent cu unghiul D) de la baza de sus. Prin
urmare, in patrulaterul PBDQ avem patru unghiuri drepte, fapt echivalent cu postulatul
V. Asa dar afirmatia: in patrulaterul Saccheri baza de jos este egald cu baza de sus, este
echivalenta cu postulatul V a lui Euclid.

Teorem 1.5.6. Daca lungimea segmentului ce uneste mijlocurile a doud laturi a
triunghiului este egala cu jumate din lungimea laturii a treia, atunci are loc postulatul V a
lui Euclid.

Demonstratie. Fie D si E mijlocurile laturilor AC si BC a triunghiului ABC
(fig. 15).
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A B
Fig. 15

Din varfurile triunghiului ABC coboram perpendicularele AG, BH si CF pe dreapta DE.
Din congruenta triunghiurilor ADG si CDF , urmeaza ca AG = CF. Din congruenta
triunghiurilor BHE si CFE , urmeaza ca BH = CF . Prin urmare AG = BH si deci,
patrulaterul ABHG este patrulaterul Saccheri. Din congruenta acelorasi triunghiuri avem:
DG = DF si EH = FE. Atunci HG = 2DE = AB dupa conditie, adica in patrulaterul
Saccheri HGAB baza de sus AB este egala cu baza de jos GH, dar atunci conform celor
demonstrate mai sus are loc postulatul V a lui Euclid. Astfel, am obtinut inca o afirmatie
echivalenta postulatului V: linia medie a triunghiului este egald cu jumatatea bazei
triunghiului.

Teorem 1.5.7. Daca in orice triunghi dreptunghic patratul ipotenuzei este egal cu
suma patratelor catetelor, atunci are loc postulatul V a lui Euclid.

Demonstratie. In triunghiul dreptunghic arbitrar ABC construim segmentul DE,
care uneste mijlocurile D si E a catetelor (fig. 16).

A

nL\.‘llh“m

D B

ba | &

Fig. 16

Din conditiile teoremei avem:

, a2+ bz_az+b2_c2
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Prin urmare, x = — si conform Teoremei 1.5.6 are loc postulatul V.

N O

Teorema 1.5.8. Daca latura hexagonului regulat inscris in cerc este egald cu raza
acestui cerc, atunci are loc postulatul V a lui Euclid.

Demonstratie. Intra-devir, mirimea unghiului de la centru, care se sprijini pe arcul
AB este egala cu 5 din cerc, adicd cu 60°. Din conditie AB = OB si prin urmare

unghiurile de la baza OA a triunghiului OAB sunt congruente.

A

\

Fig. 17
Unghiul A este congruent cu unghiul B, asa cum OA = OB . Prin urmare, suma
unghiurilor in triunghi este 2d, dar atunci are loc postulatul V. Teorema este
demonstrata.
Evident, este justd si afirmatia inversd. Astfel, am obtinut inca o afirmatie

echivalentd cu postulatul V.

1.6. Aparitia geometriei hiperbolice

Pana la inceputul secolului XIX toate incercarile de a demonstra postulatul V a lui
Euclid au esuat. Totusi aceste incercari nereusite au jucat un rol pozitiv, deoarece ele au
ajutat de a patrunde mai adanc in structura geometriei, au facut sa se inteleagd mai corect
legatura reciproca dintre afirmatiile geometrice mai importante. Aceste incercari au
pregatit terenul ca unii savanti sd ajunga la ideea, ca acest postulat nu poate fi demonstrat
cu ajutorul celorlalte postulate si axiome a lui Euclid.

La inceputul secolului XIX aceste incercari nereusite s-au incununat cu succes. La
descoperirea asa numitei geometrii “neeuclidiene” sau hiperbolice au ajuns trei

cercetatori:
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1) marele matematician german Carl Friedrich Gauss (1777-1855);

2) profesorul Universitatii din Cazani Nikolai lvanovici Lobacevski (1792-1856);

3) ofiterul ungar Janos Bolyai (1800-1860).

Trebuie sa mentiondm de la bun Tnceput, ca aportul acestora in crearea si dezvoltarea noii
geometrii este foarte diferit.

In ce priveste Gauss, el pe parcursul vietii sale n-a lasat nici o urma de expunere
sistematica a descoperirilor sale din domeniul geometriei neeuclidiene, n-a facut nici 0
publicatie pe aceastd temd. Despre cercetarile lui Gauss in geometria neeuclidieand lumea
matematicienilor a aflat doar dupa moartea acestui mare matematician, dupa ce au fost
publicate unele manuscrise si scrisori, de catre prieteni. Din aceste izvoare se poate face
concluzia ca Gauss 1ncd in 1816 poseda unele idei despre geometria neeuclidiand pe care
le-a dezvoltat in “tacere”. Gauss se temea sa nu-si pateze autoritatea in fata savantilor
lumii, care incd nu erau pregatiti sa-l inteleagd. Gauss nu numai ca n-a publicat
rezultatele sale din domeniul geometriei neeuclidiene, dar nici n-a permis prietenilor sai
sa divulge continutul scrisorilor sale referitoare la noua geometrie si nici n-a sustinut
moral pe Janos Bolyai, N. Lobacevski, pe altii, care aveau aceleasi idei si pentru care
uneori chiar erau obijduiti pentru aceasta.

Janos Bolyai a ajuns la ideia existentei noii geometrii Incd in anul 1823, dar a
publicat rezultatele sale abea in 1832 (trei ani mai tarziu decat Lobacevski). Fiind
neinteles de contemporanii sdi si avand o atarnare neinteleasd din partea lui Gauss, I.
Bolyai mai mult n-a publicat nici o lucrare. Este interesant faptul ca Bolyai considera ca
Lobacevski este o persoana razgandita de Gauss si cd sub numele acestuia se ascunde
insasi Gauss.

Un merit deosebit in descoperirea si dezvoltarea geometriei neeuclidiene i apartine
maretului savant rus N. |. Lobacevscki.

N. I. Lobacevscki s-a nascut la 2 decembrie 1792 in orasul Nijnai Novgorod, in
familia unui mic functionar. Datoritd energiei depuse de mama sa, in anul 1802 a fost
admis in gimnaziul din Cazani, iar in 1807 a fost transferat in Universitatea din Cazani.
Dupa absolvirea Universitatii din Cazani a fost lasat in calitate de lector in aceastd

universitate. In anul 1816 N. I. Lobacevski devine profesor, iar in anii 1827-1846 este
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rector al acestei universitati. In anii 1846-1855 activeaza in calitate de adjunct al Sefului
de studii a tinutului Cazani. S-a stins din viata la 24 februarie 1856.

In primii ani de activitate in universitate N. |. Lobacevski se concetreazi in
demonstrarea postulatului V. Incercirile sale nereusite de a demonstra postulatul V, cat si
incercarile predecesorilor sai l-au adus la concluzia, ca postulatul V nu poate fi
demonstrat pe baza celorlalte postulate i axiome.

Pentru a demonstra acest fapt, N. I. Lobacevscki a construit un sistem logic, in care
a pastrat toate postulatele si axiomele lui Euclid, inlocuind doar postulatul V cu afirmatia
opusa: printr-un punct M ce nu apartine dreptei a, in planul determinat de punctul M si
dreapta a, trec cel putin doua drepte ce nu intersecteaza dreapta a. Lobacevski,
dezvoltand sistemul astfel obtinut, ajunge la concluzia cd aceastd schemd logica
reprezintd o noua geometrie, care poate fi dezvoltata cu acelasi succes, cum si geometria
lui Euclid.

La 7 februarie (dupa stilul vechi) in 1826 N. |. Lobacevski a facut un referat la
sedinta facultatii de fizica si matematica a universitatii din Cazani pe teoria paralelelor:
”Abordari despre principiile geometriei”. In anul 1829 in revista universitatii din Cazani
apare articolul ,,Despre inceputurile geometriei”. Aceasta a fost prima lucrare publicata
pe noua geometrie. Ulterior, Lobacevski a publicat mai multe lucriri pe aceastd tema. in
aceste lucrari, el primul a formulat si a argumentat afirmatia cd postulatul V nu poate fi
demonstrat pe baza celorlalte postulate si axiome a lui Euclid.

Lobacevski dezvolta noua geometriei pe plan si in spatiu in limitele in care era
dezvoltatd geometria Iui Euclid , inclusiv si formulele trigonometriei. Lobacevski a numit
noua geometric “imaginara” (ulterior ea a fost numitd geometria lui Lobacevski sau
geometria hiperbolica).

Descoperind noi si noi afirmatii, Lobacevski nu intalneste careva contraziceri
logice. Cercetarile sale facute l-au adus la concluzia, ca geometria datda nu poate duce la
contrazicere. Dorind sd demonstreze acest fapt, el face o cercetare analiticd a acestel
timpurile celea.

Lobacevski a ardtat ca noua geometrie poate fi aplicatd cu succes In analiza

matematica. El a calculat multe integrale, care pand la dansul nu puteau fi calculate.



Rezultatele obtinute de Lobacevski s-au dovedit a fi atdt de neobisnuite, incat
matematicienii educati pe ideile lui Euclid, nu puteau accepta aceste rezultate (chiar si
academicianul M. V. Ostrogradski — unul dintre cei mai talentati matematicieni din
secolul XIX). Numai dupd moartea lui Gauss, dupa ce au fost publicate corespondentele
lui Gauss cu unii prieteni-matematicieni, in care se contineau unele pareri incantatoare
despre cercetdrile lui Lobacevski si Bolyai, atentia matematicienilor din toatd lumea a
fost indreptatd spre geometria lui Lobacevski. Au urmat multe cercetdri referitoare la
geometria hiperbolica. O atentie deosebitd merita lucrarea lui Eugenio Beltrami
”Experienta de interpretare a geometriei neeuclidiene”, care a fost publicata in anul 1868.
In aceasta lucrare au fost aduse exemple de suprafete in care se realizeazi geometria
plani a lui Lobacevski. In anul 1871 marele matematician german Felix Klein (1849-
1925) in lucrarea “Despre asa numita geometrie neeuclidiand” a demonstrat
compatibilitatea acestei geometrii.

Sa mentiondam ca cercetarile lui Lobacevski au fost recunoscute si pe larg
promovate abea dupa moartea autorului. S-a dovedit, ca lucrarile lui Lobacevski din
domeniul geometriei reprezinti o noud etapa in dezvoltarea stiintelor exacte. In legatura
cu aceasta, matematicianul englez Clifford I-a numit Copernic al geometriei pe
Lobacevski.

Pana la Lobacevski se considera, ca geometria euclidiand este unica Invatiturad
posibild despre spatiu. Lucrarile lui Lobacevski au dezmintiti aceasta parere si au dus la
unele generalizari a geometriei si la aplicatiile ei in diferite domenii ale matematicii,
mecanicii, fizicii si astronomiei.

In § 1.2 am mentionat ci din punct de vedere stiintific sistemul de postulate si
axiome a lui Euclid nu poate fi acceptat ca complet satisfacator, deoarece in expunerea
geometriei deseori se folosesc asa afirmatii, care nici nu se Intdlnesc in postulate si
axiome, dar nici nu-s demonstrate. In legaturd cu acest fapt spre sfarsitul anilor 60 a
secolului XIX in fata matematicienilor a aparut problema de a construi un asa sistem de
axiome a geometriei elementare, in baza caruia, bazanduse numai pe legile logicii, fara a
apela la ilustrativitate si unele fapte chipurile evidente, sd se poatd expune geometria.
Aceastd problemd a devenit si mai actualda dupa ce au fost recunoscute rezultatele lui

Lobacevski si au aparut lucrarile lui B. Riemann despre geometria eliptica.
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Spre sfarsitul secolului XIX si inceputul secolului XX au aparut un sir de lucrari
puse la baza geometriei a unor vestiti matematicieni ca Pash, Peano, Pierre, Hilbert, Weili
s.a. Cele mai reusite s-au dovedit a fi lucrarile lui Hilbert si Weili. Aceste cercetdri au
avut o mare influentd la formarea metodei axiomatice, care se aplicdA in toate
compartimentele matematicii contemporane.

Lucrarea lui D. Hilbert "Bazele geometriei” editata in anul 1899 a jucat un rol
esential in aceastd serie de cercetiri. In anul 1903 acestei lucrari i s-a decernat premiul
international N. |. Lobacevski. In aceastd lucrare pentru prima dati este dat un sistem
complet de axiome, suficient pentru a construi intreaga geometrie euclidiand numai pe
cale logica.

Se poate de spus: cu ”Bazele geometriei” lui Hilbert se incepe actuala metoda
axiomatica in matematica. Din aceste considerente in capitolul urmator ne vom face

cunoscut mai detailat cu aceasta lucrare.
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CAPITOLUL I1. AXIOMATICA LUI D. HILBERT

Dupa Hilbert se presupune ca sunt date trei multimi diferite. Elementele primei
multimi se numesc puncte, elementele celei de a doua multime Se numesc drepte, iar
elementele celei de a treia multime se numesc plane. Punctele, dreptele si planele se
noteaza corespunzator prin literele 4,B,C, ...,a,b,c,...,a,B,y, ... . Se presupune ca
elementele acestor multimi se afla in anumite relatii, care se numesc “apartine”, ”a fi
situat intre” s1 “congruent”. Acestea sunt relatiile de baza. Natura acestor notiuni, adica a
elementelor celor trei multimi si a relatiilor de baza pot fi arbitrare, dar acestea trebuie sa
satisfacd anumitor axiome. Sistemul de axiome a lui Hilbert contine 20 axiome care sunt
impdrtite in cinci grupe.

Observatie. Cand se va vorbi despre doud sau trei puncte, trei sau doud drepte, doua

sau trei plane, atunci de fiecare datd se va avea in vedere ca acestea sunt diferite.

2.1. Grupa 1. Axiomele de incidenta

Axiomele acestei grupe presupun ca intre elementele celor trei multimi are loc o
anumita relatie, care se exprima prin niste notiuni nedefinite a fi situat pe”, “apartine”,
“incident”, astfel incat se satisfac urmatoarele axiome:

1. Pentru orice doud puncte A si B, exista dreapta a ce trece prin aceste puncte.

I,. Pentru orice doua puncte A si B, existd nu mai mult decat o dreapta a ce trece
prin aceste puncte.

I5. Pe fiecare dreapta exista cel putin doud puncte. Exista cel putin trei puncte, ce
nu apartin unei drepte.

1,. Pentru orice trei puncte 4, B,C, ce nu apartin unei drepte, exista planul a ce
trece prin aceste puncte. Pe fiecare plan este situat cel putin un punct.

I5. Pentru orice trei puncte, ce nu apartin unei drepte, existd nu mai mult decat un
plan, ce trece prin aceste puncte.

Is. Daca doud puncte A, B ale dreptei a apartin planului «, atunci fiecare punct al
dreptei a apartine planului a.

In asa caz se spune ci dreapta a este situati in planul a sau ci planul a trece prin

dreapta a.
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I;. Daca doud plane a si f au un punct comun A, atunci ele au cel putin inca un
punct comun B.

I5. Exista cel putin patru puncte, ce nu apartin aceluiasi plan.

Cu ajutorul axiomelor I; — I pot fi demonstrate un sir de teoreme, unele din care in
cursul scolar nici nu se demonstreaza, considerandu-se ca evidente.

VVom enumera unele dintre acestea.

Teorema 2.1.1. Prin doud puncte A4, B trece o dreaptd a si numai una singura.

Teorema 2.1.2. Prin trei puncte ce nu apartin unei drepte trece un plan si numai
unul singur.

Teorema 2.1.3. Doua drepte nu pot avea mai mult decat un punct comun.

Teorema 2.1.4. Doua plane sau n-au nici un punct comun, sau au o dreapta
comuna, pe care sunt situate toate punctele comune ale acestor plane.

Teorema 2.1.5. Printr-o dreapta si un punct ce nu-i apartine trece un plan si numai
unul singur.

Teorema 2.1.6. Prin doud drepte ce se intersecteaza trece un plan si numai unul
singur.

Teorema 2.1.7. Pe fiecare plan exista cel putin trei puncte ce nu apartin unei drepte.

Teorema 2.1.8. Planul si dreapta ce nu-i apartine nu pot avea mai mult decat un
punct comun.

Dupa cum se vede, atat din axiomele de incidentd, cat si din teoremele formulate
mai sus, atat dreptele cét si planele sunt foarte ”sdrace” in puncte. Numai cu ajutorul
axiomelor I; — Ig nu se poate demonstra ca pe dreapta ori plan exista un numar infinit de

puncte.

2.2. Grupa Il. Axiomele de ordine
Se presupune cd un punct pe dreapta se poate afla intr-o anumita relatie cu alte doua
puncte ale acestei drepte. Aceasta relatie se exprima prin cuvintele “a fi situat intre” sau
situat intre”. Daca punctul B este situat intre punctul A si punctul C, vom scrie A- B-C.
Se presupune satisfacerea urmatoarelor axiome:

11,. Daca A- B- C, atunci A, B, C sunt trei puncte ale unei drepte si C - B- A.
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11,. Pentru orice doud puncte A si B, pe dreapta AB exista cel putin un punct C,
astfel incat A— B— C.Mecto g1 Gopmyibl.

I15. Pentru orice trei puncte ale unei drepte, exista nu mai mult decat un punct, situat
intre celelalte doua puncte.

11,. (Axioma lui Pash). Fie A, B, C trei puncte ce nu apartin unei drepte, iar a 0
dreapta din planul ABC, ce nu trece nici prin unul din punctele A, B,C. Atunci, daca
dreapta a trece printr-un punct al segmentului AB, atunci ea trece deasemenea printr-un
punct al segmentului AC sau BC.

Cu ajutorul axiomelor primelor doua grupe de axiome pot fi demonstrate un sir de
teoreme, printre care in mod deosebit vom demonstra urmatoarea teorema.

Teorema 2.2.1. Daca A si C sunt doud puncte, atunci exista cel putin un punct B,
astfel incat A- B-C.

Demonstratie. Conform axiomei I; exista punctul D, ce nu apartine dreptei AC.
(fig. 18).

Fig. 18
Conform Teoremei 2.1.5 din paragraful precedent prin punctul D si dreapta AC
trece un singur plan «. Conform axiomei I, pe dreapta AD exista asa punct E, incat
A- D-E. Dupa axioma I, punctul E apartine planului «. Conform axiomei I1, pe dreapta
EC exista asa punct F, incat E- C- F. Conform axiomei I, punctul F este situat in planul
a si dreapta FD deasemenea apartine planului a. In baza axiomei II; F nu este situat
intre E si C, adica nu apartine segmentului EC. Dreapta FD nu trece nici prin unul din

punctele A, E, C. Intr-adevar, dreapta FD are cu dreapta EC punctul comun F, diferit de
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E si C in baza axiomei I1;, iar in baza teoremei 3 din paragraful precedent alte puncte
comune nu pot sa existe. Dreapta FD nu trece nici prin punctul A, deoarece are cu dreapta
AE punctul comun D, diferit de punctele A si E (axioma [1;) si alte puncte comune nu
existd (Teorema 3 din paragraful precedent). Prin urmare, avem dreptul de a folosi
axioma lui Pash in raport cu dreapta DF si punctele 4, E, C. Sa aplicam axioma lui Pash,
in baza careia dreapta DF va intersecta ori segmentul EC, sau segmentul AC intr-un punct
interior. Dupa cum am vazut insa, DF nu are puncte comune cu segmentul EC si prin
urmare, dreapta DE intersecteaza segmentul AC intr-un punct interior B. Teorema este
demonstrata.

Se pare acum, ca se poate demonstra, ca pe segmentul AC existd o multime infinita
de puncte, daca aplicam aceasta teorema la segmentul AB sau BC s.a.m.d. Aceasta insa

nu este chiar asa. Problema e ca, daca A- B-C, iar B- D- C, din axiomele noastre inca

nemijlocit nu se vede ca A-D-C. Din aceastd cauza va trebui de demonstrat niste
afirmatii addugatoare.

Teorema 2.2.2. Din trei puncte ale unei drepte unul si numai unul este situat intre
celelalte doua.

Teorema 2.2.3. Daca A- B-C, iar B- C- D, atunci B si C sunt situate intre A si D.

Teorema 2.2.4. Daca A- B-C si A- C- D, atunci B-C-D si A- B-D.

Teorema 2.2.5. Intre orice doud puncte ale dreptei sunt situate o multime infinitd de
puncte.

Demonstratie. Fie pe dreapta a sunt date punctele A si B. Conform Teoremei 2.2.1

exista punctul C, astfel incat A- C- B. Conform aceleiasi teoreme exista punctul C;, astfel
incat A- C;,— C. Conform teoremei 4 punctul C este situat intre punctele A si B, iar
conform axiomei II, punctele 4, B, C, C; sunt puncte diferite ale dreptei (axioma II,). In
baza teoremei 1 exista punctul C,, astfel incat A- C,- C;. Conform teoremei 4 este situat
intre A si C, dar atunci in baza aceleiasi teoreme A- C,— B si conform axiomei /I; este
diferit de punctele A,B,C,C,. Repetand aceste rationamente, noi putem demonstra
existenta oricarui numar de puncte pe segmentul AB.

Sa mentiondm ca astfel, noi demonstram doar existenta unei multimi numerabile de

puncte pe dreapta. Pentru a demonstra Insa existenta unui numar nenumerabil de puncte
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de puterea continuumului, axiomele primelor doua grupe nu sunt suficiente. Pentru
aceasta este necesar de aplicat axiomele de continuitate. Aceasta se referd si la
demonstratia existentei unui numar infinit de drepte in plan si de plane in spatiu.

Se introduc notiuni noi si se demonstreaza noi teoreme.

Definitia 2.2.6. Fie A, B, O trei puncte ale unei drepte. Dacé O este situat intre A si
B, atunci se spune cd A si B sunt situate de parti diferite de la punctul O, iar daca O nu
este situat intre A si B, atunci se spune cd A si B sunt situate pe dreapta de aceiasi parte
de la punctul 0.

Are loc teorema:

Teorema 2.2.7. Fiecare punct O al dreptei a imparte toate celelalte puncte ale
dreptei a in doua clase, astfel incat orice doua puncte ce apartin uneia si aceleasi clase
sunt situate de aceiasi parte de la punctul O, iar orice doud puncte ce apartin la clase
diferite, sunt situate de parti diferite de la punctul O.

Aceastd teorema permite de a introduce notiunea de semidreapta.

Definitia 2.2.8. Multimea tuturor punctelor dreptei a, situate de una si aceiasi parte
de la punctul O, adica ce apartin unei clase, se numeste semidreapta, iar punctul O se
numeste originea semidreptei.

Din Teorema 2.2.7 urmeaza ca fiecare punct imparte dreapta in doud semidrepte.

Prin anologie se introduce notiunile de semiplan si semispatiul.

Se introduce notiunea de unghi, de punct interior unghiului, de punct exterior
unghiului, de domeniu interior unghiului si de domeniu exterior unghiului.

Teorema 2.2.9. Fiecare semidreapta h, ce trece prin interiorul unghiului AOB si
prin punctul O intersecteaza segmentul AB si invers: orice semidreaptd ce trece prin
varful unghiului si printr-un punct interior segmentului AB, ce uneste doua puncte A si
B, ce apartin laturilor unghiului, este semidreapta interioara unghiului AOB.

Cu ajutorul primelor doua grupe de axiome se poate deasemenea introduce notiunile
de linie franta, de poligon, de domeniu interior poligonului si de domeniu exterior
poligonului.

Daca O este un punct oarecare, h o semidreapta cu originea O, iar A este semiplanul
determinat de dreapta h, atunci terna 0, h, A se numeste steag si se noteaza (0, h, 1). Aici

h este dreapta determinati de semidreapta h.

41



2.3. Grupa III. Axiomele de congruenta

Se presupune cd segmentul (unghiul) se afla intr-o anumita relatie cu alt oarecare
segment (unghi). Aceastd relatie se exprimd prin cuvantul “congruent” sau “egal” si se
noteaza ” = ” sau ” = ". Se cere satisfacerea urmatoarelor cinci axiome.

I11;. Daca este dat segmentul AB si o semidreapta cu originea in punctul A’, atunci
exista punctul B ce apartine acestei semidrepte, astfel incat [A'B'] = [AB].

Se poate demonstra ca punctul B’ pe aceasta dreapta este unic.

I11,. Daca [A'B'] = [AB] si [A”B'"'] = [AB], atunci [A'B’] = [A"B"'].

IlI;. Fie A-B-C, A'-B'-C', [AB] = [A'B'] si [BC] = [B'C'], atunci [AC] =
[A'C'].

111, . Fie dat g£hk si steagul (O',h’,A") . Atunci, in semiplanul A’ existd o
semidreapta k' si numai una singura cu originea in 0’, astfel incat £hk = Ah'k’.

Fiecare unghi este conrgruent cu sine insusi.

I1I5. Fie A, B, C trei puncte ce nu apartin unei drepte si A’, B, C' deasemenea trei
puncte ce nu apartin unei drepte. Daca [AB] = [A'B’], [AC] = [A'C'], 4BAC = 4B'A'C’,
atunci £4ABC = 4A’'B'C'.

Cu ajutorul axiomelor de congruentd pot fi demonstrate un sir de teoreme. Vom
enumera unele din ele.

Teorema 2.3.1. Relatia de congruenta este o relatie de echivalentd pe multimea
segmentelor.

Teorema 2.3.2. In triunghiul isoscel unghiurile de la baza sunt congruente.

Definitiea2.3.3. Triunghiurile ABC si A'B'C’ se numesc congruente, daca [AB] =
[A'B'], [BC] = [B'C'], [CA] = [C'A’], 8A = 8A', 4B = 4B’, 4C = 4C’.

Teorema 2.3.4. Au loc cele trei criterii de congruenta a triunghiurilor.

In calitate de exemplu, si demonstrim primul criteriu de congruenti a
triunghiurilor.

Daca in triunghiurile ABC si A'B'C', [AB] = [A'B'], [AC] = [A'C'], 4A = 4A',
atunci AABC = AA'B'C'.

Demonstratie. Deoarece [AB] = [A'B'], [AC] =[A'C'] si 4BAC = 4B'A'C’ ,
atunci in baza axiomei IIlIs avem 4ABC = 4A'B'C’, adici 4B = 4B'. Din [AB] =
[A'B'], [AC] = [A'C'], 4CAB = £C'A’'B' in baza aceleasi axiome Z£ACB = 4A'C'B’,
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adicad 4C = 4C’'. Raméane si demonstraim ca [BC] = [B'C']. Facem demonstratia de la
contrariu. Fie [BC] & [B'C']. In baza axiomei I1I, pe semidreapta [B'C") existd punctul
D pentru care [BC] = [B'D’]. Asa cum punctele C' si D' nu coincide, urmeaza ca
semidreptele [A'C") si [A'D") deasemenea nu coincid (fig. 19).

B B'

Din [BA] =[B'A'], [BC]=[B'D'], 4ABC = 4A'B'D' in baza axiomei Il
obtinem ABAC = 4B'A'D’'. Dupa conditie insa 4BAC = 4B'A’C’ . Ultimele doua
congruente contrazic conditiei de unicitate in axioma I11,. Prin urmare, [BC] = [B'C'].
Teorema este demonstrata.

Cu ajutorul criteriilor de congruenta a triunghiurilor se demonstreaza urmatoarea
teorema.

Teorema 2.3.5. Relatia de congruenta pentru unghiuri este o relatie de echivalenta.

Se definesc notiunile ”mai mic”, “mai mare” pentru segmente si unghiuri si se
determina proprietatile compararii segmentelor si unghiurilor. Se introduce notiunea de
unghi adiacent si unghi drept.

Teorema 2.3. 6. Unghiul drept exista.

Teorema 2.3.7. Unghiurile drepte sunt congruente.

Teorema 2.3.8. In fiecare triunghi laturii mai mare se opune unghiul mai mare si
invers.

In mod deosebit mentionim teorema la care vom apela de mai multe ori.

Teorema 2.3.9. Unghiul exterior al triunghiului este mai mare decat fiecare din cele
doua interioare nealaturate.

Se definesc mijlocul segmentului si bisectoarea unghiului.

Teorema 2.3.10. Fiecare segment are un mijloc si numai unul singur.

Teorema 2.3.11. Fiecare unghi are o bisectoare si numai una singura.
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Teorema 2.3.12. In triunghiul isoscel bisectoarea unghiului de la varf este mediani
st indltime.

Teorema 2.3.13. Prin orice punct al planului trece o singurd perpendiculard la 0
dreapta data.

Teorema 2.3.14. Daca doua drepte sunt perpendiculare la aceiasi dreaptd, atunci
aceste doud drepte nu se intersecteaza.

Teorema 2.3.15. Daca la intersectia a doua drepte cu a treia dreapta se formeaza
unghiuri corespondente congruente, atunci aceste doud drepte nu se intersecteaza.

Teorema 2.3.16. Daca in planul a sunt date o dreaptd si un punct ce nu apartine
aceste drepte, atunci prin acest punct trece cel putin o dreapta ce nu intersecteaza dreapta

data.

2.4. Grupa IV. Axiomele de continuitate

1V;. (Axioma lui Arhimede). Fie [AB] si [CD] doua segmente arbitrare. Atunci pe

dreapta AB exista un numar finit de puncte 44, 4,, ... A, astfel incat au loc relatiile:

DA—-A, —A,, Ay — A, —Ag, ., Ay — Ay — Ay

2)[AA,] = [A14;] = -+ = [A,-1A,] = [CD];

3)A—B —A,.

1V,. (Axioma lui Cantor). Fie pe o dreaptad arbitrara a este dat un sir infinit de
segemente [A,B,], [A,B,], ..., [An—1A4,], ..., astfel incat fiecare incepand cu al doilea este
situat in interiorul celui precedent si pentru fiecare segment [CD] exista asa n € N, incét
[A,B,] < [CD]. Atunci pe dreapta a existd asa punct M, ce apartine fiecarui segment al
acestui sir.

Usor ne incredintim ci punctul M este unic. Intr-adevar, daci presupunem ca
punctul N diferit de punctul M deasemenea apartine tuturor segmentelor sirului, atunci
obtinem ca [4,,B,] = [MN] pentru orice n € N, fapt ce contrazice axiomei.

Se poate demonstra cd axiomele IV; — IV, cu conditia cd au loc axiomele I — 111
sunt echivalente cu axioma lui Dedekind.

Fie data o descompunere a punctelor segmentului [AB] in doua clase K; si K, (adica

K,UK, = [AB], K; N K, = 0), care satisface la doua conditii:



1) A € K;, B € K, si clasele K;, K, mai contin puncte diferite de A si B;
2) Orice punct din clasa K, diferit de A este situat intre A si orice punct din clasa
K.
Atunci, exista punctul M, pe segmentul [AB], astfel incat orice punct situat intre A si M,
apartine clasei K, iar orice punct situat intre M, si B apartine clasei K.

Impartirea segmentului [AB] in clasele K; si K,, care satisface conditiilor 1) — 2) se
numeste sectiunea lui Dedekind. Despre punctul M, se spune ca el face aceasta sectiune.
Se poate demonstra ca punctul M, este unic si ca el apartine uneia din clasele K; sau K.

Cele mai importante consecinte din axiomele I — [V se refera la teoria masurdrii
segmentelor si unghiurilor. Construind teoria masurarii segmentelor, usor se poate
demonstra, cd existd aplicatie biunivocd intre punctele dreptei si multimea numerelor
reale si ca aceastd aplicatie pastreazd ordinea. Prin urmare, punctele pe dreaptd sunt
continuu situate unul dupa altul, dupa cum si numerele in multimea R.

S& mai mentiondm ca odatd cu introducerea axiomelor de continuitate se mai poate
demonstra si asa teoreme:

Teorema 2.4.1. Dreapta situata intr-un plan cu cercul si care trece printr-un punct
A interior cercului, intersecteaza cercul in doud puncte.

Teorema 2.4.2. Daca doua cercuri sunt situate in acelasi plan, astfel incat unul
trece printr-un punct interior si printr-un punct exterior in raport cu celalalt, atunci aceste

cercuri se intersecteaza in doud puncte.

2.5. Grupa V. Axioma paralelelor

Totalitatea axiomelor din grupele I — IV, cercetate mai sus, nu-s suficiente pentru a
fundamenta geometria euclidiana, este necesard inca axioma paralelelor.

Toate afirmatiile geometrice, care pot fi demonstrate in baza axiomelor grupelor
I — 1V determina asa numita geometrie absolutd. Toate teoremele pe care le-am anuntat
dupa fiecare grupa din cele patru grupe de axiome cercetate, sunt teoreme ale geometriei
absolute. Dupa cum am vazut, geometriei absolute 1i apartine si teorema despre aceia, ca
printr-un punct, ce nu apartine dreptei date, in planul determinat de acest punct si aceasta

dreaptd, trece nu mai mult decat o dreaptd ce nu intersecteaza dreapta datd. Garantand
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existenta unei asa drepte, teorema aceasta nu da raspuns la intrebarea, daca aceasta
dreapta va fi unica.

In dependenti de faptul, acceptim noi ca in calitate de cerintd adaugitoare, aceasti
dreapta sa fie unica sau nu, noi obtinem corespunzator sau geometria lui Euclid, sau
geometria lui Lobacevski.

Geometria absoluta, bazata doar pe axiomele primelor patru grupe de axiome, este
partea comuna a cestor doua geometrii.

Axioma paralelelor lui Euclid poate fi formulata in felul urmator:

V. Fie a o dreapta oarecare si A un punct ce nu-i apartine dreptei a, atunci in
planul determinat de dreapta a si punctul A, prin punctul A trece nu mai mult decdt o
dreapta, ce nu intersecteaza dreapta a.

Daca la cele patru grupe de axiome mai acceptim si axioma paralelelor V a lui
Euclid, atunci noi facem concluzia, ca prin punctul A € a trece o singura dreapta ce nu
intersecteazd dreapta a. Aceasta dreaptd se numeste paralela la dreapta a.

In baza axiomelor celor cinci grupe I — V se poate construi teoria paralelelor dupa
Euclid, de demonstrat teorema despre suma unghiurilor interioare in triunghi si in
poligonul convex, de studiat proprietatile paralelogramului si trapezului, de construit
teoria asemanarii s.a.m.d. S& mai mentionam, ca axiomele grupelor I —V permit
argumentarea trigonometriei studiate in cursul preuniversitar si deasemenea geometria
analitica a lui Descartes. In particular, folosind teorema lui Pitagora, pentru demonstrarea
careia este necesar de folosit axioma V a paralelelor, se poate de demonstrat formula de
calculare a distantei dintre doua puncte dupa coordonatele acestor puncte. Se mai poate
demonstra ca planul in spatiu poate fi determinat de o ecuatie de gradul intai, iar dreapta
de catre un sistem de doud ecuatii cu trei variabile. Astfel, avem posibilitatea de a aplica
algebra pentru a demonstra teoremele geometriei.

Cu ajutorul axiomelor I —V se poate introduce notiunea de arie a poligonului si

notiunea de volum a poliedrului.

46



CAPITOLUL I1l. GEOMETRIA ELEMENTARA iN PLANUL HIPERBOLIC

3.1. Geometria absoluta

Dupd cum am mentionat in capitolul I, in geometrie existd o multime de afirmatii,
care nu depind de postulatul V a lui Euclid. Totalitatea acestor afirmatii alcatuiesc asa
numita geometrie absolutd. S-a mentionat deasemenea, ca sistemul lui Euclid nu era
complet si deseori, atat Euclid cat si geometrii dupa dansul, erau nevoiti sa apeleze la
desen, adica sa se bazeze pe careva afirmatie evidenta.

N. I. Lobacevski s-a pomenit intr-o situatie similard. El n-a propus un sistem de
axiome, n-a formulat o listd completa de axiome si nici n-a putut sa faca acest lucru, dar
ca si Euclid, deseori apela la desen, acceptand unele afirmatii ca evidente.

Lobacevski in cercetarile sale se bazeaza pe toate afirmatiile lui Euclid, demonstrate
fard a apela la postulatul V. Toate aceste afirmatii sunt comune pentru geometria lui
Euclid si cea a lui Lobacevski. Astfel geometria absoluta este fundamentul si geometriei
lui Euclid si a geometriei hiperbolice.

Sa aducem o lista necompleta de teoreme din planimetrie, care se refera la
geometria absoluta.

Teorema 3.1.1. Fiecare segment si fiecare unghi se poate in mod univoc de impartit

in jumatate.

Teorema 3.1.2. Prin fiecare punct se poate construi o singura perpendiculara la

dreapta data.

Teorema 3.1.3. Unghiurile opuse la varf sunt congruente.
Teorema 3.1.4. Toate unghiurile drepte sunt congruente.

Teorema 3.1.5. In orice triunghi nu poate fi mai mult decat un unghi drept sau

obtuz.

Teorema 3.1.6 Intr-un triunghi isoscel bisectoarea unghiului de la varf este si

medianad si inaltime.

Teorema 3.1.7. Unghiul exterior al triunghiului este mai mare decat fiecare din

cele doua nealaturate.
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Teorema 3.1.8. In triunghi latura mai mare se opune unghiului mai mare si invers.
Teorema 3.1.9. Au loc cele trei criterii de congruentd a triunghiurilor.

Teorema 3.1.10. Daca la intersectia a doua drepte cu o secantd se obtin unghiuri
corespondente congruente sau ca suma celor alterne interne de aceiasi parte a

secantei sunt egale cu 2d, atunci aceste doua drepte nu se intersecteaza.
Teorema 3.1.11. Doua perpendiculare la aceiasi dreaptd nu se intersecteaza.
Teorema 3.1.12. Suma unghiurilor in triunghi nu poate fi mai mare decat 2d.

Teorema 3.1.13. Print-un punct ce nu apartine dreptei date, in planul determinat
de acest punct si dreapta data, trece macar o dreapta ce nu intersecteaza dreapta

data.

Teorema 3.1.14. Daca semidreapta trece prin varful triunghiului si prin interiorul

acestui triunghi, atunci semidreapta intersecteaza latura opusa a triunghiului.

Teorema 3.1.15. Bisectoarele triunghiului se intersecteaza intr-un punct din

interiorul triunghiului.
Teorema 3.1.16. In orice triunghi se poate inscri un singur cerc.
Teorema 3.1.17. Dreapta intersecteaza cercul nu mai mult decét in doud puncte.

Teorema 3.1.18. Daca in plan doud puncte sunt situate de parti diferite a unei

drepte, atunci segmentul ce uneste aceste puncte intersecteaza dreapta data.

Teorema 3.1.19. Daca alegem un segment unitar, atunci fiecarui segment i se
poate pune in corespondentd un singur numdr pozitiv, numit lungimea
segmentului si invers, fiecarui numar pozitiv se poate pune in corespondentd un

segment, lungimea caruia se exprima prin acest numar.

Teorema 3.1.20. Daca alegem un unghi oarecare in calitate de unitate de masura,
atunci fiecarui unghi 1 se poate pune in corespondentd un singur numdr, numit

masura sau marimea unghiului.



Teorema 3.1.21. Daca toate semidreptele ce pornesc din varful unghiului AOB si

laturile [OA) si [OB) sunt impartite in doua clase K; si K, astfel incat:

1) Fiecare semidreapta apartine unei si numai unei clase, [0A) apartine clasei
K, iar [OB) apartine clasei K;;

2) Fiecare semidreapta diferita de [OA) din clasa K, este situatd intre [0A) si
orice semidreapta din clasa K,, atunci existd o semidreaptd h si numai una
singura de frontiera intre semidreptele acestor clase, iar semidreapta h
apartine clasei K; sau clasei K.

Evident, existd mult mai multe afirmatii in geometria absoluta. Aici au fost aduse

doar acele afirmatii care vor fi folosite in expunerea geometriei hiperbolice.

3.2. Axioma lui Lobacevski. Paralelismul dreptelor dupa Lobacevski

Geometria Iui Lobacevski (sau geometria hiperbolicd) se bazeaza pe axiomele
primelor patru grupe de axiome a lui Hilbert, adica pe axiomele geometriei absolute si pe
axioma lui Lobacevski:

V*. Fie a o dreapta arbitrara, iar A un punct ce nu apartine dreptei a. Atunci in planul,
determinat de dreapta a si punctul A, exista cel putin doud drepte, ce trec prin punctul A
si care nu intersecteaza dreapta a.

Din axioma VV* urmeaza nemijlocit, ca fiind data o dreapta si un punct A ce nu
apartine dreptel a, atunci existd o multime infinita de drepte ce trec prin punctul A si care
nu intersecteaza dreapta a.

Intr-adevir, conform axiomei V* existd doud drepte, pe care le notim prin b si c,
care trec prin punctul A € a si nu intersecteaza dreapta a (fig. 20). Dreptele b si ¢
formeaza doud perechi de unghiuri opuse la varf, care sunt notate in fig. 20 prin 1,2 si

3,4.
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Deoarece dreapta a nu intersecteaza dreptele b si ¢, urmeaza ca toate punctele
dreptei a apartin domeniului interior al unuia din cele patru unghiuri 1,2,3,4. Fie, de
exemplu dreapta a apartine domeniului interior al unghiului 2. Atunci, evident, orice
dreaptd ce trece prin punctul A si este situatd in domeniile interioare ale unghiurilor 3,4,
nu intersecteaza dreapta a (de exemplu dreptele d, [ din fig. 20).

Spre deosebire de definitia dreptelor paralele dupa Euclid, in geometria hiperbolica
paralele la dreapta data se numesc numai unele din dreptele ce nu intersecteaza dreapta
datd. Pentru a introduce aceasta notiune, vom considera ca toate dreptele pe care le vom
cerceta, sunt drepte orientate. Din aceastd cauza noi le vom nota prin doua litere, de
exemplu UV, considerand ca punctul U este premergator punctului V. Vom presupune
deasemenea, cd punctele U si IV sunt alese astfel, incat toate punctele cercetate de noi pe
aceastd dreapta, sunt situate intre punctele U si V.

Definitia 3.2.1. Dreapta AB se numeste paraleld la dreapta CD, dacd aceste drepte
n-au puncte comune si pentru orice puncte P, Q ,astfel incat P € AB si Q € CD, orice
semidreapta interioara unghiului QPB intersecteaza semidreapta QD (fig. 21). Daca

dreapta AB este paralela la dreapta CD se noteaza AB || CD.

A p

Fig. 21

Are loc urmatorul criteriu de paralelism al dreptelor.

Teorema 3.2.2. Daca dreptele AB si CD n-au puncte comune $i existd asa puncte
P,Q, astfel, incat P € AB, Q € CD si orice semidreapta h interioard unghiului QPB
intersecteaza semidreapta QD, atunci AB || CD.

Demonstratie. Pentru a demonstra teorema este suficient sa determindm cd pentru
orice puncte P’ si Q' ce apartin corespunzator dreptelor AB si CD, orice semidreapta
interioara unghiului Q' P’B intersecteaza semidreapta Q'D. Sunt posibile urmatoarele trei

cazuri:
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a) Punctul P’ coincide cu punctul P;

b) Punctul P’ apartine semidreptei [PA);

c) Punctul P’ apartine semidreptei [PB).
Vom cerceta doar primele doua cazuri, lasand cazul trei pe seama cititorului.

a) Fie P’ coincide cu punctul P. Daca Q' apartine semidreptei [QC), atunci £Q'P'B
reprezintd reuniunea unghiurilor Q'PQ si QPB si prin urmare, semidreapta h ori este

situata n interiorul unghiului Q'P’Q, ori coincide cu semidreapta [PQ), sau este situata in

C Q:’ Q D
interiofful unghiului QPB (fig. 22, a).

a) b)
Fig. 22

In primele doud cazuri semidreapta h intersecteazd segmentul [Q'Q] si deaceia
intersecteazi si semidreapta [Q'Q). In cazul trei semidreapta h dupi conditia teoremei
intersecteaza semidreapta [QD) si prin urmare, intersecteaza si semidreapta [Q'D).

Daca Q' apartine semidreptei [@QD), atunci unghiul Q'P’B reprezintd doar o parte a
unghiului QPB (fig. 22, b). in asa caz semidreapta h este interioard unghiului QPB si
dupa conditiile teoremei intersecteaza semidreapta QD. Punctul de intersectie apartine
semidreptei [Q'D), deoarece h nu trece prin interiorul unghiului QPQ’ si prin urmare, nu
intersecteaza segmentul [QQ'].

b) Punctul P" apartine semidreptei [PA). Semidreapta h este situatd in interiorul

unghiului Q'P'P, deaceia h intersecteaza segmentul [PQ'] in careva punct M (fig. 23).
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Fig. 23

Depunem de la semidreapta [PB), in semiplanul in care este situata dreapta CD,

unghiul BPM' congruent cu unghiul PP'M. Asa cum £BPQ’ este exterior triunghiului
PP'Q’, urmeaza ca 4PP'Q’' < £BPQ’ si prin urmare, £4PP'M < £BPQ’, dar atunci
[PM") este semidreapta interioara unghiului BPQ'. Deci, conform celor demonstrate in a)
aceastd semidreapta intersecteaza semidreapta [Q'D) in careva punct M; (fig. 23).

Dreapta P'M intersecteaza latura PQ’ a triunghiului PQ'M; si nu intersecteaza
latura PM; (deoarece 4BPM, = £BP'M), dar atunci conform axiomei lui Pash dreapta
P'M intersecteazd segmentul [Q'M,]| . Prin urmare, semidreapta h intersecteaza
semidreapta [Q'D).

Sa demonstram existenta dreptelor paralele.

Teorema 3.2.3. Fie AB o dreapta orientatd, iar M un punct ce nu apartine acestei
drepte. Atunci in planul MAB exista o drepatd CD si numai una singura, care trece prin
punctul M si este paralela la dreapta AB.

Demonstratie. Fie M & AB . Construim perpendiculara MN pe dreapta AB si
perpendiculara MP pe dreapta MN (fig. 24). Vom considera ca punctele P si B sunt
situate de aceiasi parte in raport cu dreapta MN. Conform Lemei 1.5.1 dreptele MP si

NB nu se intersecteaza.
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Toate punctele segmentului [NP] le impartim in doua clase K; si K,. Fie in K; sunt
acele puncte X ale segmentului NP, pentru care semidreapta [MX) intersecteaza
semidreapta [NB), iar in K, acele puncte Y ale segmentului [NP], pentru care
semidreapta [MY) nu intersecteazid semidreapta [NB) . Sa demonstram ca aceastd
impartire satisface conditiilor 1) — 2) a axiomei lui Dedekind.

1) Evident N € K; si P € K,. Clasa K; mai contine puncte diferite de N, de

exemplu punctele X de intersectie a semidreptei [MX;) cu segmentul NP, unde X, este
un punct arbitrar de pe semidreapta [NB) (fig. 24).
Clasa K, contine puncte diferite de punctul P. Intr-adevir, conform axiomei V* existi
dreapta MS,, diferita de dreapta MP, care deasemenea nu intresecteaza dreapta AB.
Atunci nici dreapta M S, simetrica cu MS; in raport cu dreapta MN, deasemenea nu va
intersecta dreapta AB. Una din dreptele MS; sau MS, trece prin interiorul unghiului
NMP si va intersecta segmentul [NP] in careva punct Y, insid ea nu va intersecta
semidreapta NB. Prin urmare Y € K,.

2) Fie X un punct arbitrar din clasa K, diferit de punctul N, iar Y oarecare punct din
K,. Atunci N — X — Y, deoarece in caz contrar vom avea N — Y — X, ceea ce inseamna
ca semidreapta MY este semidreapta interioara unghiului NMX. Atunci, semidreapta MY
intersecteaza segmentul [NX;] si deci, Y € K;.

In asa fel, pe multimea punctelor segmentului [NP] are loc sectiunea lui Dedekind.
Fie punctul D face aceastd sectiune. Sa demonstram, ca D € K, . Sa presupunem
contrariul, fie D € K; . Atunci semidreapta [MD) intersecteazd semidreapta [NB) in
careva punct D, (fig. 25). Consideraim pe semidreapta [NB) punctul D; astfel, incat
N — D, — D;. Semidreapta MD; intersecteaza segmentul DP in careva punct D' si
D; € K;. Acest rezultat contrazice axiomei lui Dedekind. Prin urmare, D € K,. Pe dreapta
MD consideram punctul C astfel, incat C — M — D. Conform teoremei precedente, vom
avea CD || AB.

Rdmane sd demonstram, ca CD este unica dreaptd ce trece prin punctul M si este
paralela la dreapta AB. Sa presupunem contrariul, fie cd mai exista o alta dreapta C'D’ ce
trece prin punctul M si paraleld la dreapta AB. Conform definitiei paralelismului

dreptelor, semidreptele interioare unghiurilor NMD si NMD' intersecteaza semidreapta
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[NB), deaceia semidreptele MD si MD' sunt situate in acelasi semiplan in raport cu
dreapta MN, caruia ii apartine si semidreapta [NB). Atunci sau [MD) este semidreapta
interioara unghiului NMD’, sau [MD') este semidreapta interioard unghiului NMD. Dar
atunci, una din dreptele CD sau C'D’ intersecteaza dreapta AB, ceea ce contrazice
definitiei paralelismului a doud drepte. Teorema este demonstrata.

Fie M un punct ce nu apartine dreptei a, iar MN perpendiculara din punctul M pe
dreapta a. Fie A, B € a, astfel incat, A— N — B. Din Teorema 3.2.3, urmeaza ca prin

punctul M trece o singura dreapta CD || AB si o singura dreapta EF || BA (fig. 26).

N e
Fig. 26

In procesul demonstrarii Teoremei 3.2.3 noi am stabilit, cd unghiurile DMN si NMF
sunt ascutite si prin urmare, CD si EF sunt drepte diferite. S& demonstrdm ca ZDMN =
ZNMF . Presupunem contrariu £DMN # AFMN, de exemplu, 4DMN > AFMN . Sa
cercetim semidreapta [MF'), simetricd cu semidreapta [MF) in raport cu dreapta MN
(semidreapta MF' nu este in fig. 26). Aceasta semidreapta este interioard unghiului
DMN. Asa cum [MF) nu intersecteaza dreapta AB, atunci nici [MF") nu va intersecta
dreapta AB. Aceasta contrazice definitiei paralelismului dreptelor CD si AB.

Astfel, prin fiecare punct M, ce nu apartine dreptei a, trec doud drepte paralele la
dreapta a, in doua directii diferite. Aceste doua drepte formeaza unghiuri ascutite
congruente cu perpendiculara MN dusa din punctul M pe dreapta a. Fiecare din aceste
doua unghiuri se numeste unghi de paralelism in punctul M in raport cu dreapta a.

Sa demonstrdm, cd marimea unghiului de paralelism se determind complet de
distanta de la punctul M péana la dreapta a.

Fie NMD unghiul de paralelism in punctul M in raport cu dreapta a, iar N'M'D’
unghiul de paralelism in punctul M’ in raport cu dreapta a’, « = NMD, x = MN,

a' =N'M'D', x" = M'N’ (fig. 27). Si demonstrim ci @ = a', daci x = x'.



Fig. 27

Fie a' # a, de exemplu, a’ > a. Atunci existda o semidreapta h' interioara
unghiului N'M'D", incat unghiul dintre semidreptele [M'N") si h' are marimea « .
Semidreapta h', fiind interioara unghiului N'M'D’ va intersecta dreapta a’ in careva
punct F’. Pe dreapta a de la punctul N depunem segmentul [NF] = [N'F’] astfel, incat
punctele F si D sa apartind aceluiasi semiplan in raport cu dreapta MN . Obtinem
AMNF = AM'N'F’ (triunghiul MNF nu este aratat in fig. 27). Deoarece NMF = «a, apoi
semidreptele [MD) si [MF) coincid. In asa fel am ajuns la concluzia ci dreptele MD si a
se intersecteazd. Acest fapt contrazice definitiei paralelismului dreptelor. Pin urmare,
a=a'.

In asa fel ne-am convins ci marimea unghiului de paralelism este o functie de
distanta de la punct pana la dreapta, adicd @ = f(x). Aceasta functie se noteaza a = I1(x)
si se numeste functia lui Lobacevski si joacad un rol foarte important in geometria

hiperbolica. Din cele expuse mai sus devine clar, ca functia I1(x) este definitd pentru
. . T
oricex > 0sical <Il(x) < 7

N. I. Lobacevski a determinat expresia analitica a acestei functii $i anume:

[1(x) X

tg——=ek

unde k este un numar oarecare pozitiv.

Din expresia analitica a functiei lui Lobacevski urmeaza ca [1(x) este o functie monoton
< o . A T . . )
descrescatoare si primeste toate valorile de la 0 pana la ry Cu alte cuvinte, orice unghi

ascutit este unghi de paralelism in careva punct in raport cu careva dreapta data.
In asa fel, ne-am convins ca In geometria hiperbolica existd o dependentd intre

marimile unghiulare si marimile liniare: aceasta este o deosebire esentialad intre geometria
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lui Euclid si geometria hiperbolica. Asa, de exemplu, in geometria hiperbolicd nu exista
aseminarea figurilor. In particular, triunghiurile cu unghiurile corespunzitor congruente,
sunt congruente. Dupd cum stim, in geometria euclidiand existd marimi constante a
marimilor unghiulare, de exemplu, unghiul drept sau radianul, in timp ce nu exista
marimi absolut constante de lungime. Pentru a exprima lungimea segmentelor prin
numere este necesar de ales unitatea de masura a lungimei.

In calitate de asfel de unitate poate fi luat orice segment. In geometria hiperbolica,
avand unitatea de masura a unghiurilor, se poate de ales marimea de unitate de masura a

lungimii. Asa, de exemplu, in calitate de unitate de masura a lungimii se poate lua
S : . T T

segmentul, cdruia 11 corespunde unghiul de paralelism egal cu 2 sau Y sau un oarecare

alt unghi.

3.3. Triunghiuri si patrulatere in planul hiperbolic

in 3.1 au fost mentionate un sir de teoreme a geometrie absolute. Printre acestea
sunt si teoreme referitoare la triunghi. Toate teoremele, demonstratia carora se face, fard a
apela la postulatul V au loc si in geometria euclidiana si in geometria hiperbolica.

Totodata mentionam ca triunghiurile si patrulaterele in planul hiperbolic au si unele
proprietati specifice. Vom cerceta unele dintre aceste teoreme.

Teorema 3.3.1. Suma unghiurilor interioare in orice triunghi este mai mica decat 2d.

Demonstratie. Fie ABC un triunghi arbitrar. Conform primei teoreme Saccheri-
Legendre oyp. < 2d. Daca presupunem ca g,5, = 2d, atunci dupa cum am demonstrat
in Teorema 1.5.3, are loc postulatul V a lui Euclid, fapt ce contrazice axiomei V*. Prin
urmare, oypc < 2d. Teorema este demonstrata.

Concluzie. Suma unghiurilor interioare in triunghi nu este una si aceiasi pentru toate
triunghiurile.

Demonstratie. Fie ABC un triunghi arbitrar, iar D un punct arbitrar pe latura BC.
Atunci oygc = 04pp + 04¢cp — 2d (fig. 28). Asa cum oycp —2d < 0, urmeaza ca
Oapc < O4BD-

Teorema 3.3.2. Suma unghiurilor interioare in orice patrulater convex este mai

mica decat 4d.
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Demonstratie. Fie ABCD un patrulater convex arbitrar. Construim diagonala AC si
astfel, descompunem patrulaterul in doua triunghiuri ABC si ADC. Atunci A + B + C +
D = 045c + 0apc. Deoarece oy < 2d, o4pc < 2d urmeazia ca A+ B+ C+D < 4d.
Teorema este demonstrata.

Din Teorema 3.3.2 nemijlocit urmeaza:

Teorema 3.3.3. In geometria hiperbolici unghiurile congruente de la baza de sus a
patrulaterului Saccheri sunt ascutite. Cu alte cuvinte, in geometria hiperbolica este justa
ipoteza unghiului ascutit a lui Saccheri.

Teorema 3.3.4. In geometria hiperbolica este justd ipoteza unghiului ascutit a lui
Lambert.

Teorema 3.3.5. Daca trei unghiuri ale unui triunghi sunt congruente corespunzator
cu trei unghiuri ale altui triunghi, atunci aceste doua triunghiuri sunt congruente.

Demonstratie. Fie in triunghiurile ABC si A'B'C’' avem 4A = 4A’, 4B = 4B’
4C = 4C'. Sa demonstram cd [AB] = [A'B']. Presupunem ca [AB] % [A'B’]. Fie de
exemplu AB > A’'B’. Pe semidreptele [AB) si [AC) consideram punctele B" si C'' astfel
incat AB" = A'B’ si AC" = A'C’ (fig. 29).

A Al
A\ 72

vl D LN ]

Fig. 28 Fig. 29
Conform primului criteriu de congruenta a triunghiurilor avem: A AB"'C" =A A'B'C’ si
deci, 41 = £2. Din conditia teoremei 42 = 43, dar atunci 41 = £3. Analogic, obtinem
ca 44 = 46.

Din presupunere AB > A'B’ si deci, A — B" — B, adica dreapta B"'C" intersecteaza
latura AB a triunghiului ABC. Din faptul ca 41 = 43, urmeaza ca B’ C" nu intersecteaza
latura BC, dar atunci conform axiomei lui Pash, dreapta B"'C" va intersecta latura AC a
triunghiului ABC si prin urmare, A —C" —C . Din ultima afirmatie urmeaza ca

patrulaterul BB"'C"'C este convex. Din congruentele 41 = 43 si 44 = 46 urmeaza ci
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suma unghiurilor interioare in patrulaterul convex BB"'C"'C este egala cu 4d. Astfel noi
am obtinut contrazicere cu teorema 2. Prin urmare, [AB] = [A’B']. In baza criteriului doi
de congruenta a triunghiurilor A ABC =A A'B'C’. Teorema este demonstrata.

Teorema 3.3.5 reprezinta cel de al patrulea criteriu de congruentd a triunghiurilor
din planul hiperbolic, care evident, nu are loc in geometria lui Euclid.

Am demonstrat (Teorema 3.3.1), ca in orice triunghi ABC suma unghiurilor
interioare o5 < 2d. Diferenta 2d — (A + B + () se numeste defectul triunghiului si se
noteaza prin D,p-. Evident, 0 < D, < 2d. Sa demonstram, ca defectul triunghiului
poseda proprietatea de aditivitate.

Teorema 336 DABC = DABD + DBDC (flg 30)
B

A D C
Fig. 30
Demonstratie.  Intr-adevir, Dypc = 2d — 045 = 2d — (A + B+ C‘) = 2d —

—(04pp + 05pc — 2d) = (2d — 045p) + (2d — 05pc) = Dapp + Dppc-

Teorema este demonstrata.

Teorema 3.3.7. Pentru orice unghi ascutit exista o unica dreaptd, perpendiculara pe
una din laturile unghiului si paraleld la cealalta latura.

Demonstratie. Demonstratia acestei teoreme vom face-o de la contrariu. Fie dat
unghiul ascutit MON si sd presupunem ca orice perpendiculara la latura OM intersecteaza

latura ON (fig. 31).

E
3,,.#1_
EZ
El
B
0 A A, A, A, M
Fig. 31
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Depunem pe semidreapta [OM) un segment arbitrar [0A], iar consecutiv [A4,] =
[04], [A14,] = [0A,], ..., [A,-14,] = [0A,_;]. In punctele 4, A, A,, ..., A, construim
perpendicularele la [OM), care conform presupunerii, toate vor intersecta latura [ON)
corespunzator in punctele B, By, By, ..., B,. Construim segmentele BA;, B,A,, ..., B,_14,,.
Atunci, A OAB =A ABA;, A OA;B; =A A;B;A,, A OA,B, =A A,B,A;,...,
=A0A,_1B,_{ =AA,_B,_{A,.

Aplicam Teoreman 3.3.6 la triunghiurile obtinute si avem:
DOBA1 = 2Dpup
Dop,a, = Doga, + Dpa,p, = 2Doap + Dpa,, > 2Dous

DOBZAZ = DOBlAZ + D31A232 = 2D081A1 + D31A232 > 22DOAB

Dop,a, = Dop,as + Dp,asp, = 2Do,a, + Dp,a,p, > 2°Doap
Prelugind acest proces, obtinem:

Dop,a, > 2"Doyp-

Asa cum Dy, > 0, atunci existda n € N, incat 2" D, 45 va fi mai mare decat m, dar atunci
Dog, 4, > T, contrazicere, deoarece Dyp 4, < 7. Contrazicerea primitd ne demonstreaza,
cd nu toate perpendicularele la [OM) intersecteaza semidreapta [ON).

Asa dar, pe semidreapta [OM) existd puncte de doud clase: perpendicularele la
[OM) in punctele primei clase intersecteazd semidreapta [ON), iar perpendicularele la
[OM) in punctele din clasa a doua, nu intersecteaza semidreapta [ON). Fiecare punct din
prima clasa este mai aproape de punctul O, decat orice punct din a doua clasa, deoarece
in caz contrar conform axiomei lui Pash, s-ar putea face concluzia ca punctul din clasa a
doua ar fi 1n acelasi timp si punct din prima clasa, ceia ce este absurd.

Evident, ca fiecare clasd nu este vida (fig. 32). Prin urmare, in baza axiomei lui
Dedekind, pe semidreapta [OM) existd asa punct P, incat toate punctele situate intre O si
P apartin primei clase, iar toate punctele situate mai departe de punctul P de la punctul O,
apartin clasei a doua.

Sa demonstram, ca punctul P apartine clasei a doua.
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Sa presupunem, ¢ punctul P apartine primei clase, atunci perpendiculara la [OM)
in punctul P intersecteaza semidreapta [ON) in careva punct S (fig. 33). Pe semidreapta
[ON) exista punctul R astfel, incit 0 — S — R. Din punctul R cobordm perpendiculara RT
pe semidreapta [OM). Punctul T va fi situat de la punctul O mai departe decat punctul P,
deoarece O — S — R si RT nu intersecteaza SP (Teorema 3.1.11). Prin urmare, punctul T
apartine clasei a doua, dar in acelasi timp perpendiculara la [OM) in acest punct
intersecteaza semidreapta [ON). Contrazicerea primitd ne demonstreaza ca punctul P este
punct din a doua clas3, adica perpendiculara PL nu intersecteaza semidreapta [ON) (fig.
32).

Sa demonstrim acum, ca orice semidreaptd [PK), interioard unghiului OPL ,
intersecteaza semidreapta [ON). Consideram un punct arbitrar K pe semidreapta [PK)
(fig. 32). Daca punctul K va apartine semidreptei [ON) sau de parti diferite cu punctul P
in raport cu semidreapta [ON), atunci afirmatia este demonstratd (Teorema 1.18). Sa
presupunem acum, ca punctul K si punctul P sunt situate de aceiasi parte, in raport cu
[ON). Din punctul K cobordm perpendiculara KU pe [OM). Atunci, O — U — P si deci, U
este punct din prima clasd. Prin urmare, KU intersecteazi [ON) in careva punct V.
Semidreapta [PK) intersecteaza latura UV a triunghiului OUV si nu trece nici prin unul
din varfurile acestui triunghi, dar atunci, conform axiomei lui Pash, semidreapta [PK)
intersecteaza [ON). Asa dar, PL || ON. Teorema este demonstrata.

Teorema 3.3.8. Pentru orice unghi mai mic decat 2d, existd o singura dreapta,
paralela la ambele laturi a acestui unghi (in directii diferite).

Demonstratie. Fie m £A0B < 2d (fig. 34).
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Construim bisectoarea [0C) a acestui unghi. Atunci, m4A0C < d si conform
Teoremei 3.3.7 existd unica perpendiculara PL la latura [0C), paraleld la OA. In baza
simetriei, prelungirea [PL') a acestei perpendiculare este perpendiculard pe [0OC) si
paralela la [OB). Asadar, L'L || OAsi LL' || OB. Teorema este demonstrata.

3.4. Pozitia reciproca a doua drepte in planul hiperbolic
Lema 3.4.1. Daca AB |l CD, atunci exista axa de simetrie a dreptelor AB si CD.
Demonstratie. Fie P si Q puncte ce apartin corespunzator dreptelor AB si CD, iar h
si k Dbisectoarele unghiurilor QPB si PQD (fig. 35). Asa cum AB || CD , atunci
semidreapta h intersecteaza semidreapta QD in careva punct E. Atunci semidreapta k
intersecteaza segmentul PE 1n careva punct S.

B - B

Hy/ \I v
d
/

CQ H, E D C Q D

Fig. 35 Fig. 36
Sa notam prin SH,, SH, si SH4 perpendicularele duse din punctul S pe dreptele AB, CD si

PQ corespunzator (fig. 35). Din faptul ca punctul S apartine semidreptei h urmeaza
ca SH, = SH;, iar din faptul ca punctul S apartine semidreptei k urmeaza ca SH; = SH,.

Prin urmare, punctul S este egal departat de la dreptele AB si CD. Acum devine clar, ca
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dreapta d, ce contine bisectoarea unghiului H;SH, este axa de simetrie pentru dreptele
AB si CD. Lema este demonstrata.

Teorema 3.4.2. Daca AB || CD, atunci CD || AB.

Demonstratie. Fie AB || CD. Atunci, conform lemei 1, existd axa de simetrie d a
acestor doua drepte. Fie P un punct arbitrar al drepte AB. Atunci punctul @, simetric cu
punctul P in raport cu axa de simetrie d, apartine dreptei CD (fig. 36). Pentru a demonstra
teorema ne vom folosi de criteriul de paralelism a doud drepte (Teorema 3.2.2). Dreptele
AB si CD nu se intersecteazd, deoarece AB || CD. Raméine de demonstrat ca orice
semidreaptd interioara unghiului PQD intersecteazd semidreapta [PB).

Fie h o semidreapta interioara unghiului PQD, iar h’ semidreapta simetrica cu
semidreapta h in raport cu dreapta d. Deoarece unghiurile PQD si QPB sunt simetrice,
jar h este semidreapta interioara unghiului PQD , urmeaza ca h' este semidreapta
interioara unghiului QPB. Avand in vedere ca AB || CD, avem ca h' intersecteaza
semidreapta QD, dar atunci si semidreapta h intersecteazd semidreapta [PB). Teorema
este demonstrata.

Observatie. Pentru o claritate mai buna, vom indica prin sigeatd directia orientarii
dreptelor in planul hiperbolic.

Teorema 3.4.3. Daca AB || EF, CD || EF, iar AB nu coincide cu CD, atunci
AB |l CD.

Demonstratie. S3 observam la inceput cd dreptele AB si CD nu se intersecteaza,
deoarece in caz contrar am avea ca prin punctul lor de intersectie vor trece doua drepte
AB si CD paralele la dreapta EF in una si aceiasi directie, ceea ce contrazice Teoremei
3.2.2.

Sa examinam doua cazuri posibile.

Cazul 1. Fie dreptele AB si CD sunt situate de aceiasi parte in raport cu dreapta EF
si fie ca dreapta CD este situata intre dreptele AB si EF (fig. 37). Consideram pe dreptele
AB si EF punctele arbitrare A si E corespunzator si construim segmentul [CE]. Deoarece
punctele A si E sunt situate de parti diferite in raport cu dreapta CD, atunci conform

Teoremei 3.1.18 segmentul [AE] va intersecta dreapta CD in careva punct C.
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Din punctul A construim o semidreapta arbitrara interioara unghiului BAE, care
intersecteaza semidreapta [EF) in careva punct K, deoarece AB || EF. Asa cum punctele
A, K sunt de parti diferite in raport cu dreapta CD, urmeazd ca aceasta semidreaptd
intersecteaza si semidreapta [CD) in careva punct S. Prin urmare, AB || CD.

Cazul Il. Fie dreptele AB si CD sunt situate de parti diferite in raport cu dreapta EF
(fig. 38). Consideram pe dreptele AB si CD punctele arbitrare A si C corespunzator.
Segmentul [AC] intersecteaza dreapta EF in careva punct E, deoarece punctele A si C se
afla de parti diferite in raport cu dreapta EF (Teorema 3.1.18). Orice semidreapta [AD),
ce trece prin interiorul unghiului BAE intersecteaza EF in careva punct D, deoarece
AB || EF dupa conditie, dar atunci aceasta semidreapta va intersecta si pe CD, deoarece
EF || CD, iar semidreapta AD trece prin interiorul unghiului FKC. Prin urmare, AB || CD.
Teorema este demonstrata.

Ne invoim sa numim doua drepte neorientate a si b paralele, dacad pe aceste drepte
se pot alege directiile astfel, incat ele sa fie paralele.

Definitia 3.4.4. Doud drepte din planul hiperbolic se numesc divergente (sau
superparalele), daca ele nu se intersecteaza si nici nu-S paralele.

Usor de observat ca printr-un punct M, ce nu apartine dreptei a, trec o infinitate de
drepte, fiecare din care este divergentd cu dreapta a. Intr-adevir, fie dreptele CD si EF
sunt paralele dreptei a in diferite directii (fig. 26). Atunci orice dreapta, ce trece prin
punctul M prin interiorul unghiurilor opuse la varf CMF si EMD, sunt divergente cu
dreapta a.

Astfel, in geometria hiperbolica spre deosebire de geometria euclidiand avem trei
cazuri de pozitie reciproca a doua drepte: dreptele se intersecteaza, sunt paralele ori sunt
divergente (superparalele).

Teorema 3.4.5. Doua drepte, care au perpendiculara comuna, sunt divergente.
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Demonstratie. Fie AB si CD doua drepte date, iar PQ perpendiculara comuna (fig.
39). Conform lemei 1, § dreptele AB si CD nu se intersecteaza. Aceste drepte nu pot fi
nici paralele, deoarece in caz contrar, unghiurile drepte APQ si BPQ ar trebui sa fie
unghiuri de paralelism in punctul P, in raport cu dreapta CD. Dar unghiul de paralelism
intotdeauna este ascutit, deaceia presupunerea noastra nu este corecta si deci, dreptele AB
si CD sunt drepte divergente. Teorema este demonstrata.

Consecinta 1. In planul hiperbolic nu existi perpendiculara comuni a doua drepte

paralele.
A P B A A a
l l L]
[ 1 [ 1 []
C Q D B B' b
Fig. 39 Fig. 40

Sa mai observam cd doua drepte nu pot avea mai mult decat o perpendiculara
comuna. Intr-adevir, daca de exemplu, dreptele a si b au doud perpendiculare comune
AB si A'B' (fig. 40), atunci patrulaterul convex AA'B’'B are patru unghiuri drepte,
contrazicere cu Teorema 3.3.2. Prin urmare, dacd doud drepte au o perpendiculara
comuna, atunci ea este unicd si aceste doud drepte sunt divergente. Este adevaratd si
afirmatia inversa: Orice doua drepte divergente au o perpendiculara comund.

Lema 3.4.6. Fie semidreptele [PP’) si [QQ') sunt situate in acelasi semiplan
determinat de dreapta PQ, unghiul PQQ’ este drept, iar unghiul QPP' este drept sau
obtuz (fig. 41, a). Atunci, daca M este un punct variabil al semidreptei PP, iar H
proiectia acestui punct pe dreapta QQ’, atunci functia MH = f(MP) este monoton
crescatoare si nemarginita.

Demonstratie. Sa demonstram la inceput ca f este o functie monoton crescatoare.
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Pentru aceasta, consideram pe semidreapta [PP") doud puncte M, si M, astfel, incét
PM; < PM, si vom demonstra cda M;H, < M,H,, unde H; si H, sunt corespunzator
proiectiile punctelor M; si M, pe dreapta QQ’. Sa cercetam trei dodreptunghiuri cu bazele
QH,, QH,, H,H, (fig. 41, b). Deoarece PM; < PM,, urmeaza ca P — M; — M,. Aplicam
Teorema 3.3.2 2 din paragraful precedent la dodreptunghiurile cu bazele QH, si QH,,
avand in vedere ca unghiul P este drept sau obtuz, facem concluzia ca unghiurile 1 si 3
sunt ascutite. Evident, unghiul 2 este obtuz, atunci din dodreptunghiul H;H,M, M, ,
urmeaza ca M,;H, < M,H,. Prin urmare, functia f este monoton crescatoare.

Sa demonstram, cd functia f este monoton crescatoare si nemarginitd. Pentru
aceasta pe semidreapta [PP') consideram punctele M, M,, ..., M,, astfel, incat PM,; =
MM, = - =M,_;M,, unde n > 2. Fie H,,H,, ..., H, proiectiile acestor puncte pe
dreapta QQ’ (fig. 42).

M;!
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Fig. 42

Din cele demonstrate mai sus PQ < M;H, < M,H,. Depunem pe semidreapta
[H,M,) segmentele [H,M;] si [H;M}] congruente corespunzator cu segmentele [PQ] si
[M,H,]. Atunci, evident, M; — M, — M.

In triunghiurile PM;M; si M,M;M; avem [PM,]=[M,M,] , APMM| =
AM,M,;M;, dar £PM; M, a primului triunghi este obtuz (ca unghi adiacent cu unghiul M;
a patrulaterului Saccheri cu baza QH,), iar M, M;M, a triunghiului al doilea este ascutit
(ca unghi a patrulaterului Saccheri cu baza H;H,). Prin urmare, M{M, < M;M,. Sa
notim M, M| = &, atunci M;H, = PQ + §, M,H, = M;H, + MyM, > PQ + 26.

Judecand analogic, facem concluzia ca M;H; > PQ + 36,..., M,H, > PQ +né.
Prin urmare, functia f este monoton crescatoare si nemadrginitd. Lema 3.4.6 este

demonstrata.
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Fie AB si CD doua drepte divergente, iar PQ perpendiculara lor comuna (fig. 43).

A P % B A
u 5 P
! B
u |
C Q H D C Q D
Fig. 43 Fig. 44

Figurile BPQD si APQC satisfac conditiilor Lemei 3.4.6 si in baza acestei leme
distanta de la un punct variabil al drepte AB pana la dreapta CD creste nemarginit, atunci
cand punctul M se indeparteaza de la punctul P, cum intr-o directie asa si in cealaltd
directie. Cu alte cuvinte, dreptele divergente se indeparteaza nemarginit una de alta pe
masura Indepartarii de la perpendiculara comuna.

Fie acum AB || CD, iar PQ perpendiculara din punctul P € AB pe dreapta CD (fig.
44). Asa cum AZQPB este ascutit, unghiul 4QPA este obtuz. Figura APQC satisfac
conditiilor Lemei 3.4.6. In baza acestei leme distanta de la un punct variabil M al dreptei
AB pana la dreapta CD creste nemarginit, cand punctul M se indeparteaza de la punctul P
in partea opusa directiei de paralelism. Se poate demonstra, ca atunci cand punctul M se
indeparteaza de la punctul P in directia de paralelism, aceastd distanta tinde la zero. Cu
alte cuvinte, dreptele paralele, Indepartandu-se nemarginit una de alta intr-o directie,

asimptotic se apropie in directia opusa.

3.5. Cercul. Echidistanta. Oriciclul

In planul euclidian exista doua curbe — dreapta si cercul, care posedi proprietatea de
a aluneca pe sine insasi fara deformatii. Asa curbe se numesc curbe de curbura constanta.
Existenta doar a doud astfel de curbe de curburd constantd este in stransd legaturd cu
faptul, cd in planul euclidian sunt posibile doud cazuri de pozitie reciprocd a doua drepte:
doua drepte sau se intersecteaza intr-un punct, sau sunt paralele. Din aceasta
cauzd,urmeaza existenta doar a doua tipuri de fascicole:

1) fascicolul de drepte, care trec prin unul si acelasi punct, numit centrul

fascicolului;

2) fascicolul de drepte paralele.
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In planul hiperbolic doud drepte pot sa se intersecteze intr-un punct, pot fi paralele,
dar pot fi si divergente. Datoritd acestor trei posibilitati de pozitie reciprocd a doud
drepte, in planul hyperbolic exista trei tipuri de fascicole:
1) fascicolul de drepte, care se intersecteaza intr-un punct, numit centrul
fascicolului; asa fascicol se numeste fascicol central sau fascicol eliptic (fig. 45,
a);

2) fascicolul de drepte divergente, perpendiculare pe o dreaptd, numitd baza
fascicolului; asa fascicol se numeste fascicol hiperbolic (fig. 46, a);

3) fascicolul de drepte paralele in directia determinata de citre o dreapta, numita

axa fascicolului; un asa fascicol se numeste fascicol parabolic (fig. 47,a).
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Evident, primele doua fascicole sunt determinate de doud drepte a fascicolului dat,

iar al treilea fascicol este determinat de o dreapta pa care este indicata directia. Evident,
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prin fiecare punct al planului (cu exceptia a centrului fascicolului eliptic) trece cate o
dreaptd si numai una singura ce apartine fascicolului dat.

Vom arita, ca fiecare dintre aceste trei fascicole este in legatura cu cate una dintre
cele trei curbe de baza din planul hiperbolic, curbe de curbura constanta.

Cercul

Din cursul scolar de geometrie se cunoaste cd multimea tuturor punctelor planului
egal departate de la un punct (numit centru) se numeste cerc. Aceastd definitie apartine
geometriei absolute si prin urmare, este acceptata atat in geometria euclidiana, cat si in
geometria hiperbolica.

Multe teoreme referitoare la cerc, cunoscute din geometria scolara, raman in vigoare
si in planul hiperbolic. Unele din aceste teoreme sunt formulate in 3.1. Vom mentiona si
alte proprietati ale cercului, care sunt juste in geometria absolutd. Vom examina doar
acele proprietati care se refera la pozitia punctelor cercului in raport cu fascicolul de
drepte cu centrul in centrul cercului:

1°. Cercul este simetric in raport cu fiecare axa.

29, In fiecare punct al cercului existd tangenta, care este perpendiculard pe axa
cercului, ce trece prin punctul de tangenta.

Reesind din aceasta proprietate, noi putem afirma, ca cercul intersecteaza axele sale
sub unghi drept sau ca cercul este traiectoria ortogonald a fascicolului de drepte cu
centrul in centul cercului (fig. 45, b).

Definitia 3.5.1. Dreapta AB, unde A € a, B € b s¢ numeste secanta de egald
inclinatie in raport cu dreptele a si b, daca segmentul [AB] formeaza cu aceste drepte
unghiuri interne de aceiasi parte congruente.

39, Dreapta, ce contine coarda cercului, este secanti de egali inclinatie fatd de axele
cercului, ce trec prin extremitatile coardei.

49 Mediatoarea oricarei coarde a cercului, este axi a cercului.

Bineinteles c¢d nu toate proprietatile cercului cunoscute din cursul scolar de
geometrie, au loc si in planul hiperbolic. Asa, de exemplu, teorema ce afirma, ca unghiul
inscris in cerc, care se sprijind pe diametru, este drept, nu mai este justd in planul

hiperbolic. Intr-adevir, fie unghiul ACB este inscris in cercul cu centrul O si se sprijina
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pe diametrul AB (fig. 48). Construim raza OC si sa cercetam cele doud triunghiuri
isoscele obtinute OAC si OBC.

Asa cum 4A = 4ACO si 4B = 4BCO, atunci A + B = ACO + BCO = ACB. Prin
urmare, o,5c = A+ B + ACB = 2ACB. Asa, dar ACB = %O-ABC- Deoarece o45¢ < 2d,

urmeazi 4ACB < d, adici 4ACB este ascutit.
C

Fig. 48

Echidistanta

Echidistanta se numeste figura, care consta din toate punctele semiplanului
determinat de dreapta u, egal departate de la aceasta dreaptd. Dreapta u se numeste baza
echidistantei, iar segmentul perpendicular dus din orice punct al echidistantei pe baza se
numeste indltimea echidistantei. Se numeste inadltime deasemenea si lungimea h a acestei
perpendiculare.

Cu echidistanta este in legatura fascicolul de drepte divergente — multimea tuturor
dreptelor perpendiculare pe baza echidistantei. Dreptele acestui fascicol se numesc axe
ale echidistantei. Multe proprietati ale echidistantei sunt analogice proprietatilor cercului.

Sa ne convingem ca echidistanta este o linie curba.

Teorema 3.5.2. Orice dreaptd, situatd in planul echidistantei, intersecteaza
echidistanta nu mai mul decat in doua puncte.

Demonstratie. Sa presupunem contrariul. Fie ca o dreaptd oarecare are Cu
echidistanta trei puncte comune A, B si C, considerate astfel, incit A — B — C. Daca
A', B' si C' sunt proiectiile acestor puncte pe baza echidistantei, atunci conform definitiei
echidistantei patrulaterele ABB'A’ si BCC'B' sunt patrulaterele lui Saccheri (fig.49, a).

Prin urmare, unghiurile ABB' si B'BC sunt ascutite, ca unghiuri de la baza de sus in
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patrulaterul Saccheri, iar pe de alta parte suma lor este egala cu 2d. Contrazicerea primita
demonstreaza teorema.

Sa mai deducem si alte proprietati ale echidistantei.

1°. Echidistanta este simetricd in raport cu fiecare axa.

Demonstratie. Fie Y este echidistanta cu baza u, iar a una din axele sale (fig. 49, b).
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Fig. 49

Consideram un punct arbitrar M € Y. Fie M, este simetricul punctului M in raport
cu dreapta a. Sa demonstram ca M; € Y. Daca M’ si M; sunt proiectiile punctelor M si
M, pe dreapta u, atunci, evident ca M’ si M; sunt simetrice in raport cu dreapta a. Prin
urmare, MM' = M;M; , dar aceasta si inseamnd cd M; €Y . Afirmatia 1° este
demonstrata.

29. In fiecare punct a echidistantei existd tangenta, care este perpendiculara pe axa
echidistantei ce trece prin punctul de tangenta.

Demonstratie. Fie A un punct arbitrar al echidistantei Y, iar A’ proiectia punctului
A pe baza u (fig. 50, ¢). Construim prin punctul A dreapta a perpendiculard pe dreapta
AA'. Asa cum dreptele a si u au perpendiculara AA’ comuna, urmeaza ca dreptele a si u
sunt divergente. Deoarece distanta de la fiecare punct al dreptei a, diferit de punctul A
pana la dreapta u, este mai mare decat AA’, urmeaza ca punctul A este unicul punct
comun a dreptei a cu echidistanta’Y.

Fie M un punct variabil al dreptei a, M proiectia punctului M pe dreapta u, iar M,
punctul de intersectie a segmentului MM’ cu echidistanta Y (fig.49, c). Daca punctul M se
apropie de punctul A, atunci MM, tinde la zero, iar secanta AM,; are pozitia limita —
dreapta a. Prin urmare, dreapta a este tangenta la echidistanta Y in punctul A. Afirmatia

29 este demonstrata.
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Reesind din aceastd proprietate, putem afirma, ca echidistanta este traiectoria
ortogonala a fascicolului de drepte divergente, perpendiculare pe baza echidistantei (fig.
46, b).

Definitia 3.5.3. Orice segment ce uneste doud puncte a echidistantei se numeste
coarda a echidistantei.

39, Orice dreapti ce contine coarda echidistantei este secanti de egala inclinatie in
raport cu axele echidistantei, ce trec prin extremitatile coardei.

Demonstratie. Fie AB o coarda a echidistantei, iar AA’ si BB’ axele echidistantei ce
trec prin punctele A si B corespunzator, unde A" si B’ sunt proiectiile A si B pe baza
echidistantei. Din definitia echidistantei AA" = BB’, dar atunci patrulaterul ABB'A’ este
patrulaterul Saccheri si prin urmare 44’'AB = £4B’'BA. Afirmatia 3° este demonstrata.

4° Mediatoarea oricirei coarde a echidistantei este axi a echidistantei.

Demonstratie. Fie AB o coarda arbitrara a echidistantei, iar A’ si B’ proiectiile
punctelor A si B pe baza echidistantei. Atunci A'B'BA este patrulaterul Saccheri si
mediatoarea bazei de sus este si mediatoare a bazei de jos, adica este axd a echidistantei.

Afirmatia 4° este demonstrata.

Oriciclul

VVom demonstra la inceput urmatoarea lema.

Lema 3.5.4. Prin fiecare punct al uneia din doud drepte paralele trece o secanta de
egald inclinatie si numai una singura in raport cu aceste drepte paralele.

Demonstratie. Fie AA’ || BB’ si M € AA’. Sa cercetam axa de simetrie d a dreptei
AA' si BB’ (Lema 1.5.1). Daca M, este punctul simetric cu punctul M in raport cu dreapta
d, atunci MM, este secantd de egald inclinatie in raport cu dreptele AA' si BB’ (fig. 50).
Pentru orice punct M, al dreptei BB', diferit de punctul M, 4A'MM, % £B'M,M (fig.
50).
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Fig. 50

Observam, ca mgA'MM, < m4aA'MM, iar m4aB'M,M > mAB'M;M , deoarece
AB'M,M este unghi exterior pentru triunghiul M;MM,. Prin urmare, MM, este unica
secantd de egala inclinatie in raport cu dreptele AA; si BB;. Lema este demonstrata.

Fie acum in plan este dat un fascicolul de drepte paralele. In multimea Q a tuturor
punctelor planului introducem operatia binara A. Vom spune cd punctele A si B se afla in
relatia A, dacd aceste puncte coincid sau daca dreapta AB este secantd de egald inclinatie
in raport cu dreptele fascicolului ce trec prin punctele A si B corespunzdtor. Din aceasta
definitic urmeaza nemijlocit, ca relatia A satisface conditiilor de reflexivitate si de
simetrie. Se poate demonstra ca relatia A satisface si conditiei de tranzitivitate. Astfel, in
raport cu relatia A, toate punctele planului se Tmpart in clase de echivalenta. Fiecare din
aceste clase se numeste oriciclu. Dreptele acestui fascicol se numesc axele oriciclului.
Daca este dat un fascicol de drepte paralele, atunci prin fiecare punct A al planului trece
un oriciclu si numai unul singur, care si reprezintd o clasa de echivalenta in raport cu
relatia A. Aceasta multime (acest oriciclu) constd din punctul A si toate punctele X a
planului, astfel incat AX este secantd de egala inclinatie in raport cu dreptele fascicolului,
care trec prin punctele A si X. Din cele expuse mai sus urmeaza, ca fiind data o dreapta
orientatd UV si un punct oarecare pe aceasta dreaptd, atunci in mod univoc se determina
oriciclul ce trece prin punctul A si are axa UV .

Proprietatile oriciclului sunt analogice cu proprietitile 1° — 4° ale cercului si
echidistantei.

Teorema 3.5.5. Orice dreaptda din planul oriciclului, are nu mai mult decat doua

puncte comune cu oriciclul.
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Demonstratie. Sa presupunem ca o careva dreaptd are trei punct comune 4, B si C.
Notam aceste puncte astfel, incit A — B — C. Sa notam prin AA’, BB’ si CC' axele
oriciclului, care trec prin punctele A, B si C. Conform definitiei AA" || BB’ si BB’ || CC’,
dar atunci punctele A", B’ si C' se afla in acelasi semiplan in raport cu dreapta AB
(fig. 51).

Fig. 51

Din definitia oriciclului 41 = 42 si 43 = 44 (fig. 51). Asa cum dreptele paralele n-au
perpendiculare comune, urmeaza ca unghiurile 1,2,3 si 4 nu pot fi unghiuri drepte. Nici
unul dintre aceste unghiuri nu poate fi obtuz. Intr-adevir, daci, de exemplu unghiurile 1
sl 2 sunt obtuze, atunci 43 este ascutit. Depunem de la semidreapta AB unghiul MAB
congruent cu unghiul 3 (fig. 51) si obtinem semidreapta AM, interioara unghiului A’AB si
care nu intersecteaza semidreapta BB’ (Lemal, §). Aceasta ultima afirmatie contrazice
definitiei paralelismului dreptelor AA’ si BB'.

In asa fel, unghiurile 2 si 3 sunt ascutite, dar fiindci in sumi dau 2d obtinem
contrazicere cu teorema referitoare la suma unghiurilor megiese (adiacente). Teorema
este demonstrata.

Propunem cititorilor s demonstreze ca oriciclul posedd proprietatile 1° — 4° ale
echidistantei (cercului).

Se poate demonstra ca in planul hiperbolic oricare doi oricicli sunt congruenti.

3.6. Proprietitile mediatoarelor laturilor triunghiului in planul hiperbolic

Teorema 3.6.1. Trei perpendiculare la laturile triunghiului in mijlocurile laturilor
sau se intersecteaza intr-un punct, sau sunt divergente, fiind perpendiculare la o dreapta
oarecare, sau sunt paralele intre ele Intr-o anumita directie, adicd apartin sau unui fascicol

eliptic, sau unui fascicol hiperbolic, sau unui fascicol parabolic.
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Demonstratie. Fie A,A,, B;B,, C;C, sunt perpendicularele la laturile triunghiului
ABC prin mijlocurile laturilor A,, B, si C; corespunzator (fig. 52). Daca doua din aceste
perpendiculare se intersecteaza, atunci usor ne incredintdm ca si a treia perpendiculard va
trece prin punctul de intersectie a acestora. In acest caz cele trei perpendiculare apartin

unui fascicol eliptic.

CL,,/"’//\\ Ay

H B, G
D C, B, E A, F
Fig. 52

Sa presupunem cda A;A, st C;C, sunt divergente. Atunci existd unica lor
perpendiculara comuna, pe care o notam prin DF. Fie D, E si F proiectiile ortogonale ale
varfurilor triunghiului ABC pe dreapta DF.

Sa demonstram ca AD = BE = CF . Prin suprapunere, ne convingem ca
patrulaterele lui Lambert AC,C,D si C;BEC, sunt congruente. Prin urmare, AD = BE.
Analogic demonstram ca BE = CF, dar atunci AD = BE = CF.

Sa cercetam acum patrulaterul Saccheri ACFD cu baza de jos DF si laturile laterale
AD = CF. Dupa cum stim, in patrulaterul Saccheri mediatoarea B, B, a bazei de sus este
in acelasi timp si mediatoarea bazei de jos, dar atunci B;B, L DF . Prin urmare,
A;A,, C,C, si B;B, sunt perpendiculare la dreapta DF, dar aceasta si inseamna ca aceste
trei perpendiculare apartin unui fascicol de drepte divergente cu baza DF. Totodatda am
demonstrat cd varfurile triunghiului ABC sunt egal departate de la baza DF.

Sa presupunem acum ca C,C, |l A;A,. Atunci perpendiculara B, B, nu poate nici sa
intersecteze pe A, A, si C;C,, nici sa fie divergenta cu ele, deoarece 1n caz contrar, in baza
celor spuse mai sus 4,4, si C;C,, deasemenea s-ar intersecta ori ar fi divergente. Prin
urmare, B, B, este paralela sila A;A, si la C,C,.

Sa demonstram acum ca 4,4, C,C, si B;B, sunt paralele in una si aceiasi directie.

Observam la inceput, ca latura mai mare a triunghiului ABC, fie aceasta este AC,
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intersecteaza toate aceste trei perpendiculare. Intr-adevir, si presupunem ci C;C, nu
intersecteazd AC. Atunci, conform axiomei lui Pash, C,C, va intersecta BC in careva
punct K, dar atunci BK = AK.Dar KC + KA > AC, in timp ce KC + CA = KC + KB =
BC si deci, BC > AC, ceia ce contrazice presupuneri cd AC este cea mai mare latura a
triunghiului ABC. Analogic, demonstram cd AC intersecteaza perpendiculara A, A,.

Fie A;A,, BB, si C;C, intersecteaza latura AC corespunzator in punctele H, B;si G
si fie, de exemplu, H — B; — G. Atunci BB, va fi situatd intre paralelele A;A, si C,C,.
Prin urmare, B, B, este paralela la A, 4, si C;C, in aceiasi directie. In acest caz cele trei
perpendiculare apartin unui fascicol parabolic. Teorema este demonstrata.

Consecintd. In planul hiperbolic nu oricarui triunghi 1 se poate circumscri un cerc.

3.7.Congruenta oriciclelor. Curbe de curbura constanta in planul hiperbolic

Fie A este un punct arbitrar al oriciclului (fig. 53) sau al echidistantei (fig. 54), ce
apartine pe dreapta a a unui fascicol parabolic sau hiperbolic corespunzator. Fie [ dreapta
ce trece prin punctul A perpendiculara pe dreapta a. Consideram un punct arbitrar B de
pe oriciclu (echidistantd). Evident, dreapta AB este secanta de egala inclinatie in raport cu
dreapta a si dreapta b a fascicolului, care trece prin punctul B. Prin mijlocul D al coardei
AB construim perpendiculara c la coarda AB.

in cazul oriciclului ¢ Il a,c Il b si din aceastd cauza unghiul a dintre coarda AB si

dreptele a sau b este unghiul de paralelism, ce corespunde segmentului AD = BD =

AB . AB
- cu alte cuvinte a = l'[(?) < %

In cazul echidistantei, unghiurile de egali inclinatie sunt ascutite, ca unghiuri de la

baza de sus a patrulaterului Saccheri A;ABB, (A,B;-baza echidistantei), adica a < %

: . : AB
Asa cum a si b in acest caz sunt divergente, atunci @ > [1(AD) = H(T )
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Fig. 53 Fig. 54

. .. AB : o <
Asa dar, am obtinut ca pentru oriciclul a = 1'[(7) , lar pentru echidistanta

AB T T .
l'[(?) <a< 5 Deoarece a < > urmeaza ca toate punctele B ale ambelor curbe

diferite de A sunt situate de aceiasi parte in raport cu dreapta [. Daca B se apropie

nemarginit de punctul A4, atunci AB — 0 si din relatiile de mai sus obtinem: limyz_, @ =

. AB T . U . e e s
limyg_,o I1 > = IR Aceasta inseamnd ca perpendiculara [ este pozitia limita a

secantei AB, atunci cand B se apropie nemijlocit de A, adica [ este tangenta la curba in
punctul A. Prin urmare, dreapta a a fascicolului este normala la curba in punctul A.
Evident, fiecare dreapta a fascicolului eliptic cu centrul in centru cercului este normal la

cerc in punctual corespunzator. Din cele stabilite mai sus, urmeaza :

toate normalele cercului se intersecteaza intr-un punct si determind un fascicol eliptic.
Toate normalele oriciclului sunt paralele in aceeasi directie si formeazd un fascicol
parabolic; toate normalele echidistante sunt perpendiculare la o dreaptd (baza
echidistantei) si formeaza un fascicol hiperbolic ; coardele acestor puncte sunt secante de

egala Inclinatie cu normalele ce trec prin extremitatile coardelor.

Totodata observam ca tangenta are cu cercul, oriciclul si echidistanta un singur
punct comun.

S& aducem, o metodd de constructie a oriciclului, care i apartine lui N. L
Lobacevski.

Luam o dreaptd arbitrara orientatd a si fixam pe ea un punct oarecare A. Din

punctul A vom construi diferite semidrepte, care sa formeze unghiuri ascutite cu
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semidreapta AA’ a dreptei a (fig. 55). Pe fiecare din aceste semidrepte depunem

segmentul AM, astfel incat unghiul « sa fie unghiul de paralelism al jumatatii acestui

: AB : : .
segment, adica a = l'[(? ). Locul geometric de puncte M si este oriciclul.

i

Fig. 55
Intr-adevar, construim prin punctul M dreapta m paralela cu AA’, iar prin mijlocul

D al segmentului AM construim dreapta DD’ L AM . Deoarece a = I1(AD), atunci
DD’ || AA’ si prin urmare, DD’ || MM'. Asa cum MD = AD, urmeaza ca 4AMM' =

AM . .
[(MD) =11 (T) = a, lar AM este secanta de egald inclinatie in raport cu dreptele

paralele a si m si deaceia punctul M apartine oriciclului determinat de dreapta a si
punctul A. Din constructie se vede ca oriciclul este simetric fata de normala (axa) a.
Avand in vedere cd normala a a fost aleasa arbitrar, atunci oriciclul este simetric in raport
cu fiecare normala (axa) a sa. Asa dar, oriciclul este complet determinat de o axa a si un
punct ce apartine axei.

Definiti 3.7.1. Doua curbe se numesc congruente, daca intre punctele acestor curbe
se poate stabili o astfel de corespondenta biunivoca la care fiecare coarda a unei curbe sa
fie egala cu coarda ce uneste punctele corespunzatoare a celeilalte curbe.

Teorema 3.7.2. Toate oriciclilele sunt congruente intre ele.

Demonstratie. Fie date doua oricicle arbitrare. Ludm pe fiecare din ele cite un
punct arbitrar A si A" (fig. 56) si construim prin aceste puncte normalele a si a’ a acestor

oricicle.
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Fig. 56
Punem 1intr-o corespondenta biunivoca asa puncte M si M’ a acestor oricicle, pentru

care secantele AM' si A'M’ formeaza unghiuri egale a cu dreptele a si a’. Atunci,

AM A'M' . ) .
AM = A'M’', asa cum a = I1 (T) =TI (T) Fie acum K, M si K', M’ sunt perechi

de puncte corespunzatoare ale acestor doua oricicle. Atunci AM = A'M’, AK = A'K’,
mAKAM = mAK'A'M’ . Prin urmare, AAKM = AA’'K'M’, dar atunci KM = K'M' .
Teorema este demonstrata.

Prin arc al oriciclului vom intelege multimea tuturor punctelor oriciclului situate
intre doud puncte ale oriciclului, numite extremitatile arcului.Din Teorema 3.7.2,
urmeaza ca arcele oriciclului determinate de coarde congruente sunt congruente si invers.
Din teorema de mai sus urmeaza ca oriciclul poate aluneca pe sine Insusi fara deformatii,
la fel ca cercul si dreapta. Evident, asa proprietate poseda si echidistanta. Daca vom face
ca baza echidistantei sa alunece pe sine insusi, atunci si echidistanta va aluneca pe sine
insdsi fara deformatii, deoarece distantele tuturor punctelor echidistantei pand la baza
sunt egale intre ele.

In asa fel, in geometria hiperbolica existd patru tipuri de linii de curburd constanta:
dreapta, cercul, echidistanta si oriciclul. Tinand cont de Teorema 3.7.2, usor ne putem
incredinta ca In dependentd de faptul, apartin cele trei perpendiculare la laturile
triunghiului duse prin mijlocurile acestora unui fascicol eliptic, hiperbolic sau parabolic,
triunghiul se poate circumscri un cerc, o echidistanta sau un oriciclu, deoarece laturile
triunghiului vor fi secante de egala inclinatie 1n raport cu fascicolul corespunzator. Avand
in vedere cd trei puncte pot sd apartind si unei drepte obtinem justetea urmatoarei

teoreme.
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Teorema 3.7.3. Prin orice trei puncte ale planului trece o curbd de curbura
constanta.

In aceasta formulare teorema datid este justi si in geometria hiperbolici si in
geometria euclidiana.

Sa observam, ca in timp ce cercurile se deosebesc unul de altul prin lungimea razei,
echidistantele — prin inaltimile lor, atunci toate oriciclurile sunt congruente.

Daca dreapta in geometria euclidiana poate fi privitd ca pozitia limita a cercului,
cand centrul se indeparteaza nemarginit pe normald, atunci in geometria hiperbolica
oriciclul este pe de o parte pozitia limitd a cercului, dacd centrul se indeparteaza
nemarginit pe normald, iar pe de alta parte ca pozitia limitd a echidistantei, dacd baza
echidistantei se indeparteaza nemarginit, rimanand perpendiculard la careva dreaptd a

fascicolului hiperbolic.

3.8. Cerintele fata de un sistem de axiome

Caracterul abstract si formal al axiomaticii lui Hilbert, posibilitatea de a intelege
prin noutiunile de bazd si axiome un continut si sens concret si diferit, permite a da
geometriei lui Euclid diferite talmaciri.

In acelasi timp, axiomatica ce determini geometria lui Euclid nu este univoci: este
posibil de a alege alte notiuni de baza si axiome, care determind aceiasi geometrie
euclidiana. Asa de exemplu, axioma paralelelor poate fi inlocuitd cu orice afirmatie
echivalenta, axioma lui Dedekind poate fi inlocuita cu axiomele lui Arhimede si Cantor,
notiunea “congruentd” poate fi Tnlocuitd cu notiunea de “miscare”. Astfel, noi avem un
anumit grad de libertate in alegerea notiunilor de baza si axiomelor geometriei lui Euclid,
fara a schimba sistemul geometric in esenta.

Bineinteles, notiunile de baza si axiomele nu pot fi alese arbitrar, intAmplator, dar
ele trebuie sd satisfaca unor cerinte logice. Satisfacerea acestor cerinte trebuie sa
margineasca alegerea notiunilor de baza si axiomelor, si de a indreptati aceastd alegere.

In primul rand apare intrebarea: nu se poate oare cu sistemul ales de demonstrat
doud afirmatii, care se contrazic? Suntem oare garantati ca oricdit n-am dezvolta
consecintele sistemului ales, nu vom ajunge la doud afirmatii care se contrazic reciproc?

Aceasta problemd, sau aceastd cerintd se numeste problema compatibilitétii

sistemului dat, sau problema ca sistemul dat sa fie necontradictoriu.
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In al doilea rand, reesind din principiul deductiv de a construi stiinta matematica, de
a deviza strict afirmatiile acestel teorii in axiome si teoreme apare intrebarea: suntem oare
garantati ca o axioma sau alta din sistem nu va putea fi demonstrata cu ajutorul celorlalte
axiome din sistemul dat?

Cu alte cuvinte, se pune intrebarea daca careva din axiomele sistemului nu poate fi
demonstratd ca teorema si deci, sa fie de prisos in lista axiomelor. Aceasta problema se
numeste problema independentei sistemului sau cerinta ca sistemul sd fie minimal. Este
cazul sa ne amintim de problema postulatului V a lui Euclid.

In sfarsit, apare intrebarea: este posibil oare cu ajutorul axiomelor sistemului ales,
fara a apela la desen, la materiale ilustrative, la experimente, de demonstrat sau de respins
orice afirmatie, ce se refera la domeniul sistemului dat. Aceastd cerintd se numeste
cerinta completitudinii sistemului de axiome. Exemplu de sistem incomplet de axiome,
poate servi sistemul lui Euclid.

Asa dar, un sistem de axiome trebuie sa satisfacd urmatoarelor trei cerinte:

1) Sa fie compatibil,

2) Sa fie independent;

3) Sa fie complet.

Din aceste cerinte, principala cerintad este ca sistemul sd fie necontradictoriu.
Sistemul contradictoriu nu este bun de nimic.
exista asa un domeniu de lucruri, unele relatii dintre care satisfac acestui sistem, atunci
sistemul dat nu poate contine contraziceri logice.

Multimea obiectelor, in care sistemul dat de axiome se realizeaza, se numeste
”model” sau "interpretare” a sistemul dat de axiome.
demonstrarea existentei mdcar a unui model sau interpretare, In care se realizeaza
axiomatica data (sistemul dat).

Exemplul 3.8.1. Sa demonstram ca grupa | de axiome din sistemul lui Hilbert, este

compatibila. Pentru aceasta vom construi 0 interpretare a sistemului de axiome
{1,L, ..., I}
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Luam o multime oarecare M, care constd din patru elemente a, b, c si d (fie, de
exemplu, a,b,c si d sunt numere diferite). Fiecare element al multimii M, adica
{a}, {b},{c} si{d}, il vom numi punct, fiecare submultime a multimii M, ce consta din
doua elemente {a,b}, {a,c},{a,d},{b,c} {b,d},{c,d} vom numi dreapta iar fiecare
submultime a multimii M, ce consta din trei elemente, adica {a, b, c},{a, b, d},{a, c, d} si
{b,c,d} vom numi plan. Vom spune cd punctul apartine dreptei (sau planului), daca
elementul corespunzator al multimii M apartine submultimii corespunzatoare. De
exemplu, punctul b apartine dreptei {b,d}, dar nu apartine planului {a, c,d}. Propunem
cititorului sa se convingd, ca in acest model se realizeazd toate axiomele grupei | a
sistemului lui Hilbert, adica axiomele I; — Ig.

Fie dat un sistem oarecare compatibil de axiome {A;,A,,...,A,} si se cere de
determinat dacd axioma A; nu este o urmare logicd a celorlalte axiome
U={A,A,,..,Ai_1,A;41, .., Ay} Pentru aceasta, cercetim totalitatea axiomelor U + A4,,
unde A, este negatia axiomei A;, adici A; reprezinti afirmatia: ”Axioma A; nu este
adeviratd”. Dacd sistemul U + A, este compatibil, atunci urmeazi ci axioma A; nu
depinde de celelalte axiome U. Intr-adevir, dacid 4; ar fi consecinti a sistemului U, atunci
sistemul U + A, ar fi fost contradictoriu, deoarece in acest sistem de axiome ar avea loc
doui afirmatii, care se contrazic 4; si 4,.

Asa dar, pentru a demonstra cd o axioma oarecare A nu este o consecintd a celorlalte
axiome ale sistemului dat, trebuie de construit un model (o interpretare), in care se
realizeaza toate axiomele sistemului dat, dar axioma A nu se realizeaza.

Exemplul 3.8.2. Sa cercetam grupa | de axiome a lui Hilbert {I,1,, ..., Ig} (vezi
Exemplul 1) si sa demonstram ca axioma I; nu depinde de axiomele I,, I; — I5. Pentru
aceasta este suficient de demonstrat compatibilitatea sistemului de axiome
{I,,1,,15, ..., Ig}, unde I, este negatia axiomei I,: existd cel putin doud puncte, prin care
nu trece nici o dreapta.

Sa demonstrim ca sistemul {I,I,,1s,..,I3} este compatibil. Pentru aceasta,
modificam putin interpretarea din exemplul 1. Punctele si planele le vom interpreta asa
cum in exemplul 1, dar drepte vom numi doar urmadtoarele cinci submultimi:

{a,c},{a,d},{b,c},{b,d} si {c,d}. Evident, in asa mod se realizeaza toate axiomele

81



sistemului {I;, I, ..., I3}. Axioma I; se realizeazi, deoarece prin punctele a si b nu trece
nici o dreapta. Satisfacerea axiomelor I, — I este evidenta.

Daca axioma A depinde de celelalte axiome ale unui sistem ¢, atunci axioma A
poate fi exclusd din lista axiomelor sistemului o si de construit teoria, bazatd doar pe
sistemul o \ A. Bineinteles, este de dorit, de avut asa sistem de axiome o, in care fiecare
axiomd nu depinde de celelalte axiome ale sistemului dat. Asa sistem de axiome se
numeste sistem independent.

Sa mentionam, ca sistemul de axiome poate fi astfel, incat pentru unele axiome nici
n-are sens de pus intrebarea, despre dependenta sau independenta lor de celelalte axiome
ale sistemului dat. Asa, de exemplu, in sistemul de axiome a lui Hilbert, n-are sens sa
punem intrebarea, daca axioma lui Pash nu depinde de celelalte axiome din sistemul lui
Hilbert, deoarece pentru insasi formularea axiomelor de congruenta noi avem nevoie de
notiunile de semidreaptd si semiplan, dar aceste notiuni se introduc doar cu ajutorul
axiomei lui Pash.

Doua interpretari diferite ale unuia si aceluiasi Sistem de axiome se numesc
izomorfe, dacd intre obiectele de bazd a acestor interpretdri se poate stabili o
corespondentd biunivoca, astfel incat se satisface urmatoarea conditie: dacd unele sau
altele obiecte sunt in legatura cu careva din relatiile de baza intr-0 interpretare, atunci
obiectele corespunzatoare acestora sunt in legitura cu relatiile analogice in cealalta
interpretare.

De exemplu, daca avem doud interpretari izomorfe a sistemului de axiome a lui
Hilbert, atunci acest fapt se exprima in felul urmator. Fie punctului A4 si dreptei a dintr-o
interpretare se pune in corespondenta punctul A’ si dreapta a’ din cealalta interpretare si
daca punctul A apartine dreptei a, atunci si punctul A" apartine dreptei a'. Analogic, daca
punctul B este situat intre punctele A si C intr-o interpretare, atunci si pentru punctele lor
corespunzatoare A’, B’ si C' din cealalta interpretare, punctul B’ este situat intre punctele
A'si C'. Analogic, pentru alte relatii.

Evident, daca doud interpretdri sunt izomorfe cu una si aceiasi interpretare, atunci
ele sunt izomorfe intre ele.

Definitia 3.8.3. Sistemul de axiome se numeste complet, dacd toate interpretarile

acestui sistem sunt izomorfe intre ele.
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Aceastd definitie permite de cercetat, dacd sistemul dat de axiome este complet,

indiferent de gradul de dezvoltare a teoriei, bazate pe acest sistem de axiome.

3.9. Demonstratia independentei postulatului V si
compatibilitatii geometriei hiperbolice
Pentru a demonstra independenta axiomei paralelelor (postulatul V a lui Euclid) de

celelalte axiome a lui Hilbert, care formeaza geometria absoluta, noi trebuie sa construim
un model in care se realizeaza toate axiomele Iui Hilbert I — IV, dar nu se realizeaza
axioma paralelelor V. Asa cum, din axiomele I — IV urmeaza, ca printr-un punct dat, ce
nu apartine dreptei date, in planul determinat de acest punct si aceasta dreapta, trece
macar o dreaptd, care nu intersecteazd dreapta datd, atunci in acest model, in care se
satisfac axiomele I — IV, dar nu se realizeaza postulatul V, neaparat trebuie sd se
realizeze axioma lui Lobacevski V*. Prin urmare, demonstratia independentei postulatului
V de celelalte axiome a geometriei absolute I —IV se reduce la demonstrarea
Pentru a construi modelul in care se realizeazd geometria hiperbolica, ne vom folosi
de faptul, cd compatibilitatea geometriei lui Euclid este demonstrata. Daca in spatiul
euclidian vom determina asa figuri, intre care au loc aceleasi relatii, care au loc intre ele
punctele, dreptele si planele in geometria hiperbolica, atunci aceste figuri pot servi
obiecte pentru a construi modelul geometriei hiperbolice. In asa fel, compatibilitatea
geometriei hiperbolice se reduce la compatibilitatea geometriei lui Euclid. Intr-adevir,
asa o interpretate a geometriei hiperbolice in spatiul euclidian poate fi construita prin mai
multe metode.

Sa aducem o astfel de interpretare, care 1i apartine lui A. Poincare. Ne vom limita

doar la interpretarea planimetriei hiperbolice.
Fie in planul euclidian este datd o dreaptda XX
(fig. 57). Cu ajutorul axiomelor, ce urmeaza,
alcdtuim “vocabularul interpretdrii”, care determina

sensul dat notiunilor geometrice de baza.
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5 Fig. 57

Definitia 3.9.1. ”Plan Lobacevski” (L — plan) vom numi semiplanul euclidian de

sus, determinat de dreapta XX. Insasi dreapta XX se omite.

Definitia 3.9.2. ”Puncte Lobacevski” (L — puncte) numim punctele euclidiene din
semiplanul de sus, determinat de dreapta XX (punctele dreptei XX se omit).

Definitia 3.9.3. ”Drepte Lobacevski” (L — drepte) vom numi semicercurile
euclidiene din semiplanul de sus, ortogonale la axa XX, adica, care au centrele pe aceasta
dreaptd si deasemenea toate semidreptele euclidiene perpendiculare pe dreapta XX,
situate Tn semiplanul de sus, in raport cu dreapta XX, originile carora apartin dreptei XX.

Definitia 3.9.4. Vom spune, ca “careva L — punct este incident la careva L —
dreaptd” sau cd el “este situat” pe L — dreapta, dacd punctul euclidian corespunzdtor, in
sensul obisnuit apartine semicercului sau semidreptei.

Verificarea realizarii axiomelor de incidenta I, — I3

Axiomele I, si I, au loc. Intr-adevar, daci A si B sunt doud puncte din semiplanul
de sus (fig. 57 ), atunci, dupa cum se vede din constructii, prin aceste puncte trece sau
numai un semicerc, cu centrul pe dreapta XX, sau numai o semidreapta perpendiculara pe
dreapta XX si cu originea pe aceasta dreapta.

Prin urmare, in noua terminologie avem: Prin orice doua L — puncte trece o L —
dreapta si numai una singurad.

Axioma I; are loc. Justetea acestei afirmatii urmeaza din faptul ca pe fiecare
semicerc si pe fiecare semidreaptd existd cate o infinitate de puncte, iar in exteriorul
acestora existd puncte a semiplanului de sus.

Verificarea realizarii axiomelor de ordine I1; — 11,

Definitia 3.9.5. Fie 4, B, C trei L — puncte, ce apartin unei L — drepte a. Vom spune,

ca L — punctul C este situat intre A si B, dacd punctul C este situat intre punctele A si B

corespunzator pe semicerc sau semidreaptd in sensul euclidian obisnuit.



Axiomele II; — I1; au loc. Aceasta afirmatie rezulta din faptul, ca ele au loc pentru
punctele semicercului si semidreptei.

In mod obisnuit se defineste notiunea de L — segment, de L — puncte interioare si
exterioare L — segmentului.

Sa demonstram satisfacerea axiomei 11,.

Vom cerceta ecuatia cercului cu centrul pe dreapta XX, astfel incat originea de
coordonate sa apartind dreptei XX, iar XX sa coincida cu axa absciselor:

y=@x-a}+y*-r>=0. (1)

Aici (a, 0) — coordonatele centrului, r — raza cercului. Se stie cd pentru punctele
interioare cercului y < 0, iar pentru punctele exterioare y > 0. Vom lua doar semicercul
de sus, in raport cu dreapta XX.

Se poate usor demonstra, ca pentru ca acest semicerc sa intersecteze arcul AB a unui
alt semicerc din semiplanul de sus si cu centrul pe dreapta XX intr-un punct interior
arcului, este necesar si suficient ca partea stanga a ecuatiei (1) y sa primeasca in punctele
A si B valori de semne diferite.

Sa cercetam acum un triunghi curbliniu ABC, format de arcele a trei semicercuri din
semiplanul de sus, in raport cu dreapta XX, centrele carora apartin dreptei XX si care se
intersecteazd (fig. 58). Fie cd un al patrulea semicerc y, intersecteaza arcul AB intr-un
punct interior si nu trece nici prin unul din punctele A, B, C si fie ca (1) este ecuatia
acestui al patrulea semicerc. Atunci y, si yz au semne diferite. Fie pentru determinare
¥4 > 0,75 < 0. Asa cum y. # 0 (al patrulea semicerc nu trece prin punctul C), atunci
sau ¥, > 0sau y. < 0. In primul caz al patrulea semicerc intersecteaza arcul BC intr-un

punct interior, iar 1n al doilea caz intersecteaza arcul AC intr-un punct interior.

C

Ya

Fig. 58
Daca exprimam rezultatul obtinut in noua terminologie, obtinem continutul axiomei

11, pentru L — puncte si L — drepte.
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In mod obisnuit se introduce notiunea de L — semidreapta si notiunea de L — unghi.

Verificarea realizarii axiomelor de congruenta I11; — I115.

Definitia 3.9.6. Doua L — segmente AB si CD se numesc congruente, dacd exista
asa un numar finit de inversiuni cu centrele pe dreapta XX, in rezultatul carora arcul AB
al unui semicerc euclidian sa se transforme in arcul CD al altui semicerc euclidian.

Axioma 111, are loc. Intr-adevar, fie date doud semicercuri a si b, cu centrele pe
dreapta XX. Sa presupunem ca pe primul semicerc este dat arcul AB, iar pe al doilea
semicerc este fixat un punct C (fig. 59). Conform proprietatii inversiunii, exista
inversiunea cu centrul pe dreapta XX, care transforma semicercul a pe semicercul b. Fie
la aceasta inversiune punctele A si B se aplica pe careva puncte A’ si B’ de pe semicercul
b.

Atunci, 1n baza proprietatii inversiunii, exista asa inversiune cu centrul pe dreapta
XX, care transforma semicercul b pe sine insusi, astfel incat ori punctul A’ se aplica in

punctul C, ori punctul B’ se aplica in punctul C.

X X
Fig. 59

In primul caz punctul B’ trece in careva punct D’ al semicercului b, iar in cazul doi
punctul A’ trece in punctul D" al semicercului b. Punctele D’ si D" sunt situate de parti
diferite fati de punctul C. In corespundere cu definitia 6 a notiunii de congruenti a L —
segmentelor vom avea "AB” = "CD"" si "AB” = "CD""”.

Pentru a demonstra ca "AB” = "BA”, este suficient de aplicat semicercul a pe sine
insusi, astfel incat punctele A si B sa se aplice unul pe altul, ceia ce este posibil in baza
proprietatii inversiunii.

Demonstratia realizarii 111, si I11; se propune cititorului.

Definitia 3.9.7. Doua L — unghiuri (h, k) si (h', k") se numesc congruente, daca

existd asa un sir de inversii cu centrele pe dreapta XX, astfel incat in rezultatul carora,
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arcele semicercurilor ce reprezinta laturile primului L — unghi sa se aplice pe arcele
semicercurilor, ce reprezinta laturile celui de al doilea unghi.

Axioma 111, are loc. Fie dat L — unghiul (h, k) cu varful A si L — semidreapta h’ cu
originea A’ (fig. 60). Folosind proprietatile inversiunii , noi determinam asa un sir de
inversiuni, in rezultatul efectuarii carora L — dreapta a trece in L — dreapta a’, astfel incat,
A trece in A’ si L — semidreapta h trece in L — semidreapta h'. Totodata L — dreapta b
trece in careva L — dreaptd b’, ce trece prin A, iar L — semidreapta k trece in L —
semidreapta k’ a L — dreptei b’. Conform definitiei 7 L — unghiul (h, k) este congruent cu
L —unghiul (R, k").

X X
Fig. 60

Luand acum in calitate de cerc al inversiunii cercul a’, noi aplicam L — semidreapta
k' in careva L—semidreapta k"', situatad de cealaltd parte a L — semidreptei h'. Conform
definitiei 7 L — unghiul (h, k) este congruent cu L — unghiul (h', k").

Cu ajutorul proprietatilor inversiunii, se poate aplica L-semidreapta h pe
semidreapta k si invers. Prin urmare, L — unghiul (h, k) este congruent cu L —unghiul
(k, h). Repetand inca odata acelasi sir de inversiuni, ne convingem, ca L — unghiul (h, k)
este congruent cu sine insasi.

Demonstratia realizarii axiomelor /115 0 propunem cititorului.

Verificarea realizarii axiomei de continuitate IV

Axioma lui Dedekind are loc. in Definitia 3.9.5 noi am redus notiunea ,,a fi situat
intre” pentru L — punctele 4, B, C, ce apartin L — dreptei la notiunea ,,a fi situat intre”
pentru punctele euclidiene A, B, C a semicercului de sus cu centrul pe XX. Ultima insa,
usor se reduce la notiunea a fi situat intre” pentru proiectiile lor ortogonale A’, B', C' pe
axa XX, daca stabilim o corespondentd biunivoca intre punctele semicercului de sus si

proiectiile lor ortogonale pe axa XX. Asa cum, pentru punctele dreptei euclidiene XX
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axioma lui Dedekind are loc, atunci ea in mod automat are loc si pentru punctele
semicercului de sus, dar aceasta inseamna ca are loc si pentru L — punctele L — dreptei.

In asa fel, in interpretarea ficuti, se satisfac toate axiomele geometriei absolute.

Verificarea realizarii axiomei lui Lobacevski

Fie dat semicercul a de sus cu centrul pe dreapta XX si un punct A, ce nu apartine
semicercului a (fig. 61). Exista doua si numai doua semicercuri b si ¢ (unul din ele poate
sa se transforme intr-o semidreapta, ortogonala la XX) cu centrele pe XX, care trec prin A
si sunt tangente la semicercul a in punctele M si N de pe axa XX. Evident, prin punctul A
trec o infinitate de semicercuri de sus, cu centrele pe XX si care n-au puncte comune cu
semicercul a (toate ele trec prin unghiurile curbilinii opuse la varf si hasurate, formate de
semicercurile b si ¢). Prin punctul A trec deasemenea o multime infinitd de semicercuri
de sus cu centrele pe XX, care intersecteaza semicercul a (toate trec prin interiorul
unghiurilor nehasurate). In noua terminologie acest fapt se exprima in felul urmitor:

In fascicolul de L — drepte, ce trec prin L — punctul A & a, existd o multime infinitd
de L — drepte, ce nu intersecteaza L — dreapta a si o multime infinita de L — drepte, ce
intersecteaza L — dreapta a.

Aceasta inseamna, ca in interpretarea construita se satisface axioma lui Lobacevski.

Rolul L-dreptelor de frontiera, adicad a paralelelor lui Lobacevski, il joaca
semicercurile b si ¢, deoarece ele despart una de alta L — dreptele fascicolului ale celor
doua categorii (care intersecteaza si care nu intersecteaza dreapta a), iar aceste drepte b si

¢ n-au puncte comune cu a, deoarece punctele M si N de pe axa XX, sunt omise.
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Semicercul 1, ce trece prin punctul A, ortogonal la dreapta a, joacd rolul
perpendicularei, coborate din L — punctul A pe L — dreapta a, iar L — unghiul «, format de
aceasta perpendiculara cu L — semidreapta AN sau AM, joaca rolul unghiului de
paralelism in L — punctul A, in raport cu L — dreapta a.

in asa fel, noi intr-adevar, am obtinut modelul geometriei hiperbolice, care se
realizeazi in imaginile geometriei lui Euclid. In mod analogic, se poate construi modelul
spatiului Lobacevski cu ajutorul semisferelor de sus a semispatiului euclidian, cu centrele
pe planul, ce imparte spatiul euclidian in doua semispatii.

Din cele de mai sus, putem face urmatoarele concluzii:

1) Asa cum toate axiomele geometriei hiperbolice in interpretarea lui A. Poincare se
reproduc 1n teoreme a geometriei lui Euclid, atunci si oricarei consecinte din axiomele lui
Lobacevski, fiecarei teoreme din geometria hiperbolica ii corespunde o anumitd teorema
din geometria lui Euclid. Prin urmare, daca in geometria hiperbolicd s-ar intalni doua
afirmatii care se contrazic reciproc, atunci s-ar intalni si afirmatiile corespunzatoare din
geometria lui Euclid, care se contrazic.

Asa dar, geometria hiperbolicd este compatibild in aceiasi masurd, in care este
compatibila geometria lui Euclid. Asa cum, compatibilitatea geometriei lui Euclid se
reduce la compatibilitatea aritmeticii, atunci si geometria hiperbolica este compatibila in
aceiasi masura, in care este compatibila aritmetica numerelor reale.

2) Deoarece atat geometria euclidiana, cat si geometria hiperbolica sunt ambele
compatibile, atunci cu axiomele geometriei absolute I — IV este compatibila atat axioma
paralelelor lui Hilbert (Pleiffer) V, cat si axioma lui Lobacevski V*. Aceasta inseamna ca
axioma V, sau postulatul V, echivalent cu axioma V, nu depinde de axiomele I — IV si
prin urmare, nu poate fi demonstrat cu ajutorul acestor axiome.

3) Deoarece geometria hiperbolica are o realizare concreta in imaginile geometriei
euclidiene, ea nu mai este ,,imaginara”, cum a numit-o creatorul ei, dar are aceiasi valoare
reald, cum si geometria euclidiana.

4) Construirea modelului geometriei hiperbolice, pune capat la orice incercari de a
demonstra postulatul V a lui Euclid, cu ajutorul axiomelor geometriei absolute si

incercarilor de a respinge geometria hiperbolica.

89



3.10. Elemente din geometria eliptica a lui Riemann

Spre deosebire de geometria lui Euclid, in care printr-un punct ce nu apartine
dreptei date, in planul determinat de aceasta dreapta si acest punct, trece o singurd dreapta
paralela la dreapta datd, iar geometria hiperbolica, n aceleasi conditii, trec doua drepte
paralele la dreapta datd, apoi in geometria elipticd a lui Riemann in genere nu exista
drepte paralele. In geometria elipticd are loc urmatoarea axioma:

Orice pereche de drepte, situate in acelasi plan, se intersecteaza. *)

Sa vedem, ce schimbari urmeaza de facut in sistemul de axiome a lui Hilbert, pentru
a obtine axiomatica geometriei eliptice.

Avand in vedere, ca axiomatica geometriei absolute, adica axiomele lui Hilbert
[ — IV sunt compatibile numai cu cele doud axiome de paralelism (a lui Pleiffer si
Lobacevski), atunci este clar, cd pentru a construi sistemul de axiome a geometriei
eliptice, este necesar de a face unele schimbari in axiomele primelor patru grupe I — IV.
In ce priveste axioma paralelelor lui Hilbert V, atunci, se vede, ci ea rimane in vigoare si
in geometria eliptica (precum si postulatul V a lui Euclid), asa cum este o consecintd a
axiomei (*), a geometriei hiperbolice. Dar in asa caz, axioma paralelelor V trebuie omisa
din lista axiomelor, iar axioma (*) de introdus in grupa axiomelor de incidenta.

In asa fel, axioma V se omite, iar grupa | a axiomelor de incidenta, va fi alcatuita
din urmatoarele axiome:

I;. Prin orice doud puncte A si B trece o dreapta.

I,. Prin doud puncte A si B trece nu mai mult decat o dreapta.

I;. Pe fiecare dreapta existad cel putin doua puncte. Exista cel putin trei puncte, care
nu apartin unei drepte.

I,. Orice pereche de drepte, situate in acelasi plan, se intersecteazd, adica au un
punct comun.

Sa vedem, ce proprietati ale dreptei eliptice, urmeaza din axiomele de
incidenta.Planul, in care se satisfac axiomele geometriei eliptice se numeste plan eliptic.
Fie in planul eliptic este data o dreapta a si un punct A, ce nu apartine dreptei a (fig. 62).
Sa cercetam fascicolul de drepte, ce trec prin punctul A. Conform axiomei I, toate
dreptele acestui fascicol intersecteaza dreapta a, inclusiv si dreapta b, perpendiculara pe

dreapta AP, unde AP 1L a. Asa cum, conform axiomelor grupei I, doud drepte se
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intersecteazd intr-un singur punct, atunci intre dreptele fascicolului si punctele dreptei a
existd o aplicatie reciproc biunivocad. Fie dreapta b intersecteaza dreapta a in careva

punct C.

c’ P a C

Fig. 62 Fig. 63

in baza simetriei in raport cu dreapta AP aceiasi dreapta b trebuie si intersecteze
dreapta a inca intr-un punct C, simetric cu punctul C in raport cu AP. Prin urmare,
dreptele a si b se intersecteaza in doud puncte C si C', ceia ce contrazice axiomelor
[; — I,. Pentru a inlatura aceastd contrazicere, noi trebuie sd convenim, ca punctele C si
C' se contopesc intr-un singur punct. Aceasta inseamna, ca dreapta a este inchisa.

Asa dar, dreapta elipticd este inchisa analogic cum cercul. Din faptul ca dreapta
eliptica este inchisa urmeaza, ca pentru trei puncte 4, B si C notiunea “a fi situat Intre” isi
pierde anumit sens, deoarece fiecare din ele este situat intre celelalte doua, deaceia
notiunea “a fi situat intre” nu caracterizeaza pozitia lor reciproca.

Pentru a caracteriza pozitia reciprocd a punctelor pe dreapta elipticd, se introduce
alta notiune de baza: “separarea a doud perechi de puncte”. llustrativ aceasta notiune este
data in Fig. 63. Fie A,B,C,D patru puncte diferite ale dreptei (dreapta eliptica o
reprezentam sub formd de cerc). Punctele A si B impart dreapta in doud parti diferite.
Daca punctele C si D apartin la parti diferite, atunci vom spune, cd perechea A, B separa
perechea C, D. Daca insa, punctele C si D, ambele apartin aceleiasi parti a dreptei, atunci
perechea A, B nu separa perechea C, D.

Daca perechea A, B separa perechea C, D, atunci vom nota AB|CD.

Proprietatile de baza a notiunii ”separarea a doua perechi de puncte” se poate
descrie, de exemplu, prin urmatoarea grupa de axiome, care inlocuieste grupa Il de

axiome a lui Hilbert.
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Grupa Il. Axiomele de ordine

11;. Daca AB|CD, atunci toate punctele A4, B, C, D sunt diferite si apartin unei drepte.

I1,. Dacd A si B sunt puncte diferite ale dreptei, atunci pe dreaptd existd asa doud
puncte M si N, incat AB|MN.

I1;. Daca AB|CD, atunci CD|AB.

11,. Daca AB|CD, atunci AB|DC.

II5. Daca AB|CD, atunci n-are loc AC|BD.

11,. Daca A, B, C, D sunt puncte diferite ale unei drepte, atunci are loc una si numai
una separare: ori AB|CD, ori AC|BD, ori AD|BC.

I1,. Daca AB|CD si AC|BE, atunci AC|DE.

IIg . Dacda patru drepte ale fascicolului intersecteazd careva doua drepte
corespunzator in punctele 4, B, C, D si A4, By, C;, D; si daca AB|CD, atunci A;B;|C;D;.

Sensul acestor axiome este usor de clarificat, pe un desen, daca reprezentam dreapta
eliptica sub forma de cerc.

Sa aducem unele particularitati caracteristice, care au loc in geometria eliptica.

Spre deosebire de geometria euclidiand si cea hiperbolicd in geometria eliptica
punctul nu mai Tmparte dreapta in doud semidrepte, iar doud puncte A si B pe dreapta
determina nu un segment, dar doua segmente reciproc complementare (fig. 63).

O alta deosebire consta in faptul, ca dreapta in planul eliptic nu imparte acest plan
in doud semiplane. Intr-adevir, pentru orice doud puncte A si B, ce nu apartin dreptei a
(fig. 64), dreapta AB se imparte de aceste puncte in doua segmente reciproc
complementare, dintre care unul intersecteaza dreapta a, iar celalalt nu intersecteaza
dreapta a. Din aceastd cauza nu se poate afirma nici ca punctele A si B sunt situate de
aceiasi parte 1n raport cu dreapta a, nici cd punctele A si B sunt situate de parti diferite

fata de dreapta a.
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Fig. 64

Totusi, se poate afirma, ca doua drepte imparte planul in doua parti (fig. 65), fiecare
din care formeaza unghi. Prin urmare, in punctul O se formeaza doua unghiuri reciproc
complementare (I si I11), care se numesc unghiuri alaturate. Daca aceste unghiuri au

marimi egale, atunci ele se numesc unghiuri drepte. Suma acestor unghiuri este egalad cu

2d.
I
I v I
I I I
i
Jy 11 w

Fig. 65 Fig. 66

Din faptul ca dreapta eliptica este inchisa si cd doud puncte o impart in doua
segmente reciproc complementare, urmeaza, ca trei puncte 4, B si C din planul eliptic,
care nu apartin unei drepte, determind nu un triunghi, dar patru triunghiuri, care impreuna
alcatuiesc tot planul (in fig. 66 aceste triunghiuri sunt numerotate).

Sa mai mentionam, ca pentru orice pereche de drepte in planul eliptic exista unica
perpendiculara comuna.

Nu ne vom opri la axiomele de congruentd in geometria elipticd, doar vom
mentiona, ca si ele in unele relatii se deosebesc de axiomele lui Hilbert. Axioma IV a lui
Dedekind in geometria eliptica se pastreza tinand cont, ca doua puncte impart dreapta In

doua segmente.
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Sa mai formulam cateva teoreme din geometria eliptica, care se deosebesc de
teoremele corespunzatoare din geometria euclidiana si din geometria hiperbolica.
1) Locul geometric de puncte egal departate de la dreapta, este un cerc.
2) Suma unghiurilor in triunghi este mai mare decat 2d.
Aceasta inseamnad, cd in geometria eliptica se realizeaza ipoteza unghiului obtuz a
lui Saccheri.
In particular, in geometria eliptici existd triunghiuri cu doui si trei unghiuri
drepte.
3) Lungimea oricarei drepte este egala cu m, adica dreapta eliptica este finita.
4) Perimetrul triunghiului este mai mic decat 2.
5) Unghiul exterior al triunghiului sau este mai mic, sau este egal, sau este mai
mare decat unghiul interior, nealaturat.
6) Aria triunghiului este egala cu defectul triunghiului, adica cu diferenta dintre
suma unghiurilor interioare si numarul 7:
AD) =A+B+C—-m.
7) Aria planului eliptic este egala cu 2.
Pentru a ne incredinta in compatibilitatea geometriei eliptice plane, este suficient sa
construim un model, folosind elemente din geometria euclidiana.
Sa construim unul din aceste modele, in care se foloseste suprafata sfericd in spatiul
euclidian.
Sa cercetam suprafata sfericd unitard cu centrul in punctul O in spatiul euclidian
(fig. 67).
In acest model multe particularititi ale geometriei eliptice sunt bine ilustrate.
Definitia 3.10.1. Se numeste “punct” orice pereche de puncte diametral opuse de pe
suprafata sferica.
Definitia 3.10.2. Se numeste “dreaptd” orice cerc mare de pe suprafata sferica.
Definitia 3.10.3. Se numeste “plan” insasi suprafata sferica.
Afirmatia ”Punctul apartine dreptei date” inseamna, cd doua puncte diametral opuse
ale suprafetei sferice sunt situate pe cercul mare al suprafetei sferice.
In asa mod, usor ne incredintim, ci toate cele patru axiome din grupa I se satisfac

in acest model.
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1) Prin orice doua ”puncte” trece o dreapta si numai una singurd, deoarece prin
orice doud perechi de puncte diametral opuse ale suprafetei sferice trece un cerc mare si
numai unul singur.

2) Pe fiecare “dreapta” exista doua ”puncte” (chiar o multime infinita de “’puncte”,
deoarece pe fiecare cerc mare existd doud perechi ( chiar o infinitate de perechi) de
puncte diametral opuse. Analogic ne convingem, cd exista trei ’puncte”, ce nu apartin

unei “drepte”.

Fig. 67

3) Orice doua “drepte” diferite se intersecteaza intr-un singur “punct”, deoarece
orice doud cercuri mari se intersecteaza intr-o singura pereche de puncte diametral opuse
ale suprafetei sferice.

Proprietatile ”dreptei” de a fi inchisa si finitd sunt evidente, deoarece “dreapta” este
reprezentata de cercul mare al suprafetei sferice. Devine destul de iustrativa si notiunea
de “separare a doud perechi de puncte” si satisfacerea tuturor axiomelor grupei II in
modelul construit.

Prin segment AB vom intelege oricare din cele doud perechi de arce opuse ale
cercului mare, care trece prin punctele A si B. Pe modelul construit (fig. 67) se vede, ca
“punctele” A si B determind doud “segmente”: unul se determind de o pereche de arce
opuse, care nu contin extremitatile diametrului CC, iar celdlalt se determina de perechea
de arce opuse, care contin punctele diametral opuse C. Evident, devine si acel fapt, ca
”dreapta” nu imparte ”planul” in doua “semiplane”. Intr-adevir, care n-ar fi “punctele” A
si B (fig. 67), care nu apartin “dreptei” a, “dreapta” AB intersecteaza “dreapta” a intr-un

singur ’punct” C. Prin urmare, numai unul din ’segmentele”, determinate pe “dreapta”
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AB de “punctele” A si B, intersectind “dreapta” a in “punctul” C, celdlalt nu
intersecteaza “dreapta” a.

In asa mod se poate verifica satisfacerea tuturor axiomelor si a oricarei teoreme din
geometria eliptica pland in modelul construit.

Realizarea planimetriei eliptice pe suprafata sfericd euclidiand ne permite sa
afirmam, cd geometria elipticd este tot atat de necontradictorie,cit si geometria euclidiana.

Se poate observa, ca exista o corespondentd biunivoca intre multimea tuturor
perechilor de puncte diametral opuse de pe suprafata sferica cu centrul in punctul O si
multimea tuturor dreptelor fascicolului cu centrul in O. Deasemenea existd o astfel de
corespondentd intre multimea tuturor planelor acelueasi fascicol si multimea tuturor
cercurilor mari de pe suprafata sfericd. Aceste corespondente biunivoce ne permit sa
construim o altd interpretare a planimetriei eliptice in sistemul geometriei euclidiene cu
ajutorul fascicolului de drepte si plane cu centrul in punctual O. In aceasta interpretare
prin ”punct” vom intelege dreapta fascicolului, prin “dreaptd” vom intelege planul
fascicolului, iar prin ”plan” — insasi fascicolul s.a.m.d. Aceasta inseamna, ca planimetria
eliptica a lui Rieman poate fi privitd ca geometria fasciclului de drepte in spatial

euclidian tridimensional.
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Anexa 1. Transformarea de inversiune si proprietitile ei

0.1. Transformarea de inversiune

Fie in plan este dat un cerc w(O, R) si un punct arbitrar X, diferit de punctul O
(fig.1). Punctului X i punem in corespondenti un astfel de punct X, incat si se satisfaci
urmatoarele conditii:

1) Punctul X ‘apartine semidreptei [0X);

2) 0X - 0X = R>.

Punctul X ‘care satisface acestor doud conditii, se numeste punct invers punctului X
in raport cu cercul w (0, R). Aplicatia planului pe sine insusi la care fiecare punct se
aplicd pe punctul invers se numeste inversiune. Cercul w se numeste cercul de bazd al
inversiunii, centrul cercului de baza se numeste centrul inversiunii, iar raza acestui cerc
se numeste raza inversiunii.

Figura F', formati din toate punctele inverse punctelor figurii F, se numeste figuri
inversa pentru figura data F.

Sa observam ca nici un punct al planului nu este punct invers pentru centrul
inversiunii. Cu alte cuvinte, aplicatia de inversiune nu este o aplicatie biunivocd a
planului pe sine insdsi, adica nu este o transformare a planului. De aceia, 1n viitor la
studierea inversiunii vom avea in vedere, cd din plan este inldturat (exclus) punctul O,
adica centrul inversiunii. Cu asa conditie, aplicatia de inversiune devine 0 transformare a
planului, pe care 0 vom numi transformare de inversiune. Asa de exemplu, dacd vom
vorbi despre transformarea de inversiune a dreptei ce trece prin centrul inversiei 0, vom

avea 1n vedere toate punctele acestei drepte, in afara de punctul O.

Daca R = 1, atunci 0X = & Prin urmare,
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X

Fig.1

dacd punctul X este punct invers pentru punctul X, atunci distantele 0X si 0Xse exprimi
prin numere reciproc inverse. Prin aceasta se limureste ci punctul X se numeste punct
invers pentru punctul X, iar transformarea data se numeste transformarea razelor inverse
sau distantelor inverse.

Din definitia transformarii de inversiune urmeaza nemijlocit urmatoarele proprietati
ale acestei transformari:

1°. Dacid punctul X este inversul punctului X, atunci punctul X este inversul
punctului X .

2°. Daci la transformarea de inversiune figura F se transformi in figura F', atunci
figura F'se transforma in figura F.

3°. Fiecare punct al cercului de bazi a inversiunii se aplici pe sine insusi.

4°. Daci punctul X este exterior, in raport cu cercul de bazi al transformirii de
inversiune, atunci punctul invers X este interior in raport cu cercul de bazi si invers.

5°. Daci punctul X din exteriorul cercului de bazi se indepirteazi nemdirginit de la
acest cerc, atunci punctul invers X se apropie nemijlocit de centrul inversiunii.

6 . Transformarea de inversiune aplici semidreapta h ce porneste din centrul
inversiunii pe sine insagi. Partea semidreptei h din interiorul cercului se aplicd pe partea
exterioara a semidreptei h si invers.

7°. Transformarea de inversiune aplicd dreapta ce trece prin centrul inversiunii pe

sine 1nsasi (avem 1n vedere ca centrul inversiunii este inlaturat din dreapta).
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Construirea punctului invers punctului dat poate fi efectuata cu ajutorul riglei si a
compasului. Aceastd constructie se bazeazd pe doud teoreme bine cunoscute din
geometria elementara:

1) Tangenta la cerc este perpendiculara pe diametrul (raza) cercului dus prin punctul
de tangenta.

2) Cateta triunghiului dreptunghic este media geometrica dintre ipotenuza si
proiectia acestei catete pe ipotenuza.

Pentru a construi punctul invers pentru punctul dat vom cerceta trei cazuri.

Cazul 1. Punctul X apartine cercului de bazi al inversiunii. In acest caz punctul
invers X coincide cu punctul X.

Cazul Il. Punctul X apartine exteriorului cercului de baza w(0, R) (fig.2). Prin

punctul X construim tangenta XT la cercul de baza a inversiunii.

Fig.2
Din punctul de tangenta T construim perpendiculara la dreapta OX. Piciorul acestei

perpendiculare X " este punctul invers pentru punctului X.

Intr-adevar, din triunghiul dreptunghic OTX avem:

0X-0X = R

Observatie. Daca punctul X este exterior cercului w (0, R), atunci punctul invers X '
poate fi construit in felul urmator. Construim consecutiv (fig.3): semidreapta OX, cercul
w’ cu diametrul 0X, coarda TT;, care uneste punctele de intersectie ale cercurilor w si w .
Atunci punctul X' de intersectie a coardei TT; cu semidreapta OX si este punctul invers
pentru punctul X.

Cazul I11. Punctul X apartine interiorului cercului de baza w (0, R).
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Fig.3

In baza proprietitii 1° a transformarii de inversiune in acest caz problema se reduce
la construirea proimaginii dupa imagine in conditiile cazului precedent. Asa dar, trebuie
de construit in punctul X perpendiculara la dreapta OX, de aflat un punct de intersectie a
acestei perpendiculare cu cercul de baza si in acest punct de construit tangenta la cercul

de bazi. Aceastd tangentd va intersecta semidreapta OX in punctul X .

0.2. Lema despre drepte antiparalele
Fie 0 dreapta oarecare a intersecteaza ambele laturi ale unui unghi oarecare (k, )
(fig.4, a). La intersectie cu una din laturile unghiului, de exemplu k, aceasta dreapta

formeaza patru unghiuri, dintre care numai unul este interior triunghiului, taiat de dreapta

a din unghiul (k, ).

/

a)
Fig.4

In viitor, cand va fi vorba despre unghi dintre careva dreapta si latura unghiului se
va avea in vedere anume acest unghi.

Fie acum douad drepte (fig.4, b) intersecteaza laturile unghiului, astfel incat una din
ele formeazd cu una din laturile unghiului un unghi marimea caruia este egala cu
marimea unghiului format de cealaltd dreapta cu a doua latura a unghiului (in fig. 4, b

41 = 42). Atunci si prima dreaptd formeaza cu a doua laturd a unghiului un unghi
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marimea caruia este egald cu marimea unghiului format de a doua dreapta cu prima latura
a unghiului (83 = 44).

Definitia 0.2.1. Doud drepte, care intersecteazd laturile unui unghi, se numesc
antiparalele in raport cu acest unghi, daca una din aceste drepte formeaza cu o latura a
acestui unghi, un unghi marimea caruia sa fie egala cu marimea unghiului format de

cealalta dreapta cu a doua laturd a unghiului.

Fig.5
Dreptele antiparalele in genere nu-s paralele. Exceptie este doar in cazul cénd

ambele drepte sunt perpendiculare pe bisectoarea unghiului dat (fig.5).

Teorema 0.2.2. (Lema despre drepte antiparalele). Dreapta ce trece prin doua
puncte A4, B ale planului si dreapta ce trece prin punctele A, B’ inverse corespunzitor
punctelor A, B sunt antiparalele 1n raport cu unghiul varful caruia este in centrul inversiei,
iar laturile caruia trec prin punctele A si B.

Demonstratie. Fie w(0,R) este cercul de bazi, iar punctele A" si B’ sunt

corespunzator punctele inverse ale punctelor A si B (fig. 6).

Ay
w

Fig.6
Atunci, OA-0A =R?, OB-0B =R? si deci, 0OA-0A'=0B-0B sau 0OA: OB =

OB':0A'. In triunghiurile AOB si A'OB unghiul O este comun. Prin urmare, triunghiurile
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AOB si AOB'sunt asemenea, dar atunci #0BA = 40A'B’. Asa dar, dreptele AB si AB’
sunt antiparalele. Teorema este demonstrata.

Daca intr-un mod oarecare sunt date doud puncte corespunzitoare A si A" la 0
transformare de inversiune, atunci lema demonstrata ne ofera posibilitatea sa construim
imaginea oricarui punct B (ce nu apartine dreptei OA). Pentru aceasta este suficient sa
unim punctele B cu A si sa construim dreapta A'B’ astfel incat, Z0A'B’ = 40BA . Cu
ajutorul aceleiasi leme se poate de construit si imaginea oricarui punct al dreptei OA,
dacd se cunosc punctul A si imaginea A" a punctului A la transformarea de inversiune.
Este suficient sd construim imaginea B’ a unui punct arbitrar B, care nu apartine dreptei
OA, iar apoi avand punctele reciproc inverse B si B’ se poate de construit imaginea

oricarui punct al dreptei OA (evident, diferit de punctul 0).

0.3. Imaginea cercului, ce trece prin centrul inversiei la o
transformare de inversiune

Fie un cerc oarecare y trece prin centrul inversiunii-punctul 0. La transformarea de
inversiune toate punctele cercului y, in afara de punctul O, se aplica pe careva alte
puncte. Se pune intrebarea ce figura formeaza aceste puncte?

Teorema 0.3.1. Transformarea de inversiune aplica cercul, care trece prin centrul
inversiei pe o dreapta. Aceasta dreapta este perpendiculara pe linia centrelor cercului dat
st a cercului de baza.

Demonstratie. Fie w (0, R) este cercul de baza a inversiunii, ¥ (04, R;) un cerc care
trece prin punctul 0. Construim semidreapta 00,. Fie cercul y intersecteaza semidreapta

00’ in punctul A (fig. 7). Sa notam prin A’ punctul invers punctului A.
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Luam pe cercul y un punct arbitrar P si construim punctul P’, inversul punctului P.
Unim punctele P, A si P, A’. In baza lemei despre drepte antiparalele avem ci 40A’'P’ =
40PA. Sa observam ca unghiul £0PA se sprijind pe diametrul cercului y si prin urmare,
este un unghi drept. Atunci si unghiul OA’'P’ este drept. Prin urmare punctul P’ apartine
dreptei ce trece prin punctul A’ perpendicular la dreapta 00,. Astfel ne convingem, ca
orice punct al cercului y se aplica pe un punct al dreptei A’P’. Usor ne convingem in
justetea afirmatiei inverse: fiecare punct al dreptei A'P’ este invers pentru careva punct
al cercului y . Prin urmare, cercul y se transforma la inversiune intr-o dreapta
perpendiculara pe linia centrelor cercului de baza si a cercului dat. Teorema este
demonstrata.

Din aceastd teorema urmeaza metoda de constructie a dreptei inverse cercului dat,
daca ultimul trece prin centrul inversiei:

1) Construim dreapta 00,, care trece prin centrul inversiunii si centrul cercului dat;

2) Notam punctul A de intersectie a acestei drepte cu cercul dat (A # 0);

3) Construim punctul A’, inversul punctului 4;

4) Prin punctul A’ construim dreapta a, perpendicular pe dreapta O0,. Dreapta a
este dreapta cautata.

In cazul cand cercul de bazi intersecteaza cercul dat y, constructia datd devine mai
simpla. Dreapta inversa cercului dat, este dreapta determinatd de cele doud puncte de

intersectie a cercului y cu cercul de baza (fig. 8).

Fig. 8
Daca cercul y este tangent la cercul de baza w, atunci y se aplica pe tangenta

comuna a acestor doud cercuri.
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Daca doud cercuri se intersecteaza in centrul inversei, atunci transformarea de

inversiune aplicd aceste doud cercuri pe doud drepte paralele.

0.4. Imaginea cercului, care nu trece prin centrul inversiunii
Teorema 0.4.1. Transformarea de inversiune aplicd cercul, care nu trece prin
centrul inversiunii, pe un cerc.
Demontratie. Fie w(0, R) este cercul de baza al inversiunii (fig. 9), y(0, R;) un
cerc arbitrar dat. Construim dreapta 00, si notam punctele de intersectie ale cercului y cu
dreapta 00, prin A si B. Fie A" si B’ sunt punctele inverse punctelor A si B

corespunzator.

Fig. 9

Notam prin P un punct arbitrar al cercului y, iar prin P’ punctul invers punctului P.
Unim punctul P cu Asi B, P’ cu A’ si B’ Din lema despre drepte antiparalele urmeaza ca
41' = 41, 40P'B' = £2. Deoarece m41 + m42 = 90°, urmeazi ci ma1’ + ma2' =
90°. Atunci, mzA'P’'B’ = 90° . Prin urmare, din punctul P’ segmentul [A’B’] se vede sub
un unghi drept. Aceasta inseamna ca punctul P’ apartine cercului cu diametrul A'B’. Sa
notdm acest cerc prin y'. Astfel, noi am demonstrat ca fiecare punct al cercului y, la
inversiunea in raport cu cercul w(0,R) se aplica pe un punct al cercului y'. Din
proprietitile 1° si 2° ale inversiunii urmeazi ci fiecare punct al cercului y’ este imaginea
unui punct oarecare a cercului y la aceasta transformare. Teorema este demonstrata.

Consecintd. La inversiunea cercetatd semicercul APB se aplicd pe semicercul

A'P'B’.
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Din demonstratia acestei teoreme obtinem urmatoarea metoda de constructie a
cercului, invers cercului dat (daca ultimul nu trece prin centrul inversiunii):

1) Construim dreapta ce trece prin centrul inversiunii si prin centrul O, al cercului
dat;

2) Notam punctele A si B de intersectie a acestei drepte cu cercul y;

3) Construim punctele inverse A’ si B’ corespunzator punctelor A si B;

4) Construim cercul y' pe segmentul [A'B’] ca pe diametru. Cercul y'este cercul
cautat.

Cercetand translatia paraleld, rotatia, simetria axiald, omotetia ne-am convins ca
aceste transformari aplica cercul pe cerc, astfel Incat centrul cercului dat se aplica pe
centrul imaginii acestui cerc. S-ar parea ca o astfel de legitate ramane in vigoare si pentru
transformarea de inversiune. Aceastd presupunere insa nu-i adevaratd. Daca la inversiune
cercul y se transforma in cercul y"', iar centrul O, al cercului y se aplica pe punctul Oy,
atunci punctul 01 nu va fi centrul cercului y".

Teorema 0.4.2. Doua cercuri corespunzator inverse unul altuia pot fi privite ca
omotetice, astfel Incat centrul de omotetie coincide cu centrul inversiunii, iar coeficientul
de omotetie este egal cu raportul razelor.

Demonstratie. Sa apelam la Fig. 9. Fie P; al doilea punct de intersectie a dreptei
OP cu cercul y. Atunci, 4BPP; = 4A'B'P’ conform lemei despre dreptele antiparalele.
Totodatd ABPP; = ABAP;, deoarece ambele aceste unghiuri inscrise se sprijind pe
acelasi arc BP;. Prin urmare, 4A'B'P' = ABAP;. Atunci P'O’ || P,0, si deci OP": OP, =
O'P': 0,P, = const. Asa dar, cercul y' corespunde cercului y la omotetia cu centrul O si
coeficientul k = O'P': 0,P; . Aceasta omotetie aplica punctul P; pe punctul P’, insa

inversiunea aplica punctul P pe punctul P’. Teorema este demonstrata.

0.5. Transformarea dreptei la inversiune
Din proprietatile inversiunii se stie cd dreapta ce trece prin centrul inversiunii se
aplica pe sine nsasi. Se pune intrebarea ce reprezintd imaginea dreptei, care nu trece prin
centrul inversiunii?
Teorema 0.5.1. La transformarea de inversiune, dreapta ce nu trece prin centrul

inversiunii se aplicd pe un cerc, care trece prin centrul inversiunii.
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Demonstratie. Fie w(0,R) cercul de baza, iar a 0 dreapta data (fig. 10). Din
punctul O construim perpendiculara OA pe dreapta a. Fie A’ este punctul invers punctului

A, iar y este cercul cu diametrul OA'.

a

Fig. 10
La inversiune cercul y se aplicd pe dreapta a . In baza proprietitii de reciprocitate

dreapta a se aplica pe cercul y. Teorema este demonstrata.
Din demonstratia acestei teoreme urmeaza si metoda de construire a cercului, invers

dreptei date.

0.6. Cercuri invariante

Definitia 0.6.1. Se numeste unghi dintre doua linii in punctul lor de intersectie T,
unghiul dintre tangentele duse la aceste linii in punctul T

Definitia 0.6.2. Doua cercuri se numesc ortogonale, dacd aceste cercuri se
intersecteaza dupa un unghi drept.

Daca doua cercuri sunt ortogonale, atunci razele lor, duse in punctul de tangenta,
sunt perpendiculare. Este justd si afirmatia inversad. Din cele spuse urmeaza si metoda de
constructie a cercului, ortogonal cercului dat w in punctul dat T. Pentru aceasta este
suficient pe tangenta t la cercul w in punctul T de ales un punct arbitrar O, si de construit

cercul w; (04, 0,T). Cercul w, si va fi cercul cautat (fig. 11).
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Fig. 11

La inversiune cercul de bazi se aplici pe sine insisi (§ 0.1, proprietatea 3°). Se pune
intrebarea dacd mai exista asa cercuri, care sa posede asa proprietate?

Teorema 0.6.3. Pentru ca un cerc dat, diferit de cercul de baza, sa se aplice la
inversiune pe sine insusi, este necesar si suficient, ca cercul dat sa fie ortogonal cu cercul
de baza.

Demonstratie. /) Suficienta. Fie cercul y(04, R,) (fig.12) este ortogonal cercului de
bazd w(0, R). Sa demonstram cd cercul ¥ se aplica pe sine insusi la inversiunea 1n raport

cu cercul w. Fie P un punct arbitrar al cercului y. Construim dreapta OP.

Fig. 12

Fie aceasta dreapta intersecteaza cercul y inca intr-un punct oarecare P, (daca
dreapta OP este tangenta la cercul y, atunci, in loc de punctul P; luam punctul P).
Deoarece cercul y este ortogonal cercului w, atunci raza OT, care uneste centrul

inversiunii cu punctul de intersectie a cercurilor y si w, este tangenta la cercul y. Atunci
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OP - 0P, = OT? = R*. Prin urmare, punctul P; este invers punctului P. Asa dar, la
inversiunea in raport cu cercul w fiecare punct P al cercului y, se aplica pe un punct P,
care deasemenea apartine cercului y.

Avand in vedere proprietatea de reciprocitate a transformarii de inversiune, se poate
face concluzia ca fiecare punct al cercului y este imagine a caruiva punct al cercului y.
Prin urmare, la aceasta inversie cercul y se transforma in sine insusi.

2) Necesitatea. Fie cercul y, diferit de cercul de baza al inversiunii, se transforma in
sine Tnsusi. S& demonstram ca cercul y este ortogonal cercului de baza. Deoarece cercul y
este diferit de cercul w, atunci existd punctul P care apartine cercului y si punctul P nu
apartine cercului w. Fie punctul P; este invers punctului P (fig. 12). Atunci unul din
punctele P si P; este situat in exteriorul cercului w, iar celalalt in interiorul cercului w.
Prin urmare, cercul y intersecteaza cercul w. Sa notam prin T unul din aceste puncte de
intersectie. S& demonstram ca OT este tangentd la cercul y. Vom demonstra aceasta
afirmatie de la contrariu. Sa presupunem, ca dreapta OT intersecteaza cercul y inca intr-
un punct Ty, diferit de punctul T. Observam ca punctele P si P; sunt situate de aceiasi
parte in raport cu punctul 0, asa ci punctul O este situat in exteriorul cercului y. In baza
proprietatii secantelor, duse din acelasi punct la cerc, avem:

OT - OT, = OP - OP, = R®.

Deoarece OT = R?, atunci si OT; = R. Prin urmare, punctul T, trebuie sa coincida
cu punctul T, ceia ce contrazice presupunerii. Asa dar, OT este tangenta la cercul y. Prin
urmare, cercurile w si y sunt ortogonale. Teorema este demonstrata.

Teorema 0.6.4. Dacd cercul trece prin doud puncte reciproc inverse, atunci la
inversiune cercul se transforma 1n sine insusi.

Demonstratie. Fie cercul y trece prin punctele P si P’, care sunt reciproc inverse in
raport cu cercul w(0,r). Atunci OP - OP' = r?. Evident, punctul O apartine exteriorului
cercului y. Fie Q un punct arbitrar al cercului y (fig.13). Construim semidreapta 0Q si fie
ca aceasta semidreaptd intersecteaza cercul y in punctele Q si Q' (dacd 0Q este tangenta

la cercul y, atunci Q' = Q).

108



Fig. 13

Atunci 0Q - 0Q' = OP - OP' = r?, adicd punctele Q si Q' sunt reciproc inverse.
Prin urmare, daca careva punct apartine cercului y, atunci si punctul invers acestui punct
deasemenea apartine acestui cerc. Asa dar, la aceasta inversie cercul y se transforma in
sine insusi. Teorema este demonstrata.

Consecinta 0.6.5. Cercul, care trece prin doud puncte reciproc inverse, este
ortogonal cercului de baza a transformarii de inversiune. Toate cercurile, care trec prin
doud puncte reciproc inverse, formeaza un fascicol eliptic, format din toate cercurile

ortogonale cercului de bazd a inversiei.

0.7. Pastrarea unghiurilor la inversiune
Lema 0.7.1. Daca la inversiunea in raport cu cercul w (0, R) punctul M si curba y
ce trece prin punctul M se aplica corespunzator pe punctul M’ si curba y’, atunci curbele
y si ¥’ in aceste puncte formeaza unghiuri congruente cu dreapta OM.
Demonstratie. Fie P un punct arbitrar al curbei y, P’ imaginea punctului P la

inversiunea in raport cu cercul w (0, R). Evident, punctul P’ apartine cercului y’ (fig.14).
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Unim punctul M cu punctul P si punctul M’ cu punctul P’. in baza lemei despre
drepte antiparalele mAMM'P’ = m AMPO sau m AMM'P' = mAM'MP — mAMOP (1).

Fie ca la apropierea nemijlocita a punctului P pe curba y catre punctul M, secanta
MP tinde catre pozitia MA, asa ca MA este tangenta liniei y in punctul M. Fie
m £M'MA = a. Atunci limp_, m 4M'MP = a. In acelasi timp, cand punctul P tinde
catre punctul M, alunecand pe curba y, marimea unghiului MOP tinde la zero. Deaceia,
conform relatiei (1), marimea unghiului MM'P’ deasemenea tinde citre o anumita limita,
egald cu a. Prin urmare, cand punctul P tinde catre punctul M, alunecand pe curba y (si
deci punctul P’ tinde catre punctul M’, alunecand pe curba y'), secanta M'P’ tinde catre o
pozitie limita M'A" si A'M’ este tangenta la curba y in punctul M'. Asa dar,
m AMM'A" = a. Lema este demonstrata.

Teorema 0.7.2. Daca doua curbe y,, ¥, si punctul lor de intersectie M se aplica la o
oarecare inversiune corespunzator pe curbele y;, ¥, si punctul M’, atunci unghiurile dintre
curbele y;,y, in punctul M si dintre y5, ¥, in punctul M', sunt congruente.

Demonstratie. Fie a; si a, tangentele la curbele y,,y, in punctul M, iar aj, a;
tangentele la curbele y{, y; in punctul M’ (fig.15).

Sa presupunem ca nici una dintre dreptele a, si a, nu coincide cu dreapta OM, unde
O este centrul inversiunii, deoarece in caz contrar, demonstratia devine evidentd. Dreapta
MM’ imparte planul in doud semiplane. In unul din aceste semiplane, pe fiecare dreapta
a,,a, si aj, aj, notaim corespunzitor punctele A,, A, si A}, A,. In baza lemei

maAM'MA, = m4AMM'A; (2)
maAM'MA, = m4MM'A’, (3)

M

Fig.15
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Fiem AM'MA, <m AM'MA,, atunci m £A,MA; = m AM'MA; — m AM'MA, si
m 4A,M'A} = m AMM'A} — m AMM'A, . In baza relatiilor (2), (3) m 4A\M'A}, =
m 4A;MA,. Teorema este demonstrata.

Consecinta. Daca doud curbe sunt tangente in careva punct, diferit de centrul
inversiunii, atunci la inversiune ele se aplicd pe doud curbe tangente in punctul
corespunzator.

Unerori, teorema 1 se formuleaza in felul urmator: la inversiune se pastreaza
unghiul dintre doud curbe. Avand astfel de proprietate, se mai spune ca inversiunea este o
transformare conforma (pastreaza forma).

Din fig.15 se vede, ca unghiurile A;MA, si AJM'A3; sunt opus orientate. Acest fapt
are un caracter general: la inversiune se pastreaza marimea unghiului, dar se schimba
orientatia unghiului.

0.8. Aplicarea transformarii de inversiune la rezolvarea
problemelor

Exemplul 0.8.1. Prin douad puncte date A si B de construit un cerc ortogonal
cercului dat w (0, r) (fig.16).

Rezolvare. Daca consideram cercul dat w in calitate de cerc de baza, atunci la
inversiunea in raport cu w cercul cdutat y se aplicd pe sine Insusi, iar punctele A si B se
aplica pe punctele A’ si B’ ale acestui cerc y. Cercul y este complet determinat de trei
puncte ale acestui cerc, de exemplu A, B si A'.

Constructia.

1) Construim punctul A’, inversul punctului A in raport cu cercul w.

2) Construim y(4, B, A"). Cercul y este cercul cautat.
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Daca punctul A apartine cercului w, atunci punctul A" coincide cu punctul A si prin
urmare, metoda de rezolvare de mai sus nu permite solutia. In acest caz trebuie de
efectuat o constructie analogicd in raport cu punctul B. Daca insa ambele puncte 4, B
apartin cercului w, atunci problema data se rezolva in felul urmator: prin punctele A si B
construim tangentele la cercul w, atunci punctul O; de intersectie ale acestor tangente va
fi centrul cercului cautat.

Constructiile descrise mai sus nu pot fi efectuate in cazul, cdnd punctele O, 4 si
B apartin unei drepte. Daca in asa caz punctele A si B nu-s reciproc inverse in raport cu
w, atunci problema n-are solutii. Daca insa punctele A si B sunt reciproc invese in raport
CU w, atunci problema are o infinitate de solutii: toate cercurile ce trec prin punctele A si
B sunt ortogonale cercului w.

Exemplul 0.8.2. Este dat un punct O si doua drepte a si b ce nu trec prin punctul O.
Din punctul O de construit o semidreapta astfel incat, produsul lungimilor segmentelor de
la punctul O pana la punctele de intersectie a acestei semidrepte cu dreptele date sa fie
egal cu patratul lungimii segmentului dat.

Rezolvare.

Analiza. Fie O punctul dat, a si b dreptele date, OAB semidreapta cautata, astfel
incat OA - OB = r?, unde r este lungimea segmentului dat (fig.17). Inversiunea in raport
cu cercul w(0,r) aplica punctul A pe punctul B, iar dreapta a se aplica pe un cerc
oarecare a’, care trece prin punctul B. Prin urmare {B} = a’' N b.

Constructia.

1) w(0, 7).

2) imaginea a’ a dreptei a la inversia in raport cu cercul w.

){B}=a' nb.

4) semidreapta OB, care si satisface conditiei problemei.
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Fig.17

Demonstratie. Fie [0B) N a = {A} . Atunci punctul A este proimaginea
punctului B la inversiunea in raport cu cercul w(0,r), deoarece dreapta a este
proimaginea cercului a’. Prin urmare, conform definitiei transformarii de inversiune,
OA- 0B =12,

Cercetarea. Sunt posibile urmatoarele cazuri:

1) cercul a’ intersecteaza dreapta b in doua puncte; doua solutii;

2) cercul a’ este tangent la dreapta b; o solutie;

3) cercul a’ n-are puncte comune cu dreapta b; problema n-are solutii.

Deoarece punctul B neaparat corespunde punctului A la inversiunea in raport cu
cercul w(0, ), atunci punctul B trebuie sa fie punct comun al dreptei b si a cercului a’.
Prin urmare, alte solutii, decat cele determinate, nu pot sa existe.

Exemplul 0.8.3. De construit un cerc, care sa treaca prin doud puncte date A si B si
care sa fie tangent la o dreapta data [.

Rezolvare.

Analiza. Evident, pentru a rezolva problema datd, este suficient de determinat
punctul de tangenta a cercului cautat cu dreapta data [.

Fie cercul w; (fig.18) este cercul cautat. Notam prin C punctul de tangenta a
cercului cu dreapta [. Sa cercetam inversiunea, centrul cdreia coincide cu unul din
punctele date, de exemplu B, iar raza cercului de baza a inversiunii sa fie egald cu
lungimea segmentului AB. La aceasta inversiune dreapta [ se aplicd pe cercul w,, care
trece prin centrul inversiunii, adica prin punctul B, iar cercul se aplica pe o dreapta m,
care trece prin punctul A (deoarece A se aplica pe sine insusi) tangenta la cercul w, in

punctul C;, unde C; este inversul punctului C la aceasta inversiune.
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Constructia.

1) Construim w,- imaginea dreptei [ la inversiunea in raport cu cercul w (B, AB).
2) Construim AC; tangenta la cercul w,.

3) AC; N w, = {C,}.

4) [BC,).

5) [BCy) Nl ={C}.

Fig.18

Punctul C este punctul cautat. Prin punctele A4, B si C se construieste cercul cautat.

Demonstratia rezulta nemijlocit din constructie.

Cercetarea. In dependentd de pozitia punctului 4 si a cercului w;, problema are
doua, una sau nici o solutie.

Exemplul 0.8.4. De demonstrat ca transformarea de inversiune pastreaza marimea
unghiurilor dintre drepte si cercuri.

Demonstratie. Prin notiunea de curba vom intelege o dreapta sau un cerc.
Fie y si y; doua curbe ce se intersecteaza in punctul P, iar y' si y;’ sunt imaginile acestor
curbe la transformarea de inversiune cu centrul O si P’ imaginea punctului P (fig.19).
Prin punctul O construim o dreapta [ ce intersecteaza curbele a si f in punctele A si

B corespunzator, iar A" si B’ sunt imaginile punctelor A si B.
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Fig.19

Astfel, obtinem triunghiurile OAP, OBP,OP'A’ si OP'B’, la care lungimile laturilor
satisfac egalititile OP - OP' = OA-0A' = OB - OB’ = r?. Deci, triunghiurile OAP si

OBP sunt asemenea cu triunghiurile OP'A’ si OP'B' respectiv. Prin urmare, 4APB =
4A'P'B’. Notam, ¢ = m4POA, A(y,y,) - unghiul dintre curbele y si y;, 4(a',B')-
unghiul dintre curbele a’ si . Atunci, cand ¢ — 0 dreptele AP,BP,A'P’ si B'P’
nemarginit se apropie de tangentele la curbele y, ¥4, ¥’ si y;' respectiv, iar faptul ca

4APB = 4A'P'B’' se pastreaza. Asa dar, m4(y,y,) = ma(y’,y,).

Anexa 2.
Probleme pentru activitate independenta
De demonstrat doar cu ajutorul primei grupe de axiome:
Prin doud puncte A4, B trece o dreapta si numai una singura,
Prin trei puncte ce nu apartin unei drece un plan si numai unul singur;

Doua drepte nu pot avea mai mult decat un punct comun;

> w o

Doua plane ori nu au nici un punct comun, ori au o dreaptd comund careia ii apartin

toate punctele comune ale acestor doua plane;

o

Printr-o dreapta si un punct ce nu-i apartine trece un plan si numai unul singur;
6. Prin doud drepte ce se intersecteaza trece unplan si numai unul singur;

7. Pe fiecare plan exista trei puncte ce nu apartin unei drepte;
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Planul si dreapta ce nu-i apartine nu pot avea mai mult decat un punct comun.

De demonstrat doar cu ajutorul primelor doua grupe de axiome:
Din trei puncte ale unei drepte, un punct si numai unul singur este situat Intre
celelalte doua;
DacaA—B—C,iarB—C—D,atunciA—B—-DsiA—C —D;
DacaiA—B—C,iarA—C—D,atunciB—C—Dsi A—B —D;
Intre orice doud puncte ale unei drepte sunt situate o infinitate de puncte;
Fiecare dreapta a din planul a@ imparte multimea tuturor punctelor planului ce nu
apartin dreptei a, astfel incat orice doud puncte ce apartin aceleiasi clase sunt situate
de aceeasi parte de la dreapta a, iar orice doua puncte ce apartin la clase diferite sunt
situate de parti diferite de dreapta a.

Cu ajutorul primelor trei grupe de axiome de demonstrat:
In triunghiul isoscel unghiurile de la baza sunt congruente;
Unghiurile opuse la varf sunt congruente;
Daca laturile corespunzatoare in triunghiurile ABC si A, B, C; sunt congruente, atunci
aceste triunghiuri sunt congruente;
Unghiul exterior al triunghiului este mai mare decét fiecare unghi interior nealdturat;

Cu ajutorul primelor patru grupe de axiome de demonstrat:
Dreapta situata cu cercul in acelati plan si care trece printr-un punct interior cercului,
intersecteaza acest cerc in doua puncte;
Daca doua cercuri sunt situate in acelasi plan astfel incat unul din ele trece printr-un
punct interior si printr-un punct exterior fata de celalalt, atunci aceste doua cercuri au
doua puncte comune.

De demonstrat ca in planul hiperbolic au loc urméatoarele afirmatii:

Daca doua drepte sunt paralele la a treia dreapa, aceasta inca nu inseamna ca primele
doua drepte sunt paralele;
Daca o dreaptd intersecteazd una din doua drepte paralele la aceeasi dreapta, atunci
aceastd dreapta va intersecta si pe cealalta dreapta;

Daca AA" || CC', BB || CC', atunci AA" || BB';
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4. Daca dreapta CC' este situiatd intre dreptele AA" si BB’ paralele intr-0 oarecare
directive, dar nu le intersecteaza, atunci CC' este paralela la ambele aceste drepte AA’
si BB in aceeasi directie;

5. Fie in planul hiperbolic dreptele a, b, ¢ apartin aceluiasi fascicol, trec corespunzator
prin punctele A4, B, C si daca AB este secanta de egala inclinatie la dreptele a, b, iar
BC este secanta de egala inclinatie in raport cu dreptele b, ¢, atunci AC este secanta de
egala inclinatie pentru dreptele a, c;

6. Daca la dreptele orientate a,b sunt duse secantele de egald inclinatie AB si A;B;
atunci segentele AA,si BB; sunt congruente;

7. Daca AB este secanta de egala inclinatie la dreptele paralele a,b , atunci
perpendiculara la segmentul AB in mijlocul lui este paralela la dreptele a, b in aceeasi
directie.

8. Daca dreapta AA’ este paralela la dreapta BB’ in punctual M, atunci AA’ || BB’ in
orice punct N al dreptei AA’;

9. Fie pentru fascicolul dat, in dependenta de tipul acestuia, este construit cercul,sau
oriciclul sau echidistanta, atunci fiecare dreaptd a fascicolului este normala la curba
corespunzatoare;

10. Suma unghiurilor interioare in triunghi este 0 marime variabila si depinde de forma si
dimensiunile triunghiului;

11. Nu exista triunghiuri asemenea si necongruente;

12. Arcele oriciclelor subantinse de coarde congruente, sunt congruente intre ele si invers;

13. Fiecare axa a oriciclului intersecteaza oriciclul intr-un punct si numai in unul singur.
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