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Prefata

Competentele si abilitatile matematice sunt deosebit de importante nu
doar pentru cei care muncesc sau vor munci ulterior in domenii de ac-
tivitate legate de stiintele reale. Adesea, pentru rezolvarea unor proble-
me din situatii cotidiene, se cere aplicarea unei gandiri matematice. Din
aceste considerente, matematica se studiazd pe parcursul tuturor anilor
invatamantului preuniversitar.

In cursul liceal, numerele complexe se examineaza in clasa a XI-a, ofe-
rind astfel o extindere a multimii tipurilor de probleme matematice, in spe-
cial a ecuatiilor. Ulterior, in cursurile universitare, numerele complexe apar
in diferite subdomenii din algebrd, analiza matematicd si geometrie.

Prezenta lucrare este o tratare metodologica a studiului numerelor com-
plexe. Astfel, sunt examinate modalititile de definire a numerelor complexe,
a interpretarii lor geometrice, a operatiilor cu numere complexe, precum si
metodele de solutionare a diferitor sarcini in care apar numere complexe.

Majoritatea enunturilor matematice sunt insotite de demonstratii com-
plete si de exemple sugestive, ce asigura asimilarea corecta a notiunilor te-
oretice introduse. De asemenea, prin intermediul exercitiilor propuse, citi-
torul este invitat sd-si verifice abilitatea de a lucra cu notiunile si metodele
de rezolvare prezentate in carte.

Atragem atentia cd, pentru parcurgerea acestei lucrari, cititorul nu tre-
buie si consulte alte materiale, dar, fira indoiala, trebuie si cunoasca cel
putin notiunile matematice predate in invatiméantul gimnazial.

Astfel, cartea poate fi utild elevilor de liceu, studentilor de la facultétile
cu profil real, profesorilor de matematica, precum si tuturor celor interesati
de matematica.
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l 1.1. Scurta privire istorica asupra numerelor complexe

Initial, probabil, numerele complexe au apérut in lucrarea lui Girola-
mo Cardano (1501-1576) ,,Arta remarcabila sau Despre regulile algebrice”
(1545) pe care autorul le-a considerat inutile.

Utilitatea numerelor complexe la rezolvarea ecuatiilor de gradul al trei-
lea a fost initial apreciatd in 1572 de catre Rafaelle Bombelli (1530-1572).
El a propus unele operatii simple cu numere complexe.

In secolele XVI-XVII expresiile de forma a + b\/j , b#0, care au
aparut la rezolvarea ecuatiilor de gradul al doilea si al treilea, erau numite
»imaginare”. Pentru multi savanti ai secolului XVII esenta algebrica si ge-
ometricd a valorilor imaginare ramanea nedistincta si chiar enigmatica si
misticd. Se stie, de exemplu, ca Isaac Newton (1643-1727) nu considera
valorile imaginare drept numere.

Problema despre exprimarea radécinilor de ordinul # dintr-un numar
dat a fost in principiu rezolvata de citre Abraham de Moivre (1667-1754)

in 1707, 1724 si de Roger Cotes in 1722. Simbolul i = +/—1 a fost propus

de Leonhard Euler (1707-1783) in 1777 si publicat in 1794. In 1751 Euler
a sugerat ideea cd multimea numerelor complexe este un cdmp algebric.
La aceeasi concluzie a ajuns si Jean Le Rond D’ Alembert (1717-1783) in
1747, insa demonstratia strictd a acestui fapt ii apartine lui Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) in 1799. Denumirea numdr complex a fost propusa de
Lazare Nicolas Marguérite Carnot (1753-1823) in 1803 si datorita lui Carl
Friedrich Gauss intrd in circulatie in 1828.
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Numerele complexe au fost complet recunoscute de matematicieni si
ulterior au avut o raspandire larga in matematica, hidrodinamica, electro-
dinamicd, aerodinamica etc., dupd ce Caspar Wessel (1745-1818) in 1799,
Jean Robert Argand (1768-1822) in 1806 si Carl Friedrich Gauss in 1831 au
propus interpretarea geometricd a numerelor complexe ca puncte sau vectori
in plan. William Rowan Hamilton (1805-1865) in 1837 a construit corpul
numerelor complexe cu ajutorul perechilor ordonate (a; b) de numere reale,
definind operatiile de adunare §i inmultire astfel:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d),
(a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc).

Notand (0;1) = i (unitate imaginard), (a,0) = a, obtinem forma alge-
bricd a numarului complex (a,b) = a + bi. Lui W. Hamilton ii apartine
generalizarea spatiala a numerelor complexe - cuaternioane (sau numere
hipercomplexe).

H 1.2. Definirea numerelor complexe
— Definitii
Se numesc numere complexe expresiile de forma a + bi (unde a si
b sunt numere reale, iar i un simbol), daca pentru aceasta sunt definite
notiunea de egalitate si operatiile de adunare si inmultire astfel:
1) Doua numere complexe a + bi si ¢ + di se considera egale daca
a=bsib=d.
2) Suma a doud numere complexe a + bi si ¢ + di se numeste numa-
rul complex (a + ¢) + (b + d)i.
3) Produsul a doua numere complexe a + bi si ¢ + di se numeste nu-
marul complex (ac — bd) + (ab + be)i.

Egalitatea z = a + bi exprima faptul ca numarul complex a + bi este
notat prin litera z.

Pentru notarea operatiilor asupra numerelor complexe utilizam aceleasi
simboluri ca si pentru notarea operatiilor asupra numerelor reale: z’ = z”
exprimd egalitatea a doud numere complexe z’ si z”; suma numerelor z’si
z" se noteazd cu z’ + z”, iar produsul lor cu z" - z” sau z'z”.

Astfel, definitiile adunarii si inmultirii a doua numere complexe a + bi
si ¢ + di se pot scrie astfel:
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(a+bi)t(ct+di)=(at+c)+(b+d)i

(a + bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Numarul real a se numeste partea reald a numarului complex
z = a + bi si se noteazd cu Re z. Pentru numarul complex z = a+ bi,
Re z = a sau Re(a + bi) = a.

Numirul b se numeste partea imaginard a numarului complex
z = a + bi si se noteazd prin Im z. Astfel, Im(a + bi) = b. Simbolul i se
numeste unitate imaginard.

Mentiondm ca in expresia a + bi simbolul ,, +” deocamdatd nu inseam-
nd operatia de adunare, la fel cum si expresia bi este pur formald. Scrierea
a + bi nu este intimplatoare. Ea rezultd din urmatoarele conventii:

(@+0i)+(a+01)=(a+a)+ 04,

(ai+0-i)(a: +0-i) = (a1a2) + 0-1, unde a;, a, € R.

Astfel, la adunarea si inmultirea a doud numere de forma a + 0-i am
obtinut numere de aceeasi formd. Dacid convenim sd scriem a + 0-i = a
(adicd convenim sa identificim numaérul a + 0 - i cu numarul real a), atunci
observam ca operatiile asupra numerelor de forma a + 0 i se efectueaza la
fel ca si asupra numerelor reale. Acest fapt ne permite sa consideram cd
fiecare numar real a se contine in multimea numerelor complexe, si anume
a=a+0-iIn particular, numarul 0 = 0 + 0 i il vom numi, ca de obicei,
zero, iar numarul 1 = 1 + 01 — unitate.

Numerele de forma 0 + bi se numesc numere imaginare (sau pur ima-
ginare) si se noteaza prin bi. In particular, numirul 0+ 1-i se noteazi
prin i. Mentionam ca in baza acestei definitii, numérul 0 = 0 + 0 -1 de ase-
menea poate fi considerat pur imaginar. Astfel, 0 este unicul numér com-
plex, care este si real, si imaginar.

Utilizand aceste notdri, fiecare numar complex poate fi scris sub forma:

a+bi=(a+0-1)+(b+0i)(0+1-i).

Prin urmare, putem considera ca simbolul ,, + ” in definitia numarului
complex a + bi inseamna operatia de adunare a numerelor a si bi, iar bi
inseamna operatia de inmultire a numerelor b si i.

Calculdm i* nemijlocit reiesind din definitia inmultirii numerelor com-
plexe: ¥ =i-i=(0+1-1)(0+1-))=—1+0-i=— 1.

Astfel, i* =— 1.
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M 1.3. Proprietatile operatiilor asupra numerelor complexe

2

Sé studiem proprietatile operatiilor asupra numerelor complexe. Este fi-
resc sd presupunem ca operatiile de adunare si inmultire a numerelor com-
plexe au aceleasi proprietdti ca si adunarea si inmultirea numerelor reale.
Mai mult decat atét, si proprietatile scaderii si impértirii numerelor com-
plexe sunt aceleasi ca si pentru numerele reale.

Sa demonstram urmatoarele teoreme:

Teorema 1. Adunarea in multimea numerelor complexe are urmatoa-
rele proprietati:
1°. zy + z, = z, + z; pentru orice numere complexe z; i z, (legea comu-
tativd a adunarii);
2°. (21 + z2) + 23 = z1 + (22 + z3) pentru orice numere complexe zi, 25, z3
(legea asociativa a adunarii);
3°. z + 0 = z pentru orice numir complex z;
4°. Pentru orice doud numere complexe z; si z, exista un singur numar z,
care verificd ecuatia z + z, = z,
Demonstratie:
Demonstram proprietatea 1°. Fie zy = a, + bii, z2 = a, + b,i. Conform
definitiei adundrii numerelor complexe, avem

2tz = (611 + az)+(b1 + b2)i, Ztz = (112 + 01) +(b2 + b])l

Din proprietatile operatiilor cu numere reale, rezulta cd
a+ta=a+a, bp+b,=b,+ b, adica numerele z,+ 2z, si 22+ 2z au
partile reale egale si pértile imaginare egale. Prin urmare, din definitia nu-
merelor complexe rezultd cd zi + 2z, = 2, + z.

Proprietatile 2° si 3° se demonstreaza analogic. Recomandam cititorului
sa le demonstreze independent. In baza proprietitii 2° au sens expresiile
atzntz,at otz tzete

Sa demonstrim proprietatea 4°. Fie z =a +bi, z = a + bj,
z = x + yi, unde numerele reale x si y sunt necunoscute.

Conform definitiei adundrii, z+ 2z, = (x +a,)+(y + b,)i. Egalita-
tea z + 2z, = z;, conform definitiei egalitatii numerelor complexe, are loc
atunci si numai atunci cand x +a, = a, si y + b, = b, deaici x = a1 — a,
§1 Y= by — b,.
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Astfel, am demonstrat ca egalitatea z + z, = z; are loc atunci si numai
atunci cand z = (a1 — a») + (b — by)i. (q.e.d.) »

Sa studiem operatia de sciddere a numerelor complexe. Scaderea se
defineste ca operatia inversa adundrii. Aceasta inseamnd ca diferenta a
doud numere complexe z; si z, se numeste numarul z, care verifica ecuatia
z + z, = z; diferenta numerelor complexe z; si z, se noteazd cu z — z,.
Cu alte cuvinte, notatia z = z; — z, are aceeasi semnificatie, dupa definitie,
ca si notatia z+ z, = z,. Din proprietatea 4 a teoremei 1 rezultd ca
diferenta numerelor complexe se defineste univoc cu ajutorul formulei
(o + bii) = (a: + bei) = (& — a2) + (by — by)i.

Mentionam cé diferenta 0 — z (pentru orice numér complex z), ca si
pentru numerele reale, se noteaza cu — z, adicd 0 — z = — z. De aici rezulta
ci diferenta z, — z, poate fi scrisd sub forma z; — z, = z; + (— z2).

Teorema 2. Inmultirea in multimea numerelor complexe are urmitoa-
rele proprietati:

1°. 21z, = 2,z pentru orice numere complexe z; si z, (legea comuta-

tiva a inmultirii);

2°. (z122)zs = z1(2223) pentru orice numere complexe zy, 2z», z5 (legea

asociativd a inmultirii);

3°. z1(z: + z3) = 212, t z,2z; pentru orice numere complexe z, z,, z5 (le-

gea distributiva);

4°. 1z = z pentru orice numar complex z;

5°. Pentru orice doud numere complexe z; si z,, unde z, # 0, exista un

singur numar z, care verifica ecuatia z- z, = z,.

Demonstrdm proprietatea 5°.

Fie z=a+bi, z=a+bi, z=x+y, unde numere-
le reale x si y sunt necunoscute. Conform definitiei inmultirii,
zzy = (xa, — yby) + (xb, + yar)i.

Egalitatea z -z, = z;, conform definitiei egalitdtii numerelor complexe,
are loc atunci si numai atunci cand xa, — yb, = a, $i xb, + ya, = b.

Am obtinut un sistem liniar in raport cu x si y, care are determinantul
a; + b3 # 0, deoarece z, # 0.
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Prin urmare, acest sistem are o singurd solutie:

_ aia, + b b, _ ab, —aib,

ai+b: )T ai+ bl

Astfel, am demonstrat cd ecuatia zz, = z pentru orice numere comple-
xe zi = a + bii, z2 = a, + b,i (unde z, # 0) este univoc rezolvabild si are
urmadtoarea solutie:

Z=ala2+b1b2 azbl_albzi (1)
a; + b3 a>+b;

Proprietatea 5° este demonstrata. »

Proprietatile 1°-4° din teorema 2 se demonstreazd ca si proprietitile
1°-3° din teorema 1. Propunem cititorului sa le demonstreze independent.

Mentiondm ca numai dupa demonstratia proprietatii 2° din teorema 2,
expresiile 212, 75, 20 = z -z Z etc. au sens.

Sa studiem operatia de impartire a numerelor complexe. Impdrtirea
este operatia inversd inmultirii. Prin urmare, catul a doud numere z; si
Z5, unde z, # 0, se numeste numdrul z, care verificd ecuatia z-z, = z;

A < . . z
catul a doua numere complexe z; §i z, se noteaza cu z; : 2 sau cu 71
2

Din proprietatea 5) a teoremei 2 rezultd ca pentru oricare numere com-
plexe z1 = a; + bii, z2 = a, + b,i (unde z, # 0) cétul se determind univoc
si are urmatoarea forma:

Z a1+bli alaz+b1bz azbl_albz.

Z  ay+ bi a: + b3 a: + b;

Impirtirea la zero in multimea numerelor complexe, ca si in multimea

sy . Z .
numerelor reale, nu are sens, adica expresia 6 nu are sens pentru niciun z.

Observatie:

Din definitia numarului complex rezultd cd formulele adunarii si
inmultirii numerelor complexe formal au aceeasi formd, ca si formulele de
adunare si inmultire a expresiilor algebrice de forma a, + b,i, totodata in
orice operatie intermediard sau in rezultatul final numarul i* poate fi in-
locuit cu numérul — 1. In teoremele 1 i 2 am demonstrat cd propriettile
de adunare si inmultire a numerelor complexe si proprietdtile operatiilor
inverse (scaderea si impdrtirea) sunt aceleasi ca si pentru numerele reale.
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Exemplul 1 i

S reprezentam numarul complex 31:_2;
forma a + bi.

Rezolvare:

in forma algebricd, adicd sub

Cu formula impdrtirii numerelor complexe, obtinem
3-2i _314(=2)1 ,1(=2)=31 _1 5

1+i 12+ 1° r+12 '~ 2 2%

Mai tirziu vom indica un alt procedeu de efectuare a impartirii nume-
relor complexe.

Exemplul 2
Determinati partile reale si imaginare ale numarului complex (2 + i).
Conform formulei cunoscute, avem

(2+iy=2"+3-2>i+3-2-*+i.
Inlocuind i’ prin —1, obtinem (2 +i) =8 + 12i — 6 —i = 2 + 11i.
Prin urmare, Re(2 + i) = 2,Im(2 +1i) = 11.

H 1.4. Modulul numarului complex

Modulul unui numir complex z = a + bi se defineste ca fiind numd-
rul real /a’ + b’ si se noteazd prin |z | =|a + bi|. Modulul unui numar

complex z = a + bi este nenegativ, el fiind egal cu zero daca si numai daca
a=b=0.

Exemple:

13+ 4i| =9+ 16 = 5;
1-il=V1+1=V2
13i|=]0+3i|=,/0+9 =3
5| =|5+0i|]=y25+0 =5.

Daci z, z; si z, sunt numere complexe, atunci

ERARIFAREA?
z _|Z1|
P —’ZZ‘,undezHéO.

-10 -
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|z"| =|z|" pentru orice n € Z (pentru n < 0 se presupune ca z # 0).

» Demonstrati aceste relatii.

l 1.5. Numerele complexe conjugate

Dacd z = a + bi este un numdr complex, atunci a — bi, notat prin
z sau a + bi, se numeste conjugatul numarului z. Evident, conjugatul
lui z este z. De aceea, numerele complexe z si z se numesc conjugate.
Deci, ? =z.

Daca a este un numar real oarecare, atuncia =a+0-i=a—0-1i= E;
deci a este egal cu conjugatul sau. Mai mult, daca a + bi este un numar
complex, astfel incat a + bi = a — bi, atunci b =— b, deunde b = 0. Deci,
a+bi=a+0-i= a este un numar real.

Astfel, am ardtat ca, dintre toate numerele complexe, numerele reale (si
numai ele) sunt egale cu conjugatele lor.

Sa demonstrdm unele proprietati ale numerelor complexe conjugate.
1°)z|=]z|.

Demonstratie:

Intr-adevar,

lz|=Va*+ b |z | = J/a>+(—b) =/a> + b3

deci|z |=]z|.

2°. Suma si produsul a doud numere complexe conjugate sunt numere reale.
Demonstratie:
Fie z=a+ bi,atunci z=a —bi.Deci, z+z=a+bi+a—bi=2a
(numar real) si z- z = (a + bi)(a — bi) = a® + b*

3. |zf=2z 2z
Demonstratie:
Avem |z|=+a>+ b’ Deci, |z = a’+ b = z- 2.

-11 -
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4°.

Z]"'Zzz Z1+Zz.
Demonstratie:

Fie zy = a + bi, z, = ¢ + di, atunci

at+n=(a—bi)+(c—di)=(a+c)—(b+d)i=[(a+c)+ b+ d)i]=2+ 2.

50

6°.

7°.

8.

212 = 21 Zs.

Demonstratie:
Intr-adevir, dacd z, = a + bi, z, = ¢ + di, atunci

2z = (a + bi)-(c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
si 22 = (ac — bd) — (ad + bc)i.
Insa, zi1-z, = (a—bi) (c —di) = (ac — bd) +(—ad — bc)i =
= (ac — bd) — (ad + bc)i, adicid z -z, = z-

21— 2, = z1 — z,. Proprietatea 6° se demonstreaza similar demonstratiei
proprietatii 4°. .
< . (21 z
Daci z, # 0, atunci (*‘) =2,
22 2>

Demonstratie:
z _a+tbi _act+bd , bc—ad.

Flezl=a+b1,zz=c+d1,atunc172— ctdi ot Cz+d21
( act+bd bc—ad.

YT
fnsy 2 =@—bi _actbd  —bctad, actbd bc—ad,
" c—di O+ c+d c+d o+ d !
Zl)zé

Deci, ( .
Z 22

(z')=(z),unden € N.

Demonstratie:

Sa demonstram aceastd proprietate prin metoda inductiei matematice.
Pentru n = 1 egalitatea 8° este evidentd: z = z. Admitem cd egalitatea
8° este justa pentru n = k, adicd admitem ca este adeviratd egalitatea
(z") = (z)' si vom demonstra ci (z"") = (z ).

Intr-adevar, (2°"") = (z-z) = (") (2) (proprietatea 5°).

Insd, (z°) = (z)'. Deci, () (z) = (z) (z) = (2)"".

Astfel, proprietatea 8° este demonstrata.

2

-12 -
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2%

9°. =~ =S5 ,unde z, # 0.
Z ‘Zz ’2 > 2 #
Demonstratie: -
z z-z zi-z
Avem =+ = "% = 72 ()

43 Zz‘Zz_ ’22‘2.

Formula (2) este des utilizata la impartirea numerelor complexe. Astfel,
rezolvam exemplul 1 (pag. 10):

3—2i _ (3-21)(1—1) _3-3i—2i+2i® _3—-5i—2 _

1+i ~ (1+i)(1—i) 1+if 1P+ 1
_1-5i_1_5,
2 2 27

Formula (2) permite aflarea catului a doud numere complexe, fara apli-

carea formulei (1).

Exemplul 3

Sa demonstram ca pentru oricare doud numere complexe z; si z, are loc
relatia |zi + z.[ + |z — z.[ = 2|z [ + 2|z [.

Demonstratie:

Utilizand proprietatile 5° si 1° ale numerelor complexe, obtinem

‘Zl + 2z ‘2 + ‘ 2T 22 ‘2 = (Zl + ZZ)(ZI + Zz) + (Zl - Zz)(Zl - Zz) =

=(a+z)atn)t(za—2a)a—2z)=2zaz+22nn=2zf+2 2l

I 1.6. Puterile numarului i

Stim ca i* = — 1, atunci se deduce succesiv:

P=ii=(-1)i=—1i

i'=@G@y=(-iy=1

In general, orice numir natural n poate fi reprezentat in una din formele:
n=4k,n =4k +1,n = 4k +2,n = 4k + 3, unde k este un numar natural.

Deci:

a) daci n = 4k, atuncii" = i* = 1* = 1;

b)dacin =4k + 1, atuncii" =i*"' =i*-i=1-i=1i

-13-



Metodologia studierii numerelor complexe

dp+2 — dp 22

c)dacin = 4k + 2,atuncii" =i i iP==—1

d) n =4k + 3, atunci i’ = i*7 = {* = 1-(—i) = — i

Asadar, puterile cu exponent natural ale lui i sunt elementele multimii
{—1;1; —i;i).

Exemple:

PL=it = (= 1=

=i = =1-(-1)=— 1

i*=G{Y=1"=1

=i =) P =1 (1) =—i

H 1.7. Interpretarea geometrica a numerelor complexe

Amintim ca numerele reale se pot reprezenta prin punctele unei axe.
Mai exact, fie | o dreaptd pe care fixdm un punct O, numit origine, si o
unitate de mésura. Dacd asociem fiecdrui punct al dreptei [ abscisa sa, se
obtine o functie bijectivd de la punctele acestei drepte in multimea nume-
relor reale.

Un numar complex z = a + bi este

YA determinat prin doud numere reale a si b.

De aceea, este natural ca sd reprezen-

o M(a,b) tam geometric numerele complexe prin
M punctele unui plan.

b " ! Fie cd avem un sistem cartezian de

o =Bt !M ! _ coordonate xOy. Fiecarui numér com-

o a X plex z = a + bi i se asociaza punctul M

Fig. 1 de coordonate (a; b) (fig. 1).

Observam ca intre multimea numerelor complexe si multimea punc-
telor planului este stabilita o corespondentd, care asociazd fiecarui numar
complex un singur punct si diferitor numere le corespund diferite puncte.
Deci, pe plan nu este niciun punct cdruia sa nu i se asocieze un oarecare

-14 -
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numdr complex. Prin urmare, intre multimea numerelor complexe si
multimea punctelor planului existd o corespondenta biunivocd, deci putem
considera cd numarul complex z = a + bi este un punct pe plan cu coor-
donatele (a;b).

Punctul M (a; b) se numeste imaginea geometricd a numarului com-
plex a + bi, iar numérul a + bi se numeste afixul punctului M.

Conform teoremei lui Pitagora, asa cum triunghiul OM'M este drep-

tungic, se deduce ca OM = /OM"” + M'M* = /a* + b> =|z|. Aceasti

egalitate ne arata cd lungimea segmentului OM este modulul numarului
complex z = a + bi.

Exemple:

Numerelor complexe 2 + 2i, —2 + i, 3i, —2i, 4 li se asociaza respectiv

punctele M, (2;2), M.(—2;1), M5(0;3), Ms(0; — 2), Ms(4;0) (fig. 2).

VA Asocierea z = a + bi — M(a; b)
este o functie bijectivdi de la
3y multimea numerelor complexe in

M, 2p---- ':M1 multimea punctelor planului.
M R Ms Prin aceastd functie, multimii
5 0 > T x nhumerelor reale ii corespunde axa
Ox, iar multimii numerelor imagi-
—21 M, nare {i corespunde axa Oy. De ace-
ea, axa Ox se numeste axd reald, iar
Fig. 2 Oy - axd imaginard. Planul ale ca-

rui puncte se identificad cu numerele
complexe prin functia bijectiva definitd se numeste plan complex.
Numerele complexe au si o alta interpretare geometrica. Sd asociem

fiecdrui punct M al planului vectorul OM (fig. 1), care are originea in O si
extremitatea in punctul M.
Evident, aceasta asociere este o functie bijectivd de la multimea nume-

relor complexe in multimea vectorilor, care au origineain O (0;0). Astfel,
fiecarui numér complex a + bi ii corespunde vectorul OM , unde M are

coordonatele (a;b). Se spune ca (a;b) sunt coordonatele vectorului OM .
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l 1.8. Interpretarea geometrica a adunarii si scaderii
numerelor complexe

Reprezentarea numerelor complexe cu ajutorul vectorilor ne da o inter-
pretare simpld a adunarii numerelor complexe:

YA

S(a+cb+d)

M'(c;d)

=Y

0 ¢
Fig. 3

(atbi)t(ctdi)=(at+c)+(b+d)i
Este cunoscut faptul ca la adunarea vectorilor coordonatele corespunza-
toarelorseadund. Deaceea,dacévectorul OM (fig.3)arecoordonatele (a; b),

iar vectorul OM’ are coordonatele (c; d), atunci vectorul 0S (S fiind al pa-
trulea vérf al paralelogramului, care are celelalte trei varfuri, respectiv M, O
si M) are coordonatele (a + c; b + d). Acest vector corespunde numarului
complex (a + ¢) + (b + d)i, care este suma numerelor a + bi si ¢ + di.
Observim, de asemenea, cd opusul numarului a + bi, careeste —a — bi,

este reprezentat prin vectorul OM,, unde M, este simetricul punctului
M (a; b) fatd de origine (fig. 4). Astfel, se deduce usor interpretarea geome-
trica a sciderii a doud numere complexe. Cum z' — z = z" +(—z), avand
in vedere interpretarea geometrica a adundrii numerelor complexe, rezulta

ca D are coordonatele (¢ — a;d — b) si vectorul 0D corespunde diferentei
Z—z=(c—a)+(d—D)i
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Avem OM =|z|,0M’ =|z'[,0D =z’ — z|si 0S =|z' + z|.
Relatiile dintre laturi in triunghiurile OMS si OMM " dau respectiv:
MS—0OM=0S=MS+O0M;

OM' —OM < MM' <OM’' + OM.
Dar cum MS = OM’ si MM’ = 0D, rezulta:

\z'|—|z|§|z'+z|§|z/\+\z|,
12| —|z|<|2 —z|<|2'|+]z|.
yn
b___M(a,b)
|
|
[
|
d - - s M'(cd)
I /1
—a; 0 a Soc x
[ //
I /
| /
[ /
':,_,_—b/”D(c—a;d—b)
M](_a;_b)
Fig. 4
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l 1.9. Argumentul unui numar complex

Definitie
Se numeste argument al numarului complex z = a + bi, z # 0, un-

ghiul orientat, format de axa Ox si vectorul OM , unde M(a, b) (fig. 1).

Argumentul numarului complex z = a + bi se noteazd prin arg z. Pen-
tru numérul z = 0 argumentul nu se defineste.

Unghiul orientat ¢ = argz se numeste argument principal al nu-
madrului complex z =a+bi, dacd 0<argz <27 (in unele cazuri
—r<argz=T).

Argumentul oricirui numdr z# 0 se defineste neunivoc: daca
@ este argumentul principal al numarului z, atunci si unghiurile
@ +2km(k=0,£1,£2,..) sunt argumentele numarului z. Astfel, fi-
ecdrui numar complex z ii corespunde o multime infinitd de argumente
Arg z = arg z + 2kz (k € 7). Fiecare doua dintre ele diferd cu un numir,

multiplu al lui 27.
Pentru a determina argumentul principal al numarului complex
z = a + bi, mai intai stabilim in ce cadran este situat punctul M (a; b), apoi

rezolvim ecuatia tg ¢ = %(a #0).
Exemple:
a) S calculdm argumentul principal al numérului complex z =— 1 — 1.
Punctul M(—1;— 1) este situat in cadranul IIL. De aceea, gasim solutia

ecuatiei tg ¢ = 1, care apartine acestui cadran. Deci, ¢ = %r

b) Numaérul z = a + 0 i pentru a > 0 are argumentul ¢ = 0°, iar pen-
trua <0, ¢ = 180°.

¢) Numarul z = 0 + bi pentru b > 0 are argumentul ¢ = 90°, iar dacd
b < 0, atunci ¢ = 270°.
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l 1.10. Forma trigonometrica a numarului complex

Fie r modulul, iar ¢ argumentul numdrului complex a + bi, adica

r=la+bi|=+a’+b*, ¢ =arg(a+bi).

Atuncia = r cos@, b = r sing (fig. 1) si, prin urmare,

a+bi=r(cosp+ising).

Usor se demonstreazd si afirmatia inversa:
dacd a + bi = r(cos¢ +ising), unde r > 0,
atuncir = |a + bi| = Va>+ b*, ¢ = arg(a + bi).

Definitie
Scrierea numdrului complex zsub forma z = r(cos¢ +ising), r > 0,
se numeste forma trigonometricd a numarului complex.

Din cele spuse mai sus rezulta ca orice numér complex z # 0 poate fi
scris sub forma trigonometricd z = r(cos + ising), r > 0, daca i nu-
maidacir =|z|, ¢ = argz.

Atragem atentia cd nu orice scriere a numérului complex prin functii
trigonometrice reprezinta forma trigonometrica a acestui numar.

De exemplu, pentru numadrul 1 + i expresia J2 (cos% + isin%) este
forma trigonometrica a acestuia.

Insa, expresia 1 +1i = J2 (cos% +isin %T) nu reprezintd forma trigo-

. < . . . < . T .31
nometricd a numarului 1 + i (chiar daca siny~ = sin=;~).
Putem demonstra usor cé pentru doud numere complexe
z =rn(cose +ising), z2 = n(cosg, + ising,), egalitatea z; = z, este

justa atunci si numai atuncicind n = n i @ = @, + 27k, k € Z.
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Teorema 3. Modulul produsului a doud numere complexe este egal cu
produsul modulelor lor, iar argumentul este egal cu suma argumentelor
factorilor.

Demonstratie:

Reprezentdm numerele z; §i z, in forma trigonometrica:

z = r(cosg, +ising),

z = n(cos@, + ising,),

unde 1 =|z |, » = |2 |. Calculdim produsul numerelor z; si z,:

z-z = ri(cosg +ising) n(cosp, +ising,) =
= nin[(cos g cos @, — sin g sing,) + i(sin g, cos g, + cos @ sing,)| =
=1n [COS(§01 + @)+ iSin((Dl + @2)]-

Deoarece nr, > 0, rezultd ca aceasta este forma trigonometricd a numaru-
lui z12,. Prin urmare, arg (21 Zz) = ¢, + @,, ceea ce trebuia sa demonstram.

Din acest rationament rezulta relatia |ziz,| = nn = |z || 22|, ceea ce da
o noud demonstratie a proprietatii 1°, formulate anterior.

Observam ca formula

22, = n(cosg, +ising ) n(cosg, +ising,) =

= nn[cos (¢ + @) +isin (@ + ¢,)],
obtinuta la demonstratia teoremei 3, da regula de inmultire a numerelor
complexe, scrise in forma trigonometrica.

Utilizand rezultatele teoremei 3, putem demonstra cu usurintd, prin
metoda inductiei matematice, cd dacd @i, ¢, ..., @, sunt, respectiv, argu-
mentele numerelor z, 2, ..., Z,, atunci arg (z12:...z,) = ¢ + @ + ... + @,.

Teorema 4. Modulul produsului a doud numere complexe z si z
(z2 # 0) este egal cu catul modulelor lor, iar argumentul este egal cu
diferenta argumentelor.

Demonstratie:

z _ f(cosp +ising) 5 (cosg +isingi)(cosp, —ising,)

z n(cosg, +ising,) n cos’ @, + sin’* @,
4

= [(cos i cos @, + sin g, sin ;) + i(sin g, cos , — cos @ sing,)]| =
2

= :—;[cos(qol — @) +isin(p — ¢)].
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Din teorema 4 rezultd ca formula de impartire a doud numere complexe
z =r(cosg +ising) si
z = nr(cos@, + ising,), unde z, # 0,

poate fi scrisa sub forma

z _ fi(cosg Fising) _ g

) [§) (COS @, +isin @2) - r_z[COS(ng B @2) + iSil’l((Dl B ¢2)]

Teorema 5. Pentru orice numir complex nenulz = r(cos@ + ising) si
orice numar intreg » are loc relatia

Z" =[r(cos@ + isin@)]' = r"(cosng + isinng).

In particular, pentru orice numdr ¢ si orice numar » natural are loc relatia

(cosg + ising)' = cosng + isinng (formula lu Moivre).

Demonstratie:
1. S demonstram formula
[r(cosp t+ising)]' = r"(cosne + isinng) (1)
pentru orice » natural, utilizand metoda inductiei matematice.
Pentru n = 1 formula este justd. Admitem ca formula (1) este justa
pentru n = k, adica
" =[r(cosp + isin@)] = r*(coske + isinkg) (2)
este adevdratd. Sa ardtam ca din justetea egalitatii (2) rezulta cd (1) este
adevdratd pentru n = k + 1. Avem

2 =75z =[r*(coskg + isink)]- r(cosp + ising) =

= r""'[(cosk@ cosp — sinkgsing) + i(coskgsing + sinp)]| =
= r*""[cos(k + 1)p +isin(k + 1)¢],

adica formula (1) este justa pentru n = k + 1. Prin urmare, in baza meto-
dei inductiei matematice formula (1) este justa pentru orice n natural.
2.Dacin = 0siz # 0,atunciconform definitiei z° = 1-(cos0p + isin0¢),
adica formula (1) este justa pentru n = 0. Fie n = — 1. Utilizand definitia
puterii cu exponent intreg negativ si teorema 4, obtinem

4_1 __cosO+sin0 _ 1 .
== = —[cos(—¢) + -9)],
Z z r(cosp tising) r [cos(=¢) + isin(=¢)]
adicd pentru n = — 1 este justd formula (1).
Fie n un numir intreg negativ, atunci » =— m, unde m =|n|e N.
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Utilizand initial definitia puterii cu exponent intreg, apoi justetea formulei (1)
pentru n = — 1, apoi pentru orice m natural, obtinem

7= (;)m a {r[cos(p -ll- isin§0]}m - {%[COS(_(p) * isin(—go)]}m -

= (%)m [cos(—me) + isin(—me)].

Astfel, formula (1) este justd pentru orice n € Z.
Teorema este demonstrata.

Exemplul 1
Sé reprezentdm numirul (1 — i)’ in formd algebrica.
Rezolvare:
< . . . 7T
Modulul numirului complex 1 — i este egal cu /2 , iar argumentul 4
Aplicand formula pentru ridicarea la o putere intreagd, obtinem
(1—1if =(/2) (cos 147 + isin 147) = 16.

Exemplul 2

Sa exprimdm sin 3x si cos3x prin sinx si cosx.
Rezolvare:

Folosind formula lui Moivre, obtinem:

(cosx + isinx)3 = cos 3x + isin3x.

Aplicam formula binomului Newton:
(cosx +isinx) = cos’x +i-3cos’xsinx + 3cosx - (isinx) + (isinx) =
= (cos’x — 3cosxsin’x) + i(3 cos’x sinx — sin’x), de unde

sin3x = 3sinx — 4sin’x, cos3x = 4cos’x — 3 cosx.

Utilizand formulele lui Moivre si Newton, putem calcula cosnx si

sinnx pentru orice n € N. Forma trigonometrica a numerelor complexe
ne permite sa demonstram proprietatile modulelor numerelor complexe:

1°.|Zl'22|=|Z1|'|Zz‘.
o | 2L _‘Q 3
2.‘22 Zz,dacazzyéO.

30.‘Z1+22‘S|Z1|+|22|-
4°.|21_Z2|S|Z1|+|Z2|-
5.z —|z[| =]z + 2.
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6% ||z |~ |z|[ =]z — 2|

Proprietatea 1° este demonstrata in teorema 3, iar proprietatea 2° — in
teorema 4.

Demonstrdm proprietatea 3°.

Fie zs = ni(cos¢ +isingy), z = n(cos @, + ising,).

Deoarece (z + 2z,) = (ricos @ + ncosg,) + i(rsing, + nsing,),

rezulta cd

|z + 2| = (ricos’ @, + 2nncos @i cos @, + ricos’ @, + risin’g, +

1
+2nnsing sing, + risin’@, )2 = Jrl+ i+ 2nncos(o — ¢)).
Deoarece cos(gol — goz) <1, rezultica

la+zn|<Vritri+2nn = (at+n)f =a+zn=|a|+|z|

Proprietatea 4° se demonstreaza in acelasi mod.
Proprietatea 5° rezulta din proprietatea 4°. Intr-adevir,
‘Z]‘z ’(Zl +22)_22’S‘Z1 +Z2‘+‘Zz|,deund€
|Zl|_|Zz‘S‘Zl+Zz‘. (1)
In mod analog,
22| =[(zt2) —a[=|ztal+]al,
de unde
|z2|— |z | S|z + 2. (2)
Din justetea inegalitatilor (1) si (2) rezulta ca proprietatea 5° este
adevarata.
Proprietatea 6° se demonstreaza similar.
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l 1.11. Radacinile din numere complexe
si proprietatile lor

Stim cd pentru orice numar dat a si orice numar natural dat » exista
numdrul b, astfel incit b" = a. Numarul b se numeste radacina de ordinul
n din numarul a. Daca numarul g este real pozitiv, iar # numér natural par,
atunci existd doud numere reale b, si b,, astfel incat b’ = a si b5 = g; daca
a este un numar real, iar n numar natural impar, atunci existd un singur
numar real b, inct b" = a.

Mentiondm céd este imposibil de a gasi in multimea numerelor reale
aga numadr, incit puterea para a lui sd fie egald cu un numar negativ. In
multimea numerelor complexe asa ceva este posibil. Este justa afirmatia mai
generala: in multimea numerelor complexe putem gési radacina de orice
ordin natural din orice numar complex. Aceastd afirmatie este consecinta
urmatoarei teoreme.

Teorema 6. Fie z un numar complex, z # 0, iar n numar natural. Exis-
td n numere complexe diferite a1, @,, @;, ..., @, astfel incat @/ = z, unde
i=1,2,3,..,n. Aceste numere se numesc radacinile de ordinul n din
numarul complex z.

Demonstratie:

Pentru n = 1 teorema este evidenta. Fie n = 2 si z = r(cos¢ + ising).
Vom cduta numdrul complex @ = p(cos ¥ + isinni)), astfel incat @" = z.
Vom arata cd asa numar « existd. Mai mult decat atat, vom arata ca astfel de
numere sunt o infinitate, insa doar # dintre ele sunt diferite.

Utilizind formula lui Moivre, obtinem:

z=a"= 0"(cosnyy +isinny).

Conform definitiei modulului numérului complex |z|= 0", adica
r=0" deunde 0 = /1 (conform definitiei modulului numérului com-
plex z # 0, numerele r si 0 sunt pozitive, de aceea simbolul radacinii arit-
metice aici este utilizat corect). Aplicand definitia egalitatii a doua numere
complexe, obtinem

cosnyf = cos @,
sinny = sin ¢.
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Aceste doud egalitati sunt juste concomitent atunci si numai

M, unde ke Z.

Prin urmare, numerele @ verifici egalitatea @" = r(cos¢ + isin @) si pot fi
scrise sub forma

a = ”ﬁ{cos(%mr)—kisin(%mr)}, keZ. (1)

Notand prin @, rddicina, calculatd cu formula (1) pentru k = p,
obtinem:

Ao = ”ﬁ{cos(%) + isin(%)},
a = 'W{cos(@) + isin(gotlizﬂﬂ,
g, =" ﬁ{COS(M) + ism(%)})

n

atunci cand nY = @ + 27k, k€7, adicd ¥ =

+27-(n—1 +27r-(n—1
@ = /1 cos| 2 n( )]-i-isin[(p n( )],

+ 2nw . . + 2n7w
an = ”ﬁ{cos(%) + 1sm<¢Tn>} =,

+27-(n+1 +27-(n+1
n+1 =”\/?cos ¢ n( )]+isin[(p n( )

:|:a1)

aln = a())
a-1 = Un-1,
Ao = Up-2,
a-, =

Usor putem observa cd pentru orice p intreg egalitatile @y = @,
A= Apps1s Q2 = Apnszs ey Uumt = Apnin—1.

Astfel, sunt exact n radacini diferite: o, @i, @, ..., @1, care pot fi calcu-
late cu formula
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+2 + 2
ak:'a/?{cosgo nkn+isin¢ nk”}, (2)

unde k = 0,1,2,...,(n — 1).

Exemplu
Sé calculam radacina de ordinul 3 din numarul z = ﬂ +1i.
Rezolvare:
Deoarece r = 2,iar ¢ = E’ atunci
% + 2kx % + 2kx
ay = %/5 COST-F isinf ,unde k = 0,1, 2,

adicd a, = 3\/5<cosﬁ + isin 17;) = 3«/5(cos% +isi 1135),

= 3f<c032£;—ﬂ + isin 21587r )

Sa examindm un caz particular: calcularea radacinii de ordinul n
din unitate, adicd sa gdsim numerele @, incat @; = 1. Deoarece r = 1
si @ = 0, rezultd ca

ak—cos%+1' 2km === unde k =0,1,2,...,n — 1. (3)
Dacd n = 2m (numadr par), atunci printre aceste radécini exista doua
raddcini reale: @ = 1 i @ =— 1.
Daca n = 2m + 1 (numar impar), atunci exista o singura rddacind reala
Ay = 1.
Propunem cateva proprietiti ale radédcinilor @, de ordinul n din unitate:
1°lad| =1

2° v, = Ug+ms
30 i

am = a'kfm;

4° @' = Qm, unde m € 7 (rddécina @, o calculim cu formula (3), inlo-
cuind k prin n).
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Proprietatea 1° rezultd din definitia modulului numérului complex.
Pentru a demonstra proprietatea 2°, utilizim teorema despre produsul
numerelor complexe sub forma trigonometrica:

A An = cos(ZkJ + MJ) + isin<2ki + MJ) = Aictme
n n n n

Proprietatea 3° se demonstreaza in mod analog.
Sa demonstram proprietatea 4°. Utilizdnd formula lui Moivre, obtinem:

() o)

Sa examinam acum interpretarea geometrica a radacinilor de ordinul n
din unitate:

m

a, — COS = Aim.

ay) = 1,
_ 27, . . 2T
a, = cos—— +isin——,
n n
_ 47 . . 4r
d, = cos—— +isin——,
n n
61

>

6w , . .
a = cos7+1s1n

2r(n—2) .. 2x(n—2)
dy—» = CcOS—————— +isin————

n n ’

2r(n—1) . 2x(n—1)
ST‘FISIH—.

an*l (¢(0]

Este evident cd punctele aq, ai, as, ..., a,-1 vor fi vérfurile poligonului re-
gulat cu n laturi, inscris in cercul unitar, unul dintre varfurile caruia este
punctul A,(1;0).

Exemplul 1

Sé reprezentdm geometric raddcinile de ordinul 3 din unitate.
Rezolvare:

. . 2r . . 27 47 . . Arm
Dacan = 3,atuncia, = 1, a, = cos— +t1isin— ,d, = cos—,— +isin— .

3 3 3 3
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VA
Punctele A,(1;0),

Al )

2° 2

AO(LO))f A2<—%; - T3> sunt varfurile
triunghiului regulat A,A,A, inscris
A,
in cercul unitar (fig. 5).
Fig. 5

Exemplul 2 VA

Sa reprezentam geometric ra- Ai(0;1)
dicinile de ordinul 4 din unitate.

Rezolvare:

Daca n =4, atunci a, =1, Ao(1;0)
alz—i, 612:_1, a3:_i. AZ(_I;O) }?
Punctele  Ao(1;0),  Ai(1;0),

A2(—1;0), As(0;— 1) sunt var-
furile patratului A,A,A,A; inscris A (0 1)
in cercul unitar (fig. 6). Fig. 6

Propunem formula pentru
calcularea radécinilor de ordin #n din numarul — 1.

Deoarece r =1 si ¢ = 7, atunci a, = cos%m +1i
unde k =0,1,2,...,n— 1.

De aceea, este evident cd daca n = 2m (numar natural par), atunci intre
numerele @, nu este niciun numar real. Dacd n = 2m + 1 (numadr natural
impar), atunci existd un singur numar real @, = — 1.

In general, pentru orice numar pozitiv a si pentru orice numir natural n
par exista numai doud numere reale b, si b,, astfel incat by = b; = a.

Intr-adevir, deoarece pentru orice numar pozitiv a are loc relatia
a =|al|-(cos0° +isin0°), rezulta ci toate ridicinile de ordinul # din

. . 2k .. 2kr
acest numar se calculeaza cu formula b, = /| a |{cosT +isin= =

. T+ 2kw
smT,

Daca n = 2m, atunci printre aceste numere numai doud vor fi reale
bo ="/|a| si b, =—"/|a|, ceea ce am afirmat anterior.
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Exemplul 3

Sd rezolvdm ecuatia z° = 8.

Rezolvare:

Fie z= r(cosqo + isin(p), iar z, = 8(cos0’ +1isin0°). Rédacinile
ecuatiei z° = 8 le vom obtine astfel:

=3/8(cos0° + isin0°) —3\/7<c052k77f+1s' 2k7f>=

3

_ 2km . 2km

2<c0573 + isin 3 ),
k=0,1,2.

— 5. 2z 2w\ _
z2=2; 2= 2<cos 3 + isin 3 ) 1+1f

_ 4n Ary _ g

2(cos 3 + isin 3 ) 1 1/5.

Punctele z, z,, zs reprezintd vérfurile triunghiului echilateral inscris in
cercul cu centrul in O de raza egala cu 2 (fig. 7).

A
B(—1;+/3)

A(2;0)

Ry

C(-1;-V3)
Fig. 7
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Capitolul

Rezolvarea problemelor
cu numere complexe

H 2.1. Probleme de calcul

In exercitiile 1-3 sa calculdm partea reald si partea imaginard a nume-
relor complexe.

1.z =(2+3if — (2 —3i).

Rezolvare:

Aducem numarul complex dat la forma algebrica:

z=(2+3if—(2—3iy =4+ 12i + 9i’ — 4 + 12i = 24i.

Astfel, Re z = 0, iar Im z = 24.

i’ + 2\
2.z=<i1]9+1>.
Rezolvare:
Avey Lt2 - _itit2 _2+i_ 2FDA+D)
i"+1 @@+l 1—-i Q- +i)
_2+i42i+i _1+3i _ 1,3
1—i 2 2 "2t
1 ,3.v_1,3.,9,__ 3.
Astfel,(2+21) LTty 2+ 34
Deci,RezZ-Z,iarImzZ%.
1+i)
3.z=( .)3.
(1—1)
Rezolvare:
Avem LT _ 1P+5-1%i+10- 1> +5 1-i'+i° _
(1—iy ’—3-ii+3-1-i"—1
_ 145108 +10P+ 51+ _ —4—4i _ —41HD)
1—3i+32—1 —2-2i —-20+i) ~
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Astfel, Rez = 2,iar Imz = 0.

4. S3 calculam numdrul natural n, stiind ca (1 +1i)' = (1 —i).

Rezolvare:

i\

Din conditiile problemei rezulta ca 21—1) =1, sau

(1+i (1+1iy
1—1 2

n=4k,unde k = 1,2,3,4,....

)ﬂ =1, sau ] =1, sau i" = 1, deci

5. Sé calculam valoarea expresiei (¢ — @* + 2a°)- (2 — a + @°),

unde @ = %(—1 +iy/3).

Rezolvare:

Valoarea datd alui @ = %(—1 +iy/3) este una din radacinile ecuatiei
x*—1=0,sau(x —1)(x>+x+1)=0.Deaceea, @ = 1,
@ +a+1=0,adici > =—(a + 1). Avem
(a—a*+20)-2—a+a)=(ata+t1+2)2—-a—a—1)=
=Qa+3)(1-2a)=2a+3—4a"—6a=2a+3+4a+4—6a =7.

6.8 calculimsuma S=1+a+ >+ + ... + ",

daci @ = 1+ L
72
Rezolvare:

Cu formula pentru calcularea sumei termenilor unei progresii geome-
trice obtinem:

1+iy
RSP -
—1 -1 1+i - i —1-i
a i 1-/2+ 2-1
_2/a(a-1th) _4-2/2+2/200 2/
T V2-1+1 4-2/2 Ta-2/20

=1+ =iz 1+ (/2 + 1)

J2 -1
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M 9 .. 1 .. 9 - .
7. Sé calculam valoarea expresiei z'¥ + PCE stiind ca z verificd ecuatia

Rezolvare:

Ecuatia care este verificatd de z o aducem la forma z> —z+ 1 = 0.
Acum putem calcula usor z°, daca descompunem in factori:

Z2+1=(z+1)(z°—z+1)=0,deunde 2 =— 1.

2

Deoarece z' = (2°)° - z* = — z’, rezulta ca trebuie si calculam expresia

21 2, 1
21 —_ + =
a-Lor(z+ )
Ridicam la patrat ecuatia z + % = 1 si obtinem

1 . 1
"+ =—1, deci 27 + 7 = 1.
z 22 €Cl Z Zl(,7

8. Sa calculam produsul tuturor solutiilor ecuatiei
x" = r(cosgp +ising).

Rezolvare:

Avem x = x/?[COS<2 + 2k—7T> + isin(2 + 2kz )],

unde k = 0,1,2,3,...,(n — 1).

De aceea,

xl-xz-xs-...-xn=r{cos[n-%-l—zn—ﬁ(o—lr1+2+3+...+n—1)]+

+isinfn- L+ 250+ 14243+ .+ n—1)|} = r{eos[p +(n — 1)7] +
+isin[p+(n — 1)z]} = (—1)"" r(cosp + ising).
Daca n este numadr par, atunci x - X2 X3 ... - x, = — r(cos @ + ising).

In cazul in care n este numar impar, atunci

Xi X2 X3 X, = r(cosg tising).
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9. Sé calculam (cu ajutorul numerelor complexe) sumele

$$=1—-Cr+Ci—Cy+..,8%=C,—Cr+C;—C]+ ..

Rezolvare:
Usor putem observa cd §; + iS, = (1 + i)'. (1)
Pe de alti parte, (1 +i)' = [ﬁ(cos% + isin%)]". (2)

Cu ajutorul formulei lui Moivre, din (1) si (2) rezulta

(¢t T AT
Sl+182—22(cos 4 + isin 4 )

Utilizdnd conditia de egalitate a doua numere complexe, calculim
S = 2% cosT, S, =22 s1n%

10. Sa calculdm (cu ajutorul numerelor complexe) suma
S=C,—3C,+3-C,—3-C]+...

Rezolvare:
Avem

(1+iy/3) =14+Cliv3 —C:(iV3)Y+Ci(ivV3)+..=1—-C2-3+
+Ci34iy/3(CL—Cl3+C5-3—..).

Pe de alta parte, aplicdnd formula lui Moivre, obtinem

(1+iy/3) = [Z(COS% + isin%)]" = 2”<cosT + 1s1n%>

Din egalitatea a doua numere complexe si din (1) si (2) obtinem
2" nr

S= ﬁ31n?

11. Sa calculdm argumentul numérului complex z; = z° — z, daci
z =cose t+ising,unde 0 < ¢ < 2r.

Rezolvare:

Avem z; = z(z — 1). Conform conditiei problemei arg z = ¢.

Fie arg(z — 1) = @. Deoarece z — 1 = (cos¢ — 1) + isin ¢, atunci
sin@

tga :_l—cosqo

,dacd cosg # 1. Astfel, tgp =— ctg%,
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:

lz—1]=/(cosp — 1) +sin’p = /2(1 — cosp) =,/ 4sin % = Z‘Sin— .
Ins3, conform conditiei 0 < % < 7,deci|z—1|= 2sin 5
« P . L _ .
1) Daca sin > = 0 (deci cos > = 1), atunci
|z—1|= 0 siarg(z — 1) nu se defineste.
2) Daca sin% #0,adica 0 < % < 7 sau 0 < ¢ < 27, atunci
—1l=2¢nZ
|z 1\—231n2>0. (2)
in continuare,

z—1=— 25in2£ + Zisingcos£ = ZSing(— sinE + icosg) =

2 2 €087 2 2 2
= 2sin? [cos(2-+ &) +isin(Z + 2 )].
Astfel,
z—1=2sin%[cos(5 + %) +isin(Z +%)). (3)
Din (2) si (3) rezulté arg(z — 1) = 7+ %.

T, $_m 3¢

argz]=g0+2 5 TR

12. Sa calculdm argumentul numarului complex

z2=2"+z,daciz = cosg +ising, unde 0 < ¢ < 27.

Rezolvare:

Avem

z = (cosp +ising) + (cosp — ising) = (cos’p — sin’¢ + cos @) +
+i(sin2¢ — sing) = (cos2¢ + cos@) + i(sin2¢ — sing) =

- 3 L., 3. ¢ _ 3¢ LTI O
= 2cos 5 €Os5 + 2icos 5 sins = 2cos > <c032 +1s1n2>.
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. . . < . 3¢

Din egalitatea obtinutd rezultd ca |z, | = 2‘ cos - ‘

51

3
1) Daci cos 2 = 0, adicd ¢ € {%, 3 g

2

atunci argz nu este definit.

3
2) Daca cosTQD > 0,adica 0 < ¢ < % si

T< (05?77, atunci |z| = 2cos37¢. (1)

Anterior am ardtat ca

— 3¢ P .. P
z = 2cos > (cos2 +1sm2). (2)

Din egalitatile (1) si (2) rezultd ca argz = %

T 57T
3 <o <r7si 3
atunci |zl\=—2cos37¢. (3)

3) Daca cos3—(p < 0, adica

> < ¢ <2rm,

Deci,

zZ == 2cos37¢[cos<7r + %) + isin(n + %)] (4)

Din egalitatile (3) si (4) rezulta ca

argzi = 7wt %

Rdspuns: daca ¢ = %, Q=T = 5?7?, atunci argz nu este definit:
z1=0.
Daca 0< ¢ < % sit< @< 5%, atunci argz = %

@

Dacé§<(0<7r§i5?n<§0<27r,atunci argz =7+ .

13. Fie numarul complex z = cos¢ + ising, unde ¢ # k7, k € 7. Sa

z+1
z—1°

calculdm modulul si argumentul numarului complex A =
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Rezolvare:
Avem
q=ztl_ cosp +ising+1 _ (1+ cosp) +ising _
z—1 cosptising—1 —(1—cosp)+ising
N RN )
_ 2 cos 2 +21sm2cos2
_ 2P 2P P
2 cos 5 + 2isin 2cos2

Deoarece ¢ # kr, atunci sin% # 0; deci A poate fi scris astfel:

@ cos%+isin% @ —i(— sin%+icos%) @
A =ctg—- = ctg—- =—ctg~.
2 —sin£+icos£ 2 —sin£+icos£ 2
2 2 2 2

Deci, |A | = ‘ctg2 ‘
Daca ctg% > 0, adicd 2k7 < ¢ < (2k + 1)7, k € Z, atunci

= ctgy [cos(—%) + 1sm( g)]

Prin urmare, in acest caz argA = — % +2km, k€ Z.

Daci ctg% <0, adicd (2k — 1)7 < ¢ < 2k7, k € Z, atunci

A =—ctg> 5 (cos? +isin- ) Prin urmare, argA =

5 +2k7r,k€Z.

2
14. Si calculdm toti argumentii numarului imaginarz = r(cos@ + isin @),

. 1 o . .
dacd z + = = a, unde a este numarul real negativ dat. Pentru care valori
z
ale parametrului a problema are solutii?

Rezolvare:
z+ % = r(cosp +ising) +[r(cosp +ising)]" = r(cosp + ising) +

$COSOZIING (4 Dyeoso +i(r = Lsing.

-36 -



Capitolul 2. Rezolvarea problemelor cu numere complexe

. 1 . 1y . < A
Expresia <r + 7>cos(0 + 1<r - 7>sm§0 = g este numar real atunci si
. . A 1y . _
numai atunci cdnd (r — -~ )sing = 0.
Insd, in conditia problemei se spune ci z este un numir imaginar, de
. . 1 _ 2 _ _

aceea sin@ # 0. Prin urmare, r — = 0,deunder’=1,r = 1.

1 . a
Astfel, z + L —aia forma 2cos@ = a, de unde cosp = - > care are

solutii pentru —2 < g < 2. Ins3, a < 0, deci pentru —2 < a < 0

a

5 +2km ke .

@ == arccos

Raspuns: r = 1,9 =% arccos% + 2k7 pentru —2<a < 0,k e Z.

15. Sé calculam

i+ +H i+ (D) ()P (D) i ()R
Rezolvare:

Notam suma prin S si obtinem

S=i+i+i%+ i +i"+ (=) + (—iP (i) —i— (—i) =
=i— 1+ PGP EP Y@ P )R-
—it({" i =i-1+i+iH I+ P+ i =3 -

16. Calculati /3 — 4i.

Rezolvare:
Utilizand formula

T e Y [ )

T 5+3_.\/5—3
avem /3 — 4i J_r<\/ 5 i 5 )

17. Sa calculdm i" +i""' + i +i""7,
Rezolvare:
in+in+1 +in+2+in+3 — in+in_il +i"'i2+i”'i3 —

=I"Q+iti+i)=1"Q+i-1-i)=0.

+(2 —1i).
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1+1i)
18. Sa calculim W, dacin >2,n e N.
Rezolvare:
a+iy (i) _(1+i)

A+ - QFiya+y’ -y ATU=

=(15p) 2 =i (2=

Rdspuns: daca n = 4k, atunci A = — 2i;
dacan =4k + 1, atunci A = 2

dacan = 4k + 2, atunci A = 2i

dacan = 4k + 3, atunci A =— 2.

. . 625 54 61\

. 3 ~ +17- I
19. Sa calculdm \/(_3 T 4iy 17 <6— 51)
Rezolvare:
Aducem expresia de sub radical la o forma mai simpla:

625 (546 625 s

(—3+aiy V7 (6=si) ==7-2g T 171
— 625(_7 + 241) s4\28 2 . — .
T I= + 17 (I 1P =—7+24i— 17 =— 24 + 24i.

Astfel, obtinem
3/—24+24i =3/24(—1+1) =324 -3/~ 1 +1.

Stimcd —1+1i= ﬁ(cos:;—n + isin3—7f) si

4 4
377+2k 3f + 2kr
V—1+1= cos— 5 +1isin 3 =
=\/5cos<4+2§7r>+1 <4+2kT7T>,undek=0,1,2.

Astfel, obtinem /24 -3/—1+1i =
=23 3/-1+i=2%/9" ‘\/7[co<7f 2k”>+1sin<%+2kT”>]:

—26\/7[co< 2k”>+1 <4+2kT7T>], unde k = 0,1, 2.
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20. Si calculam (1 + cosa +isina)'.

Rezolvare:

1+ cosa +isina = 2cos’

(1+cosa +isina) =2":

a PP S ¢ a a

5 +2151n2cos2 2c032<c032 +1s1n2>
e no , .. na

CcoSs 2(cos—2 -|-1s1n—2 )

21. Sa calculdm numerele complexe care corespund varfurilor patratu-
lui cu centrul in originea de coordonate cu laturile de lungimea 1 paralele

la axele de coordonate

1,.1
Punctului A ( 2 ) ii corespunde numarul complex - > Tigs
(-1 L)Lyl i
272 2 2 T
2
S P L RS DR 4
22 2 2 2’
(L_L> 1,1
27 2)727 1 =] =
2 2
v 1,1
Rdspuns 5115
C -1 D
Fig. 8
—[(—3i)(2 — 4i) — (2 + 4i)- 3i]
22. Sa calculam [(=3iX [<21) 1( 11)+ 211]] .
Q-)a+iy—[(£—2i)— 2] -4
Rezolvare: > 5> 1-2i
—[(—3i)(2 — 4i) — (2 + 4i)- 3i]
. v (2 _ 1.\ _ 1+2i
a0 [(2-1)- 2]
B —[- 6i—12—(6i—12)] B —(—12i) B
2 1. (3 . 47N1_, 2+2i—-(Q1-i)—4i
2+21 [5 5l ( 5+51>] 41
_ —144 _ 144 _ 1440 +H) _ 144(1+1i) _ .
TTI-i T 1-i (Q-pa+yn 2 ot
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{(155%11|2 B i) +[(5+1i) i‘”]} —(2-3i)
(e -
3—4i

23. Sa calculam

—41)(1—4)+ 10 + 5i

Rezolvare:

-
[

— 4i (i — 4) 4 10 + 5i
34 41)(1 4)+ 10 + 5i

H(%—i)+[(5+i)-i]}—(2—3i)’

\(32_541 — 4i)(i— 4)+ 10 + 5i

_H{G+i—i)+5i—1}—(2-3i)
B |3(i—4)+ 10 + 5i B
_|5+5i—1—-2+3i] [2+8i] .68 — 1
- 8i — 2] T I8i—2] 7 Jes

24. Sé scriem sub forma trigonometrica numerele complexe:

a)z=1; b) z=—3; Q) z=1i;

_ . __ . _ 1 100
d)z=1+1i; e)z=—1+1i; f) z (1—1)'
Rezolvare:

a) z =|z|= l;argz = 0°, deci z = cos0° + sin0°.
b) |z | = 3;argz = 7, deci z = 3(cos7 + isin 7).

c)|z|=largz = %, deci z = cos% + isin%.

d)|z|= NOX argz = %, deci z = ﬁ(cos%%— isin%).

e)|z|= J2; argz = %, deci z = ﬁ(cos%r + isin%).
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1 100 i+1 100 (i + 1)100
f)Z=<.__) =\ - = 100 =
i—1 i—1)@i+1) 2
T\ 0

B [\/2<COSZ + 151“1)] _ 2%(cos257 +isin257)
= 100 = 100 -
_ —cosmw _ _ 1

250 250 .

25. Utilizand forma trigonometricd a numerelor complexe, si calculdm:

a) /2i; b)v/=8i; o) 4/—1; d)Vi; e 4/—16.

Rezolvare:

a) Calculim: r = 2; ¢ = 2

Astfel, 2i = [cos( + 2k7r> + 1sm< + 2k7r)].

2
Prin urmare, \/Z = «/E[cos(z + k7Z') + isin(% + kﬁ)].

Pentru k = 0,1 obtinem:

ao=ﬁ(cos—+1s1n4) f<£+ L) 1+1i;

4
@ = ﬁ(cos%ﬂsin%) = ﬁ(—@—i-@) =—1-i.
Raspuns: £(1 +1).
b) Calculim: r = 8; ¢ = 37%
Astfel, —8i = 8[cos< + 2k7r> + 1sm<377r + 2k7r)]

Prin urmare, /— 8i = \/g[cosc%r + k7r> + isin(% + kﬁ)].

Pentru k = 0,1 obtinem:

@ = /8 (cos 2 +isin ) = ﬁ(—ﬁ+ iﬁ> =2(—1+1);

4 4

@ = /8 (cosZ- + isin 7 ) = ﬁ(ﬁ - 1‘5> =2(1—1).

4 4

Raspuns: £2(1 — i).
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¢) Calculiam: r = 1; 0 = 7.
Astfel, —1 = cos(7 + 2kr) + isin(7 + 2k7),
iar4y/—1 = cos(%-i-%[)-l- isin (4 —i—an)

Pentru k = 0,1, 2, 3 obtinem:

ao=cosz+1sm? 2 (1+1,
_ 3T 3_7r__/5 .ﬁ_ﬁ_ .
@ = cos*y - tisinT - =—" i = 2( 1+i);
- st V2 V2 2o
@ = cos¥~ tisinS - =—"— i = 2(1-1—1),
_ i .7_77_«/5_.\/5_\/5 _
@ = cos*~ HisinT ="~ = 2(1 i)
1+1
Ra
Spun ﬁ
. _ _ T
d) Calculim: r = 1;(0—7.
Astfel, i = cos(% + 2k7r) + isin(% + 2k7r>, iar

- kr T |, kr
4 — LY L2
Vi cos<8+2>+131 <8+2>'
Pentru k = 0,1, 2, 3 obtinem:

ay = cos— + i 1s1n—

8 8’
-7 4 . ST
a) = CoSs 3 + isin g
- I o .
) = COS 3 + isin g
s = cos—137[ + isin—137[
} 8 8 -
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e) Metoda I. Scriem -16 in forma trigonometrica:
—16 = 16[cos(7 + 2kx) + isin(7 + 2kx)].

Acum a, =% —16 = ‘R/ﬁ(cosﬂ—:izk” + isinmizkﬂ).

Pentru k = 0,1, 2, 3 obtinem:

2cosf+1sm ) V2(1+i);

2 cosf + 1sm377[> V2(—14+i);

4

(
(

2(cosf +isin 577) = ﬁ(l +1);
(

2cosf+1sm ) J2(1-1).

Metoda II. 4\/7 = «/: -4/16 = 2‘%/jl . Luand in considerare 25 ¢),
obtinem @ =+/2 (1 +1).

Rdspuns: a = ﬁ(il +1i).

26. Si calculam %/—8 — 8/3i.

Rezolvare:

r=y(=8F +(=8/3) = 165 cosp === =—1,

83 f

Slan—_—16 2 = 3 .

Astfel, —8 — 8y/3i = 16[cos(240° + 360°k) + isin(240° + 360°k)].

Prin urmare,
/=8 — 83 = 2[cos(60° + 90°k) + isin(60° + 90°)].
Pentru k = 0,1, 2,3 obtinem
@ = 2(cos60° +isin60°) = 1 +1i/3;
@ = 2(cos150° + isin150°) = —4/3 +i;
= 2(c0s240° +isin240°) =— 1 — iy/3;
@, = 2(cos330° +isin330°) = /3 —i.
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27. Sa efectudm calculele:
a) 2(cos 12° +isin12°)- 4(cos 18° + isin 18°) = 8(cos 30° + isin30°) =

/3

= 8(cos30° + isin30°) = 8(7 +i%> = 4./3 + 4i;

6(cos19° + isin 19°) - 8(cos 31" + isin31) 5 (cos40° + isin40°) =
b)

=6-8: —(cos90 +1sin90°) = 2i;

c) 3<cos%+isin75f> 5<cos %5 +1sin%)

= 15(cos % +isin ] ) = 15(% + 1/3)

28. Sa efectudm calculele:
a) [3(cos20° +isin20°)] = 3*-(cos60° + isin60°) = 27(% + ii>;
b) [2(c0os9® + isin9°)] = 27(cos45° + isin45°) =

_32<f f>_32.‘/25(1+i)=16ﬂ(1+i);

¢) /3 (cos6® +isin6°)" = 9(cos180° + isin 180°) = —

+iyt = [\/2<cos% + isin%)]w =

= /2" (cos57 + isin57) = — 2°.

29. Sa calculam /3 + 4i.
Rezolvare:

Utilizand formula

2 2 2 2 _
T+bi=i<\/‘/a +2b +aii\/«/a +2b

J3+4i = </5+3 i /2=3 ) +(2+1).

a .
), obtinem
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30. Sé calculam cea mai mica valoare naturald a lui n, pentru care
(1 — i)' este un numar real pozitiv.
Rezolvare:
v — TT o TN _ 52 mn |, . . 77n
(1—1) [/E(cos 4 HisinTy )] 22<c0374 +isin "~ )
Pentru ca acest numdr sa fie pozitiv, este necesar si suficient ca

77N

4

cosm >0si sinm = 0, de unde

4 4 = 2kmr,7n = 8k, deci n = 8.

Intr-adevir, pentru n = 8, (1 —i)' = 2*- cos 147 = 2* = 16.

Deci, n = 8 este cea mai mica valoare naturala a lui n pentru care
(1 — i)' este numdr pozitiv.

Rezolvati problemele:

1. Calculati argumentul numarului complex z =z'+2°, dacd
z = cos¢ t+ising,unde 0 < ¢ < 2r.

2. Determinati coordonatele varfurilor unui poligon regulat cu » laturi,
dacd centrul lui este situat in punctul z = 0, iar unul dintre vérfurile lui
z este cunoscut.

3. Punctele z si z, sunt varfuri megiese ale poligonului regulat cu » laturi.
Gasiti varful z; megies cu z; (z: # z1).

4. Care este conditia ca trei puncte (fiecare doud sunt diferite) zi, 2o, z3 sa
apartind unei drepte?

5. Punctele M, (xi, y1) si M2 (x2, ») pe plan corespund numerelor comple-
xe z1 = x T iy §i 22 = x + iy, (x5, 22, 1, ¥> sunt numere reale). Unde

este situat punctul corespunzitor numérului z = E(zl +2,)?

6. Trei varfuri ale unui paralelogram sunt situate in punctele care cores-
pund numerelor complexe z, 2,, z;. Gasiti numarul complex care i co-
respunde varfului al patrulea al paralelogramului.

7. Gasiti conditia ca patru puncte, diferite fiecare doud, z, z,, z3, z; sunt
situate pe un cerc sau pe o dreapta.

8. Pentru care valori reale ale lui x si y numerele z =—3+ x’yi si
w = x> + y + 4i sunt complexe conjugate?
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9. Calculati:

v 12 1 1 . 1 2—1i,
a) 3(i 3)+i—3+i—2+i—1+1+i+1+ =

b)i+i+i+ . +i"+i"+H "+ n=4neN;

1 1 1 1 1 1
Bt~ owt s
c) PR i 38 TR0 i

10. Calculati valoarea expresiei

E(z)=z'—2'+z2°+2z+ 1 pentruz =2 —1i.

11. Aflati toate numerele complexe, fiecare dintre care au conjugatul egal cu

a) patratul sau;

b) cubul sau.

Indicatie:

Fie z = x + iy numirul complex cautat, atunci z = x + iy. Din

conditia problemei 2 = z, adica (x + iy} = x — iy.

Raspuns:

V3 V3
a)z‘=_%+1§’22:_%—1§,23=0,z4=1;
ba=05=la=-La=ia=—i

12. Calculati cea mai micé valoare natural a lui », pentru care (1 — i)'
este numarul pozitiv.

Raspuns: n = 8.
13. Calculati (1 — i), k€ Z.

14. Fie numerele complexe

_ 2 TT o TmN B 5T . 5T
z = 3(cos 5 + isin 5 ) Si 2 4(cos 9 + isin 9 )
zi

Calculati: z{; z3; g
2

15. Gasiti formulele care exprima cos nx si sinnx prin cosx si sinx.
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16. Calculatisuma S =1+z+z' +..+z" '+ 2,

27 27
unde z = cos= ™ + i 1sm7

Indicatie:
Esteevidentci z' = 1.Notim: 1 +z+ 2>+ ...+ "' = 8.

AtunciSz=z+zZ2+ .. +z7'+2"=(S—1)+1=8.
Deci, § = 0,dacd z# 0,51 S = n,dacd z = 1.

17. Calculati:

(—v12 +2i)

].6 . ill7

(3V/3 +4)—i(4/3 — 3)

3—4i

a) >

b) 10

18. Calculati:
a) V—15+8i;  b)y—3—4i; c)/—11+60i;
d) /—8+6i; e)vy—8—6i; f).8—6i; g) V8t 6i.

(1 —1i/3)(cose + ising)
2(1 —i)(cosp —ising)

19. Calculati

Rdspuns: \/25 [cos(2§0 12 ) + 15m<2¢ B ﬁ)]

20. Calculati:
Q) (L+ i) b)(”‘f),c)(l—ﬁz“);
( 1 + \/7)15 + 1 _ iﬂ)lS

1=y L+

21. Gasiti numerele complexe care corespund:

a) varfurilor unui triunghi echilateral cu centrul in originea de coordo-
nate, cu o laturd paralela la axa ordonatelor si un varf situat pe semiaxa
negativa reala, iar raza cercului circumscris egala cu 1;
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b) varfurilor unui hexagon regulat cu centrul in punctul 2 +i4/3, cuo
latura paralela la axa absciselor si raza cercului circumscris egald cu 2;

c) varfurilor unui poligon regulat cu n laturi cu centrul in originea
coordonatelor, iar unul dintre varfuri este numarul 1.

Rdspuns:
S U
a) l,zil 2

b) 4 +1iy/3; 3 +2iy/3; 1 +2iy/3;i/3; 1; 3.

l 2.2. Probleme de determinare a multimilor de puncte

In problemele 1-8 si determinim multimea punctelor care satisfac
conditia indicata (z este numar complex).

L.|z+i|=|z+2]

Rezolvare:

Fiez=x+iy,atuncizti=x+iy+i=x+(y+1)i,
far|z+i|=/x+(y+1Y;z+2=x+iy+2=(x+2)+iy,

iar |z + 2| = ,/(x + 2} + y*. Reiesind din conditia problemei, avem
JEH( 1Y =/ (x 2+ saux’ H(yH 1P = (x +2) + )
saux’+y’+2y+1=x"+4x+4+y°

sau2y=4x+3,deundey=2x+%.

2.|]z—3|=5.
Rezolvare:
Fie z = x + iy, atunci

z=3=x+tiy—3=(x—3)t+iy,iar|z—3|=,/(x =3y +)’.
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Capitolul 2. Rezolvarea problemelor cu numere complexe

Reiesind din conditia problemei, (x—3y+y* =5, sau
(x —3) + y* = 25. Astfel, multimea de puncte care verificd conditia pro-
blemei sunt punctele situate pe cercul cu centrul in punctul (3; 0) de raza 5.

3.3<|z+i|<5.

Rezolvare:

Numdrul |z + 1| = |z — (—1)] este egal cu distanta dintre punctul cdutat
z si punctul (—1i). Conform conditiei, aceastd distantd nu este mai mica
decit 3 si nu este mai mare decét 5. De aceea, conditia 3 <|z+i|<5 o
verificd acele si numai acele puncte care sunt situate in interiorul inelului
marginit de cercurile concentrice cu centrul in punctul (0; — 1) si de razele
Ry = 3 i R, = 5 inclusiv pe acestea.

4, Rez = 2.

Rezolvare:

Daca z = x + iy, atunci Rez = x. Deci, conform conditiei, x = 2. Toate
punctele cautate sunt situate in semiplanul din dreapta, marginit de dreapta
perpendiculard la axa reald si care trece prin punctul (2;0) si pe aceastd
dreapta. Orice punct din acest semiplan, inclusiv punctele dreptei indicate,
reprezinta numdrul complex z, pentru care Rez = 2.

5.|z—z|=]|z — z:|, unde z si z, sunt puncte date.

Rezolvare:

Modulul |z — z| este distanta de la punctul z pand la punctul fix z;
modulul |z — z;| este distanta de la punctul z pana la punctul fix z,. Din
conditiile problemei rezultd cd aceste distante sunt egale. De aceea, toatd
multimea de puncte z prezintd mediatoarea segmentului z; z..

6.|z+2|+|z—2|=5.

Rezolvare:

Usor putem observa cd multimea de puncte cdutatd constd din toate
punctele M, pentru care AM + BM = 5,unde A(—2;0) si B(2;0). Aceas-
td multime reprezinti o elipsd cu focarele in A si B, a cérei ecuatie este

36x° | 100y° _
225 T 225 T b M
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Intr-adevir, fie z = x + iy, atunci
lz+2|=/(x+2)+y'iar|z—2|=/(x—2)+ ).
Din conditia problemei avem ./(x +2) +y* +.,/(x — 2} +y* =5,

de unde obtinem ecuatia elipsei (1).

7.]z|=Rez+ 1.

Rezolvare:

Fie z = x + iy, atunci |z | = /x* + y°, Rez = x.
Deci, yx*+y* =x+ 1,saux’+y’=x*+2x + 1, sau y* = 2x + L.
Astfel, y*> = 2x + 1 este o parabola cu varful in z = -1 si axa — portiunea

2
din axa reald la dreapta de varful ei.

8.]z—1|>]z—il.

Rezolvare:

Fiez =x+iy. Atunciz—1=(x—1)+iysijz—1|= /(x — 1)+,
jar z—i=x+i(y—1) si |[z—i|=/x"+(y—1). Utilizdnd conditia
problemei, obtinem (x — 1) + y* > x>+ (y — 1), de unde y > x.

Rdspuns: Toate punctele planului situate mai sus de bisectoarea cadra-
nelor unu si trei.

9. Sa determindm locul geometric de puncte z ale planului complex
B
pentru care Re(z e ) 0.
Rezolvare:
Fie z = x + iy. Atunci

1y oz \_ . __x _x(xty-1
Re(z Z)—Re(Z ‘Z‘2>_x X2+)/2_ X2+)/2 .

x(x*+y*—1)=0,
x*+y #0.

Dacéd x = 0, atunci y # 0. Aceasta este axa imaginara fara originea sis-

Ins3, Re(z - %) = 0. Astfel, obtinem sistemul {

temului de coordonate, sau x* + y* = 1, adica cercul unitar.
Rdspuns: cercul unitar si axa imaginara fira originea sistemului de coordonate.
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Capitolul 2. Rezolvarea problemelor cu numere complexe

10. Sa aflam locul geometric de puncte z ale planului complex pentru

z2—z .
care Im~— Zl = 0, unde z i z, sunt puncte date.
2
Rezolvare:

Din conditia problemei rezulta ca % =k, unde k €R si z # 2.
2

Daca k = 0, atunci z = z.

Fie k # 0. Atunci z — z = k(z — z,). Considerand ultima egalitate ca
egalitate a doi vectori, conchidem ca vectorii z — z; $i z — z, sunt coliniari,
de aceea punctele z, z;, z, sunt situate pe aceeasi dreapta. Insd, z # z,. De
aceea, multimea tuturor punctelor z este dreapta ce trece prin punctele z; si
25, din care se exclude punctul z,.

21

b

11.Sd determindm locul geometric de puncte z, pentru care ‘ £ z
2

unde z si z, sunt numere complexe date (z1 # z2) s$i @ un numar pozitiv
diferit de 1.
Rezolvare:

: . | z—z
Din conditia problemei ‘ " .

=q. (1)

Deoarece |z — z| §i |z — 2| sunt numere, respectiv egale cu distantele
de la punctul z pand la punctele fixe z; si z,, atunci din (1) rezulta ca pro-
blema se reduce la determinarea locului geometric de puncte, pentru care
raportul distantelor panad la doud puncte date este constant (diferit de 1).

Locul geometric de puncte care posedd aceasta proprietate este cercul
lui Apollonious cu punctele de bazi z si z..

-2

Constructia. Prin punctele A si B, ce reprezinta respectiv numerele z; si z,,
ducem dreapta MN. Apoi construim punctele C si D, dintre care primul
imparte segmentul AB interior astfel: AC : CB = a §i AD : BD = a. Cercul
cu diametrul [CD ] reprezinté locul geometric de puncte cdutat.

12. Sé determindm punctele care reprezintd numerele complexe z, pen-

trucare|z—1|=|z+1|=|z—iy3 |
Rezolvare:
Fie z = x + iy, atunci

IR R AT EE I CES VES
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z—1/3|= x> +(y—+3).

Din conditia problemei rezulta
Y1y 7 =Y+ 1)+
{ﬂx SR =/ OV,

sau
(x—1)2+y2=(x+1)2+y2, (1)
{(x—1)2+y2:x2+(y—ﬁ)2. )
Din ecuatia (1) avem (x — 1)’ = (x + 1), de unde x = 0. (3)

Inlocuind in ecuatia (2) valoarea lui x = 0, obtinem

1
1+y*=y"—2yy/3 +3,deunde y = ——. 4
Y=y oYy yl 3 1 (4)
Din egalititile (3) si (4) rezultd cd z = 0 + ——=i = ——=1i. De aceea,
exista un singur numar complex z = %i, care verificd conditia proble-

mei. Acestui numdr in planul complex ii corespunde punctul (0; %)

Geometric, punctul gasit <O; %) este centrul cercului circumscris tri-
unghiului cu varfurile 1, — 1, i\/g .

13. Sd gasim multimea de puncte situate in planul de coordonate Oxy
pentru care |z +i— 2| < 2, unde z este numir complex.

Rezolvare:

Scriem numiérul complex z in forma algebrica z = x +1iy. Atunci
z+i—2=(x—2)+i(y+1). Conform definitiei modulului numarului

complex |z +i—2|=/(x—2F+(y+1Y).

Astfel, inecuatia |z + i — 2| < 2 ia forma
Jx=2P+(y+1f<2e(x—2F+(y+1F<4.
Deci, multimea punctelor din planul xOy care verificd ultima inecuatie

reprezinta multimea tuturor punctelor situate in interiorul cercului de raza 2
cu centrul in punctul (2; — 1) si pe acesta.
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14. Sa determinam multimea punctelor in planul de coordonate xOy,
pentru care partea reald a numdrului (1 + i)z*, unde z este un numar com-
plex, este pozitiva.

Rezolvare:

Fie z = x + yi, atunci z° = x* — y* + i(2xy), iar

1 +i)z =1 +1)[x" =y +i(2xp)] = (& = 20y = y*) +i(x* + 22y — y°).
Din conditiile problemei, partea reald a numérului complex (1 + 1)z’
este pozitiva:
x*—2xy—y*>0. (1)
Admitem cid y # 0 si impértind ambii membri ai inecuatiei (1) la y*,

obtinem inecuatia . .
(;) - 2<;>— 1>0.

Rezolvand aceasta inecuatie de gradul doi, obtinem
E>1+/2,2<1-2. 2)
y y
Pentru y > 0, scriem inecuatiile (2) astfel:
y < #x, y < #x.
1+/2 1-v2

Multimea punctelor planului xOy, care verifica aceste conditii, sunt in-
dicate in figura 8 (partile hasurate).

] YA

Fig. 8
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Pentru y < 0, scriem inecuatiile (2) astfel:

1 1
>—1 -1
STV PG

Si multimea punctelor planului xOy, care verifica aceste inecuatii, sunt
indicate (hasurat) in fig. 9.

VA _ 1 A

y_l—ﬁ

2 X
! T2 |
YT+ 2
Fig. 9 Fig. 10

Pentru y = 0 este imposibil de a impdrti ambii membri ai inecuatiei (1)
la y°, insd pentru y = 0 inecuatia (1) ia forma x* > 0, ale cirei solutii sunt
orice numdr real x, diferit de zero, adica solutiile inecuatiei (1) reprezintd
orice punct al axei Ox, afard de zero.

Unind aceste trei cazuri, obtinem: multimea cdutati este interiorul un-

o . < . 1 . 1
hiurilor, care contin axa Ox, fardlaturilelor y = ————=xsiy = ————x
& ’ YT+ 2 T -2
(fig. 10).
In problemele 15-17 si determinidm locul geometric de puncte z ale
planului complex pentru care:
=
15. argz = 3
Rezolvare:
Observam cd solutia problemei este raza, care incepe din originea siste-

mului de coordonate xOy (fara punctul O) si formeaza cu axa Ox unghiul

de %
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16.|z+1]|=|z—1|.
Rezolvare:
Fiez=x+yi,atunciz+1=x+yi+1=(x+1)+yi,
jarz—1=x+tyi—1=(x—1)+yi.
(D) +yil= Y@ H1P+y7s (= D il = /- 17 )7
Din conditiile problemei,
(x+t1y+y'=(x—1V+y, x+2x+1=x"—2x+1,4x=0,x = 0.
Raspuns: axa Oy.

17.0 < Re(iz) = 1.

Rezolvare:

Fie z = x + yi, atunci iz = i(x + yi) = — y + xi.
0<=—y=<1-1=y=0.

VA
@) X
-1
Fig. 11
Rdspuns: Toate punctele situate intre dreptele y = 0 si y =— 1 si pe

acestea.
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Probleme pentru rezolvare independenta

Gdsiti multimea de puncte z ale planului complex care verificd
conditia:

1.2<|z|<5.
.Im(z) < 3.
Jz=2|—]z+t2|>3.

2

3

4. Rez>a, unde a € R.
5.Imz < g, unde a € R.
6.0 < Re(iz) < 1.
7.Rez+Imz < 1.

Z"Z1 _
Z2— 2

9.1z—1|=|z—1i|.

8. Re

10. |z +i|< 1.

lz—1|+4
11.10g%m> 1.
|z —|z|*+1

1 .10g4/3 2+‘Z|

N

<2

1

W

JJz=1]+|z+1]=3.

4. |z +2|—|z—2|=3.
15.|Rez + Imz| < 1.
16.]z—2|=Rez +2.
17.1<\z+i|<2,%§argz<%.

18.2<|z|<3, § <argz< .
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19.]z|<Rez + Imz.

20.||z|+i| < 10.

21.1<|z+i|<4

22. Gasiti multimea tuturor punctelor M (x; y) din plan, ale céror
coordonate x si y verificd conditia: numarul z* + z + 1 este real si po-
zitiv, unde z = x + iy.

23.(1-i)z=01+1)z

H 2.3. Probleme de demonstratie

1. Se stie cd numadrul complex z #+ 1. S& demonstram cid numarul
z—1
z+

Demonstratie:

este pur imaginar atunci si numai atunci cand |z | = 1.

Fie z = a + bi. Atunci
z—1 _(a—1)+bi _ [(a—1)+bi]-[(a+1)—bi] (a®—1+b%)+2bi

z+1 (a+1)+bi  [(a+1)+0bi]-[(a+1)—bi] (a+1y+0b°
z—1_ a—1+V¥
Astfel, ReZ+1 - (a+1)2+b2a
z—1 _ 2b
z+1 (a+1y+b>"

iar Im
z—1
z+1
a>—1+b>=0,2b#0, (a+ 1Y +b>#0.

Dacib =0sia’—1+b*> =0, atunci z = a == 1, ceea ce contrazice

Deci, numirul va fi pur imaginar atunci i numai atunci cand

conditia problemei. De aceea, rim4ne numai conditia a> — 1 + b*> = 0, de

unde a’ + b* = 1, adicd |z | = 1. (q.e.d.)
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2. Fie numerele complexe z,, z; §i zs, astfel incat |z | = | z.| = | z5].

Sa demonstram ci arg =2 = Largé +kr, ke Z.
3 71 2 Z1
Demonstratie:
Fie z, = r(cosa +isina), z, = r(cos B + isinf), zs = r(cosy + isiny).
Avem:

z:— 2z = r[(cosy — cosf) + i(siny — sinf8)] =

= 2rsinﬁ_ y(sinﬁ—i_ 4 —icosm>
2 2 2 '
a) Daca sinb);y > 0, atunci
_ B— [ <37r B"‘?’) .. (31 5"‘7’)]
Z; — 2o = 2rsin 5 Ccos 2+ 2 +1sm<2 + ’ .
b) Daca sinﬁgy < 0, atunci
+
zg—zz=2rsin B ( B 7/>+1s1n< +B 7)]
2 2

In mod analog gdsim:
¢) Daca sina/gy > 0, atunci

L .a— 3r ,aty\,.. (3% a+?’>]
Z; — z; = 2rsin 3 cos(2 +—2 >+1s1n<2 + > .
d) Daca sina;y < 0, atunci

I T,ety\,. . (& a/+7’>]
zz — z1 = 2rsin 5 cos<2+ > >+1s1n<2+—2 .
In cazurile a), ¢) sib), d),

zn—z _ (3t , Btr\ (3¢ a+7>_ﬁ’—0z_L o
arng_Zl _<2 + 2 > <2 + 2 a 2 _ZargZ1’
3" 2 _ | T B+y (E a+7>_ﬁ_0{_L 2
a‘rgzz—zl‘<2+ 2 ) 2t )Ty Touey
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In cazurile a), d),

zn—2z _ (31 B"'?’)_(g a+7>_ﬁ—a 1z
argizz_zl—<2 + > 2+ > = +7r—2argzl+7r.
In cazurile b), ¢),

n—n _(x  Btr\ (3% 0!+7>:/>’—a_ _1_ oz
arg23—zl_<2+ 2 ) <2+ 2 ) FEoA, T

(q.e.d.)

3. Fie numerele complexe z,z, si z;. Sa demonstram cd daca

2+ z,+2=0si|z1| =|z|=|z|= 1, atunci punctele z, 2, z; sunt var-
furile unui triunghi echilateral, inscris in cercul unitar.

Rezolvare:
Intre numerele z, z», z; nu sunt doud egale, deoarece, presupunand ca

z1 = z, obtinem 2z = —z;. Aceastd egalitate este imposibila, deoarece
12z| = 2|z | = 2,iar |~z | = 1.
Fie zy = cosa + isina, z, = cosf +isinf,
z; = cosy +isiny,unde 27 > a > B> y=0. (1)

Din conditia problemei z + z, + z; = 0 si de aceea

cosa@ + cosfS+ cosy =0, 2)
sing +sinfS +siny = 0,
de unde
a+ a—
2 cos zﬁ-cos 25=—cosy,
N p (3)
. a — .
2sin 2'8-cos 5 =—sinY.

Ridicand la patrat egalitatile (3) si adunandu-le, obtinem

—B
2

dcos’ & = 1sau 2[1 + cos(e — B)] =1,

de unde cos(a@ — p) = —%.
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Deoarece 0 < ¢ — < 27, rezulticaa — 5 = ZTE sauag —f = 477[
: _p= 2T . a—p _ r_1
Fie ¢ — f = 3 > atunci cos—— Cos 3" = 5.
De aceea, din egalitdtile (3), obtinem
a+p _
Cos— =~ cos7,
(4)
.a+p .
sin——-— =—siny,
a+ +
de unde, tinind cont de (1), avem 5 b = y + 1, deoarece > b > 7.
Cat+f a=-p _ =&
Deci, y = y+, > =3 ; de aceea,
atp _a—-p _ T _p_2m
B 5 =(y+n) 3 saua 5—3,
Astfe,a —f=p—a = 277[ si|zi| =]|z| =|z| = 1;de aceea, punctele
21, 22, 25 sunt varfurile triunghiului echilateral, inscris in cercul unitar.
o —
2) Fie a — B = 4l. Atunci cos b = coszir = —L. Astfel, din
3 2 3 2
egalitétile (3), rezulta:
a+pB _
Cos ™~ = cos7,
(5)
. a+pB
sin = sin7y.
2
. Qe - . at+p _
Egalitétile (5) sunt posibile, considerand (1) numai pentru =0
+
ceea ce contrazice inegalitatii a > b > y.De aceea, @ — B # 4% Astfel,
este posibil numai cazul 1), cind @ — f = 277?
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Rezolvarea geometrica (fig. 12). VA

Daca adunam vectorii ce reprezinta
numerele zi, 2, z3, obtinem un triunghi
echilateral, fiindcd z +z+z=0 si
|z1] =|z:|=|z|=1. In figura 11 este
reprezentat cercul unitar §i triunghiul
echilateral, OCD, obtinut prin adu-
narea vectorilor z;,z si z.. Constru-
ind diametrul DOB si raza OA lch, A
obtinem punctele A, B, C, care repre- Fig. 12

RY

zintd, respectiv, numerele z, 2, z5.
Ele sunt varfurile triunghiului echilateral inscris in cercul unitar. (q.e.d.)
4.Sidemonstraimcidaci zi + 22+ zs t z, = 0 si|z | = || = |z | = |z,
atunci punctele z, 25, 23, z; sunt varfurile unui dreptunghi sau doua cate
doui coincid.
Demonstratie:
Metoda I. Fie z; = r(cosa + isina), z; = r(cosf + isinf3),
z: = r(cosy +isiny), z. = r(cosO + isin0).
Deoarece z; + z, + z; + z, = 0, rezultd ca

{cosa/ + cosB + cosy + cosd = 0,
sau

sin@ + sinfS + siny + sind = 0,

+ - + -
2cosa' 'Bcosa, b +2c037 acosa'y 0 =0,
2 2 2 2 )
.a+p a—pf . ry+0 y—B8 _
2sin 5 CosT + 2sin > cosa 2 0.

;B = 0,adicd @« — f = 7w + 2kx, unde k € Z, atunci si

a
1) Daca cos

= 0,adici y — 0 = 7 + 2nx, unde n € Z. Sa ne convingem

a—p

de justetea acestei afirmatii. Admitem ca pentru cos > =0 valoa-

— +

> 0 # 0. Atunci din egalitatile (1) rezulta cos 7 3 0 _ 0 si

y—0
2

7
rea cos

cos = 0, ceea ce este imposibil.
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Astfel, din egalitatile @« — = 7+ 2kz si y — 0 = 7 + 2n7, conside-
rand egalitatea modulelor, rezulta ca punctele z, 2, z3, z: sunt varfurile
unui dreptunghi. In cazul in care @ — y = 2mx, unde m € Z, obtinem

0 — B = 2Ir, unde | € 7, adicd punctele, doud cate doud, coincid.

2) Dacd co B atunci  cos 6 #0. Presupunind
cos 7 ; 0 = 0, usor demonstram (in mod analog cu 1), relatia cos a g b =0.
Astfel, din (1) avem
cosa_ﬁsina+b) =—cosdsin7+5,
2 2 2 2 @)
a— B a+£__ y—0 . y+0
cos— 5 = T cosTo—sinTo—.
+8 _

=0. at Y4
D) , atunclt Sin P

a) Daca cos # 0; de aceea, ambele parti

ale primei egalititi din sistemul (2) sunt diferite de zero. Impértind egalita-

tB
2

. . . . @ +0
tea a doua a sistemului la prima, obtinem ctg = ctgyT, de unde

a+pB=y+0+2kr,undek € Z.

a+ oy v
b) Daci cos 2 b # 0, atunci, impartind termen la termen egalitatile (2),

+ +
ob‘ginemtga > B _ tgy 2 6,decia+ﬁ= y+ 0+ 2k
+
Astfel,am demonstrat ca egalitatea (3) este justd atat pentru cos a > b 0,
cat si pentru cos & 2 i # 0. Ridicand la patrat, iar apoi adunand egalitétile (2),
B 2 7 0

obtinem cos’ cos , sau

2

§[1+C°S(0‘ )] = 2[ 1+ cos(y — 6)], sau

cos(a — B) = cos(y — 9). (4)
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Considerand (3) si (4), obtinem:

1){a—3=7—5+2m72',
a+p=y+0+2knr,

2) {a—b’= 0—y+2mm,
a+B=06+y+2kr,undem, k € Z.

Prin urmare,

a=y+k+m)r,=0+(k—m)x;

a=0+k+m)r,B=y+(k—m)x.

In ambele cazuri, tinind cont de aceeasi paritate (k +m) si (k — m),
observam ca punctele z,, z,, zs, z, sunt varfurile unui triunghi sau doua cate
doua coincid.

Metoda II. Rezolvarea geometrica. yA
Dacid adundm vectorii corespunza-

tori numerelor zi, z,, zs, 4, deoarece A Z

21+ 2z, + 23+ z = 0, obtinem un pa- D 2
trulater inchis cu laturile congruente, y:

fiindcd |z | = |z2| = | 23| = | z4]. Acest Zi

Ry

patrulater este un romb (fig. 13). Punc-

tele A, B, C, D sunt, respectiv, imaginile C
numerelor z, z,, z3, z4. In patrulate- Fig. 13
rul ABCD diagonalele sunt congruente, si in punctul de intersectie se impart in
jumatati. Prin urmare, ABCD este dreptunghi.

Daca insd zi = z; = — 2, = — z3, atunci punctul z; coincide cu z,, iar
2 —Cu zs.

5. Sd demonstrdm cad suma tuturor radacinilor de ordinul n (#n este nu-
mar natural mai mare ca 1) din orice numar complex este egald cu zero.

Demonstratie:

Fie zi = r(cos¢ + ising). Pentru z = 0 concluzia problemei este evi-
denti. In continuare vom considera z # 0. Notand ridicinile de ordinul #

din z prin @i, @, @;, ..., @, obtinem
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Qe = f cos( + 2k7f>+ 1sin<% + 2k—”>],
unde k = 0,1,2,...,n — 1.

a a a 27 27
Atunci ——~ == .. = L — = cos=* + isin=,
o, (4% an —1 n

de aceea sirul ), @, @, ..., @, este o progresie geometricd cu primul termen

egal cu /1 (cos— +isin 2 ) si cu ratia egald cu (cosz— + isin 2n7f )

1-— (cosL + 1sm2i>

S, = nﬁ(cOS% + isin%) 1— (coS% + ISIH{_E) )

1 —(cos2r +isin2x
=n/r (cos.2 + ising)- ( ) =0,
n 2T 2T
1— cos—+ isin=—
n n

deoarece 1 — (cos27 +isin27) =1—1 =0,

jar 1 — (COSZT + 1sm—) #+0, fiindcan > 1.

6. Sa demonstram (cu ajutorul numerelor complexe) ca daca fiecare din
numerele m si n este egal cu suma patratelor a doud numere intregi, atunci
produsul lor este egal cu suma pétratelor a doua numere intregi.

Demonstratie:

Fiem = a*+ b*,n = ¢’ + d’,unde g, b, ¢, d sunt numere intregi. Atunci
m = (a + bi)(a — bi),n = (c +di)(c — di).

De unde

mn = (a + bi)(a — bi)(c + di)(c — di) =

=[(a + bi)(c +di)]-[(a — bi)(c — di)] =

=[(ac — bd) + (ad + bc)i]-[(ac — bd) — (ad + bc)i] =

= (ac — bd) + (ad + bcy.

Deci, afirmatia problemei este justa.
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Putem grupa factorii si altfel:

mn = [(a + bi)(c — di)]-[(a — bi)(c + di)] =

= [(ac + bd) + (bc — ad)i][(ac + bd) — (bc — ad)i] =
= (ac+bdy + (bc —ad).

100

7. S& demonstrdm ci —iy 2100 choo(f) %(1 +iv3).

Demonstratie:
Avem
100 100k 3 k 3 100
210( Z::CIOO(f) = choo( ) <§1> = (%‘f‘gl)
s o1 3. T .. T
Insa, 5 +72 i=c¢ s3 +1sm3.
Deci,
(L + 7/? i>1°° = cosilooﬂ + isinilooﬂ =—cos & —isin% =
2 2 3 3 3 3

=—(1+ ‘f) La+i/3).

8. Sa demonstram ca daca

F(z)=az"+az"'taz"*+..+a,_z+a, este un polinom de
z=x+iy cu coeficientii reali do, ai, s, ..., @1, du, atunci F(z) = F(z),
unde F(z) si z sunt numere complexe, respectiv conjugatele numerelor
F(z)siz

Demonstratie:

Metoda I.

Fie F(z) = F(x + iy) = p + iq, (1) unde p si g sunt numere reale. Atunci
F(z)=F(x—iy)=p+q-(—i)=p —ig, deoarece F(x —iy) se obtine
prin inlocuirea in polinomul F(x + iy) a numdrului i prin numarul —i.
Considerand ci toti coeficientii polinomului F(z) sunt numere reale, avem
F(z) = p — qi, deci F(z) = F(z).
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Metoda II.

Substituind z din membrul drept al egalitatii

F(z)=az'+az" 't az"*+..+a,.z+a, cu expresia x +iy si
grupand termenii care contin puterile numarului i, ai caror exponenti sunt
congruenti modulo 4, obtinem:

F(z)=b+d-i*"+e-i*+m-i""=(b—e)+(d—m)i. (2)

Pentru a calcula F(z) in egalitatea (2) inlocuim numarul i prin numa-
rul (—i):

F(z)=b+d (—i)*"+e () +m (—i)*" =

=(b—e)+(d—m)i= F(z), adici F(z) = F(z). (qe.d.)

Metoda III.

Fie z = r(cos¢ + isin@). Atunci

z = r(cosp — isin) = r[cos(—¢) + isin(—@)].

Prin urmare, z = r(cos¢ + isin @),

(z) = r'[cosp(—ke) + isin(—kp)] = r*(coskp — isinke).

Astfel, (z) = z". Deoarece numirul a, . este real, rezulti ci

a,-i(z) = @, 7" (pentruorice k = 1,2,3,..,n).

Stimciz+z+.tz.=z+tz+.+z.

Deci,
F(z)=a(z)+a(z) ' +..ta-z+ta =
=z +ar  +.taz+a =
=az"taz '+..+taz+a = F(z).
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9. Sé demonstram ca expresia cos(7 arccosx), unde | x | < 1, este un po-
linom de gradul al 7-lea in raport cu x.
Demonstratie:

Fie arccosx = ¢. Atunci cos = x. (1)
Transformand egalitatea evidenta
(cosg +ising) = (cosg + ising)
cu formula lui Moivre si formula lui Newton, obtinem, respectiv,
cos7¢ +isin7¢ = cos’ ¢ + 7icos’@sinp —
—21cos’@sin’p — 35icos’ @sin’p + 35cos’ @sin'p +
+2licos’@sin’ g — 7cos@sin®e —isin’@
si
cos7¢ +isin7¢ = (cos’¢ — 21 cos’@sin’ @ +
+35cos’@sin’*p — 7cospsin®@) +i(7 cos’psinp — )
—35cos*@sin’g — 21 cos’@sin’ @ — sin’@).
Din formula (2), utilizand conditia de egalitate a numerelor complexe,
avem
cos7¢ = cos’ @ — 21 cos’@sin’p + 35cos’ @sin*@ — 7 cos ¢ sin’ @,
sau
cos7¢ = cos' ¢ — 21 cos’ (1 — cos’¢) +
+35cos’@(1 — 2cos’p + cos*p) —
—7cosp(l —3cos’p + 3cos'p — cos’p),
sau
cos7¢ = 64cos’ @ — 112cos’ @ + 56 cos’ ¢ — 7 cos . 3)
Din egalitatile (1) si (3) rezultd
cos(7arccosx) = 64x’ — 112x” + 56x° — 7x.
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Probleme pentru rezolvare independenta

1. Demonstrati cd valorile v/z* — 1 sunt situate pe dreapta care trece
prin originea sistemului de coordonate si este paralela cu bisectoa-
rea unghiului triunghiului cu vérfurile in punctele — 1,1 si z, dusa
din varful z.

2. Demonstrati ca dacd ecuatia
ax"+ax" 't ax"*+..+a,._ix+a, =0, unde ao, a, as, ..., w1, a»
sunt numere reale, are solutia x = p + ig, unde g # 0, atunci ea
are si solutia conjugata x = p — ig.

3. Demonstrati ca
(1+iy/3)(1 +i)(cosg +ising) = Zﬂ[cosq—g + qo) + isinG—g + @)]

4. Demonstrati ca dacd |z| < %, atunci [(1 +1)2° +iz| < %

5. Demonstrati ca:

(T AT
a) (1 + i) —22(cos 4 tisinTg ),

b) (ﬂ —i) = 2”(cos% + isin%).

—

6. Demonstrati cd dacd z + = = 2cos#, atunci z" + % = 2cosm0.

\S)

1+itga>"_ 1+i-tgna

7. Demonstrati ca (1 —itge) ~ 1—i-tgna’

8. Demonstrati ca:
a)(1+i)"=2",unden eZ;

b) (1+i)" = (—1)y-2*, unde n € Z.

- 68 -



Capitolul 2. Rezolvarea problemelor cu numere complexe

Hl 2.4. Ecuatii care contin numere complexe

1)

2)

1. Sd rezolvam ecuatia z° + z = 0.
Rezolvare:
Fie z = x + yi, atunci z = x — yi. Ecuatia dati ia forma

(x +yiy +(x —yi) = 0, deunde (x> —y* + x) + (2xy — y)i = 0.
Din conditia de egalitate a doud numere complexe, avem
=y +x=0, (D

{xz—y2+x =0
y(2x—1)=0. (2)

> echivalent cu
2xy —y =0,

Din ecuatia (2) rezultacd 2x —1 = 0 sau y = 0.

2x—1=0,x = Inlocuind valoarea x = % in ecuatia (1), obtinem

1
X
1 1

4Tyt =0y =
Obtinem z =

y = 0. Substituind y = 0 in ecuatia (1), obtinem

x*+x=0,x(x+1)=0,deunde:

a)x=0,z=0;

b)x=—1,z=—1.

Raspuns: z1 =0,z =—1, z34 = %ii@.
2. S rezolvim ecuatia z = — 4z.

Rezolvare:

Fie z=x+yi. Atunci z=x—yi si ecuatia data ia forma

x —yl =—4x — 4yi sau 5x +3yi = 0, de unde 5x = 0,, 3y = 0, adica

x=0,y=0.

Obtinemz=x+yi=0+0-1= 0.

Raspuns: z = 0.
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3. Sa rezolvam ecuatia z* + |z | = 0.

Rezolvare:

Fie z=x+yi, atunci 2z’ =(x*—y°)+2xyi, iar |z|=,/x"+ ).
Scriem ecuatia datd astfel:

x2_ 2+ /x2+ 2:0’
=y + /Xty + 2xyi =0, deaici{ 4 4

2xy = 0.
Din ecuatia a doua a sistemului obtinem x = 0 sau y = 0.
1) x = 0. Substituind x = 0 in prima ecuatie a sistemului, obtinem
—y*+|y|=0sau
|y[—|y|= 0, de unde:
a)|yl=1Ly=x1z==%i
b)|y|=0,y=0,z=0.
2) y = 0. Substituind y = 0 in prima ecuatie a sistemului, obtinem
x*+|x|=0sau|xf+|x|=0,
deunde |x|= 0, adicd x = 0,z = 0.

Raspuns: z =x1i,z = 0.

4. Si rezolvam ecuatia (3 + 4i) ' — (1 + i)' = 5%, unde x € N.

Rezolvare:
Deoarece (1+1i)' =[(1+i)] =(2if =—4, ecuatia datd ia forma
(3+4i)"'=5"—4, de unde |(3+4i)"'|=|5"—4|. Tinand cont ci

3+4i|=y/9+16 =5 si 5°—4>1, obtinem ecuatia 5 ' =5 — 4,
5'—=5""1=4,5""(5-1)=4,5"=1,deunde x —1 =0,x = 1.
Raspuns: {1}.
5. Sé rezolvam ecuatia z|z |+ az +1=0,undea =0,a € R.
Rezolvare:
Fie z = x + yi, atunci |z | = /x* + y°, si ecuatia dati ia forma
(x +yi)y/x*+y* +a(x+yi)+i=0,
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de aici
xy/x'+ty +ax =0,

{y./xz-i-yz +ay+1=0.

Scriem prima ecuatie astfel: x(./x* + y* +a) = 0.

I. Dacd x =0, atunci ecuatia a doua a sistemului ia forma
yly|+ay+1=0.

Daci y=>0, obtinem ecuatia y°+ay+1=0 cu solutiile
Y2 = %(—a i\/m ), care sau nu existd, sau sunt negative (deoare-
ce a = 0), ceea ce contrazice conditia y = 0. Prin urmare, pentru y = 0
solutii nu exista.

Cand y <0, obtinem ecuatia y’—ay—1=0 cu solutiile
yo=slat/a+4).

Deoarece a =0, rezulta cd restrictia y <0 verificd doar solutia
» =%(a—«/azT4)<0.

a—Ja+4 i

Deci, z = 5
II. Examindm cazul: ,/x’+ y* +a = 0. Deoarece a >0, rezultd cd
aceasti egalitate are loc doar daci x = y = a = 0. Ins3, in acest caz nu este

verificatd ecuatia a doua a sistemului y,/x* +y* +ay +1 = 0.

a—\/a2+4i

Raspuns: z = >

6. Pentru fiecare valoare reald a numarului a = 1 sé rezolvim ecuatia
z+alz+1|+i=0.

Fiez = x + yi,atunciz + 1 = (x + 1) + yi,iar|z + 1| = ,/(x + 1} + %,

si ecuatia ia forma x + yi + am +i=0.

Prin urmare,

xta/(x+1y+y +(y+1)i=0,
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de unde
{x +a/(x+1¢+y =0, (1)
y+1=0. (2)
Ecuatia (2) are solutia y =— 1.
Substituind y =— 1 in ecuatia (1), obtinem

xtay(x+1)+1=0. (3)
a) Dacd a = 1, atunci din ecuatia (3) rezultd ca
x+/(x+1y+1=0,sauyx’+2x+2 =—x>0,
sau x> +2x +2 =x% adici x =— 1.

Astfel, pentrua =1, z=—1—1i.

b) Dacéd a > 1, atunci din ecuatia (3) obtinem
a/m =—x>0,
saua’(x*+2x +2)=x%,
de unde
(a>—1)x*+2a°x +2a° = 0. (4)
Pentru ca x si fie numadr real, este necesar si suficient ca
a*—2a*(a>—1)=>0, (5)
de unde a*> <2, adici |a|< /2. Considerind conditia a > 1, avem
1<a=< «/5 . Deaceea, pentruoriceacareverificd inegalitateal < a < ﬁ ,

obtinem solutiile ecuatiei (3):

_—atay2—-a’ —a’—ay2—a’

X = SiXQZ
a’—1 ; a—1

Deci, pentrul < g < \/E,

—a*+ay2—-a’ —a*—ay2—a’

—i,z= —1i
a—1 > 2 a—1

2=
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¢)Dacia = \/E, atunciz =—2 — i

d) Pentru a > /2 ecuatia z + a|z + 1|+ i = 0 nu are solutii.

7. Sa rezolvam ecuatia 2|z | — 4az + ai = 0, unde a = 0.
Rezolvare:
Fie z = x + yi, | z| = /x> + y*. Ecuatia dati ia forma
2yx*+y* —4dax+1—(4ay—a)i=0,
de unde
2/x*+y' —dax+1=0, (1)
{a(4y —1)=0. 2)
Daci in ecuatia (2) admitem a = 0, atunci din (1) rezulta

2./x*+ y* + 1 = 0, ceea ce nu este posibil pentru x si y real.
y P P S1Y

Prin urmare, din (2) reiese ca 4y — 1 = 0, adicd y = % (3)

Astfel, ecuatia (1) ia forma 2,/ x* + % —4ax +1 =0, sau
v1ex’ +1 = 8ax — 2, 4),
de unde se vede usor ci x # 0. Asa cum /16x° +1 > 1,

obtinem 8ax — 2 > 1, adicd
x> >0 (5)
8a '
In plus, v16x>+1 > 4x, deci 8ax—2 > 4x sau (4a—2)x > 1.
Din (5) rezulta cd x > 0, de aceea 4a —2 > 0,a > %

Astfel, pentru 0 < a < % ecuatia datd nu are solutii.

Din ecuatia (4) rezultd 16x° + 1 = 64a’x” — 32ax + 4,
sau

16(4a’ — 1)x> — 32ax + 3 = 0. (6)
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A =16(44’ + 3) > 0 pentru orice a.

Ecuatia (6) are 2 solutii pozitive:

_4a—y4a’+3 . _dat4a’+3

X =

440 —1) M7 44— 1)
Deoarece a > %, rezultd cd v/4a’ +3 > 2 i
xn < 4032 _ 1 3 < i, fapt ce contrazice ine-

4(4a°—1) 2(2a+1) 12a+6 > 8a
galitatea (5).
in continuare, /44> + 3 > 24,, de aceea

o> 4a +2a _ 6a > 6a _ 3
7 4(4a>—1) 16a’—4 ~ 16a° 8a’
. 1 _4a+4a’+3
Deci, pentru a > 5 avem x = —4(402 1 (7)

Astfel, pentru a > % din egalitatile (3) si (7) obtinem

_4at+/40’+3 1.
2T T 4(a’—1) a4t
Rdspuns: Pentru 0 < g < % ecuatia datd nu are solutii; pentru a > %

4a+ /4a*+3 L1

4(4a”—1) 4"

ecuatia are solutia z =
8. Sd rezolvam ecuatia (z + 1)" —(z — 1)" = 0, unde m € N.
Rezolvare:
Scriem ecuatia datd astfel: (z +1)" = (z —1)".
Din egalitatea a doud numere complexe rezultd egalitatea modulelor lor.
Deci, [(z+ 1)"|=[(z— 1)"|sau|z + 1["=|z— 1],
sau|z+1|=]z—1]. (1)
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Fie z = x + yi. Considerand (1), obtinem
lx+1+yif=|x—1+yif,sau(x+ 1) +y’=(x— 1) +y7
de unde x = 0, deci z = yi.
Astfel, ecuatia data se reduce la forma

(L +yi)y = (=1+yi)". 2)
Scriem numerele complexe 1 + yi si —1 + yi in forma trigonometrica:
1+yi=/1+y*(cosg +ising),
—1+yi=.,/1+y*(cosf+ isinf),

unde

_ 1 .y

cos @ —1+y2,s1ng0 T
1y

cos 0/ 1_|_yz,sm0 Tty (3)

Din aceste egalititi rezultd cd 0 = 7 — . De aceea, ecuatia (2) o scriem
astfel:

(/1+y*) (cosme + isinmep) =

= (/14 )" (cosm(z — @) + isinm(z — @)),

de unde cosmo + isinme = cosm(x — @) + isinm(7r — @).

Deci, mp = m(7r — @) + 2k, unde k € 7, adicd

_ Tkt

In formula (4) pentru valoarea dati a lui m, consideram doar valorile lui k,
pentru care

1
=——=>0.
cos @ 3% 0 (5)
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1) Din egalitatile (3) si (4) avem:
1 1

2 = =
1+y cos @

sau
. kr’
— S
m

1+ y* = cosec’ %, sau y* = ctg’ I:ﬂi, adica

_ | o kT
|y |=]ctg" ], (5)
unde k = 1,2,3,...,(m — 1), deoarece
0< kT <& (6)
m

y __ _ km . <« kx . .
2) T = CosT 5, de aici rezultd cd cos o, Siyau aceleasi semne.
y1=y

. . . . kr . .
Prin urmare, in baza conditiilor (5) si (6), — ctg” - siyau aceleasi semne,

y=- ctg%; de aceea z = yi =— ictglini, unde k =1,2,3,....,(m — 1).
Rdspuns:

ictglfn—ﬁ, unde k = 1,2,3,...,(m — 1).

9. Sd rezolvam ecuatia z° — (1 + i)z + 6 + 3i = 0.

Rezolvare:
(1 +i) /A +iy —4(6+3i) _ (1+i)+,/—24— 10i
N 2 B 2 B
(14244100 1+ Ei(5+i),
- 2 - 2 ’
_Ll+i+5iti 6 g
1 2 2 b
+._ .+.2 4 .
22:1 i 251 i :2241:1_21.
Rdspuns:
3i,1 —2i.
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10. Sia determindm perechile (x; y) din plan pentru care
Vxr+3+iy/y—1]=3.

Rezolvare:

Ecuatia |y/x* + 3 +1i,/y — 1| = 3 este echivalenti cu totalitatea
JEe+3+i/y—1=3 V43 -3+i/y—1=0 0
JE+3+i/y—1=-3 Je+3+3+i/y—1=0.
Din prima ecuatie a totalitatii (1) rezultd sistemul

V¥ +3-3=0, x> =6,

<=>

Vy—1=0, y =1L
Obtinem x = +./6; y = 1, adica solutiile
(V631) si (—v/6;1).
Din ecuatia a doua a totalitétii (1) rezultd sistemul

Vxi+3+3=0,

Jy—1=0.

Prima ecuatie a acestui sistem nu are solutii, deci nici sistemul nu are
solutii.

Raspuns: (v6;1), (—/6;1).

sau
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Probleme pentru rezolvare independenta

1. Rezolvati ecuatia:

a)x’=8; b) x* =—8; c) x' =2

d) 2 = z; e)z=2"—2z+2; f)z2=1+1

g9 zZ=1+iy3; hzZ=1-i i) 2 =i
Dzt—1—-i=0; Kz —-1-i/3=0 Dzf=1-i

m) z° —i=0; n)|z|—2z=—1—8i; 0)|z|—3z=1—12i

p) 2z =|z|+2i

2. Rezolvati ecuatia:
a)(2+1i)22—(5—1i)z+2—2i=0;
b)|z|—iz=1—2i
)zt =(z)}
d)(x+yy+6+ix=5x+y)+i(y+1),undex; y € R.
e)|z|—2z=—1—8i;

f)|z]|—3z=—1—12i

3. Rezolvati ecuatia:
a) 2 —5z+4+10i = 0;
b) 22— (2i—7)z+13—i=0;
A)(z+1)y+(z—1)y =0;
d) (z+iy+(z—iy=0o.
4. Si se determine perechile (x; y) din plan pentru care:

a)|/x+y+i/x—2y|=1;
b) [y/3x —2y —i/x+3y|=5.
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Pentru fiecare valoare reald a parametrului a, a = 1, gasiti toate nume-

rele complexe z care verificd ecuatia z + alz+ 1|+1 = 0.

Pentru care valori reale ale parametrului a cel putin un numér complex
z = x + iy care satisface ecuatia |z + /2 | = a’ — 3a + 2 verificd con-

comitent si inecuatia |z + v/2 | < a°?

Pentru care valori reale ale parametrului a cel putin un numar complex
z = x + iy care satisface ecuatia |z — ai| = a + 4 verifici concomitent

si inecuatia |z — 2| < 12

Gésiti numarul complex z cu cel mai mic modul care verifica ecuatia

lz—2+2i|=1.

Rezolvati ecuatia 2’ — 2 +z—1 = 0.

Raspuns: z =1,z =i,z =—1i
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l 2.5. Sisteme de ecuatii

1. S rezolvam sistemul de ecuatii

ix—2y=—1i,
(1+i)x—(1—2i)y=3+1i
Rezolvare:

N . ix+i_ ilx+1) . A .
Din prima ecuatie y = =+ = ( ) Inlocuind in ecuatia a doua

2 2
i(x+1
a sistemului, obtinem (1 + i)x — (1 — 2i)- %

=3+i,
sau 2x(1 +1) — (1 —2i)(ix +1i) = 6 + 2i,
(2+2i)x — (1= 2i)x-i—i(1 — 2i) = 6 + 2i,

(2+2)x—=x(i+2)—i—2=6+2i

xi= 8 + 3i,
_8+3i _i(8+3i) g-3_ . .
x = - = > = =3 —8i.
1 1 -1
, , i(3—8i)+i ,
Dec1,x=3—81,,y=f=4+21.

Raspuns: (3 — 8i;4 + 2i).
2. Sa rezolvam sistemul

221_(2+i)Z2:_ia .
] ,unde z si z; sunt numere complexe.
(4_21)21 —5z,=—1—-2i
Rezolvare:
. o . (2ti)n—i
Din prima ecuatie a sistemului z; = T

Inlocuind in ecuatia a doua z, obtinem
(2 + i)Zz -1

(4 —2i)- 5 — 5z, =— 1 — 2i,
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2-)[2+1)z—i]-52=—1—2i,
52,—i(2—1i)— 5z =—1—2i.

0z, = 0, de unde z, este orice numar complex. Deci, solutiile sistemu-

2+1)z,—1
luivorfiz, = %, unde z, € C.

3. Sa rezolvam sistemul

Q1+i)zat(1-i)n=1+i,

{(1 —1)z+t(1+i)z =1+ 3,
unde z si z; sunt numere complexe.
Rezolvare:

Inmultim prima ecuatie a sistemului cu 1 + i, iar a doua ecuatie —
cu—(1—i)

1+ifa+1—-i)1+i)z=1+i)

{—(1 —ifza—(1—-i)(1+i)z=—1-1)1 + 3i),

2iz + 22, = 2i,
{21'21 — 2z, =—(4+2i).
4iz, = 2i — 4 — 2i,
_ __d

. . 1 . ..
4121——4,1zl=—l,zl=—T——17=1. z1 = 1, 1ar

.= 1+i)—1+i)z _ (1+1)1 —1) _
: 1—1i 1—i

1+i

Rdspuns: z; =i,z = 1 + 1.
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1.

2.

3.

4.

Probleme pentru rezolvare independenta

Rezolvati sistemele de ecuatii (z; i z; sunt numere complexe):

1-i)x—(1+i)y=—1+i
{(—2+2i)x—2y=—4.

Raspuns: x =i,y = 1—1
izy + (1 + i)Zz =2+ 2i,
2izi + (3 +2i)z, = 5 + 3i.

Raspuns: zy = 2,z, = 1 —i.
(1 - i)Zl - 3Z2 - i,
22— (3+3i)=3—1i.

Rdspuns: @.

2113 . Z219 =1,

Z]S ‘227 = 1,
Z12 + Zz2 =—2.

Raspuns: (i;1); (—i; — 1).
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