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Rezumat. Articolul vizeaza aspecte ale utilizarii numerelor complexe in geometrie, fizica, grafica digitala si
geometria fractalilor. Informatiile prezentate in articol cu referire la unele momente din istoria numerelor
complexe pot deveni un mijloc de motivare a elevilor pentru studierea capitolului ,, Numere complexe’.
Abordarea interdisciplinara si motivarea elevilor pentru invdtarea tuturor disciplinelor necesitd baze
metodologice ale unui Sistem integrat de mecanisme de formare a competentei de integrare a achizitiilor
matematice dobdndite cu alte cunostinte, inclusiv din fizica, chimie, biologie, informaticd, pentru rezolvarea
problemelor in situatii reale si/sau modelate.

Summary. The article covers aspects of the usage of complex numbers in geometry, physics, digital graphics
and fractal’s geometry. The information presented in the article on some aspects of the history of complex
numbers can become a way of motivating students to study the chapter “Complex numbers”. Interdisciplinary
approaches and motivating students to learn all disciplines require methodological bases for an integrated
system of skills training mechanisms to integrate mathematical acquisitions acquired with other knowledge,
including physics, chemistry, biology, cyber computer, to solve problems in real-world and/or modeled
situations.
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Introducere

Spre deosebire de alte stiinte cum ar fi biologia, fizica, chimia, legaturile matematicii cu
realitatea nu sunt atat de usor de remarcat. Conexiunile bilaterale existente intre aceasta si multe alte
stiinte 1-au determinat pe academicianul Solomon Marcus sa denumeasca matematica “O punte de
legdtura intre toate disciplinele”.

Extrapolarea achizitiilor matematice dobandite pentru a identifica si a explica procese,
fenomene din diverse domenii, utilizind concepte si metode matematice in abordarea diverselor
situatii este o competenta specifica disciplinei matematica [2]. Corelarea cunostintelor de la diferite
discipline de invatamant contribuie substantial la realizare educatiei elevilor, la formarea si
competenta de integrare a achizitiilor matematice cu cunostinte din alte domenii le prezentdm o
imagine unitard asupra fenomenelor si proceselor studiate Tn cadrul altor discipline.

Predarea — invatarea prin corelarea disciplinelor de studiu reprezinta noul in lectii, activeaza
elevii si le stimuleaza creativitatea contribuind la unitatea procesului instructiv — educativ, la
formarea unui om cu o culturd vasta. Interdisciplinaritatea se impune ca 0 exigentd a lumii

contemporane supusa schimbarilor, acumularilor cognitive in diferite domenii ale cunoasterii.
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Abordarile interdisciplinare si motivarea elevilor spre invatarea tuturor disciplinelor necesita baze
metodologice ale unui sistem integrat de mecanisme de formare a competentei de integrare a
achizitiilor matematice dobandite cu alte cunostinte, inclusiv din fizica, chimie, biologie, informatica,
pentru rezolvarea problemelor in situatii reale si/sau modelate. Prin intermediul problemelor
aplicative, dar si prin oferirea de informatii suplimentare din istoria matematicii motivez elevii sa
Tnvete si sa aplice cunostintele matematice pentru formarea competentelor ce corespund prioritatilor
educationale nationale, europene si necesitatilor generatiei in crestere;

Interdisciplinaritatea este ,,0 formd de cooperare intre discipline diferite cu privire la o
problematica, a carei complexitate nu poate fi surprinsd decat printr-0 convergenta si 0 combinare

prudenta a mai multor puncte de vedere” [3].

Legaturile interdisciplinare la modulul: “ Numere complexe”

Numarul complex este unul din conceptele fundamentale ale matematicii moderne, care isi
gaseste aplicarea in ,,stiinta purd’. Timp de secole matematicienii au avut o atitudine ambivalenta
fatd de aceste numere, aceastd atitudine este tradatd si de denumirea de ,,numere imaginare”.
Numerele complexe au fost considerate initial ca fiind “produse ale mintii umane”.

In 1545 eruditul Girolamo Cardano scria cartea de algebrd “Ars Magna” in traducere “Marea
arta”. Cardano a reunit cele mai avansate idei de algebra ale vremii sale, inclusiv noi si spectaculoase
metode de rezolvare a ecuatiilor, dar pentru scrierea solutiilor unor ecuatii el folosea v/—1. Aceste
solutii obtinute au dus la idea cd existd un nou gen de numere intr-atdt de naucitore, incat le-a
declarant “tot atat de subtile pe cét de inutile” si a parasit idea. in 1572 Bombeli a publicat cartea
intitulata “Algebra”. Scopul sdu principal a fost sa clarifice cartea lui Cardano [1, pag.78].

In capodopera sa Cardano publici metode de rezolvare a ecuatiilor de gradul 3. Un caz particular al
ecuatiilor de gradul 3 este: x3 4+ ax + b = 0 si solutiile scrise in simbolica matematicii moderne

sunt:

3 3
b bz a3 b bz a3
x= |—-2+ /—+—+ —— =+
2 4 27 2 4 27

Cardano a intalnit un obstacolul neasteptat. Multi au incercat sa explice acest obstacol dar dadeau

gres. In unele cazuri formula dadea rezultate stralucite iar 1n alte cazuri solutiile erau enigmatice. Spre

exemplu pentru ecuatia x3 — 15x — 4 = 0 obtine solutia scrisi

3 3 e e o g o . . . -
X = \/ 2++V-=121+ \/ 2 —+/—121 . Radacina patratd din numar negativ pe atunci se considera ca
nu exista. Ecuatia, insd, admite solutia x = 4 care nu rezulta din formulele lui Cardano. Bombeli in
cartea sa scria ca dacd ignori ce inseamna formula vV—121 si efectuezi calcule, aplicand regulile

algebrei (cunoscute bine pe atunci) atunci: (2 + v—1)3 = 2 + v—121 prin urmare
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V2 + V=121 = 2 + ¥=1 in mod similar Y2 — V=121 = 2 —V—1.
Formula care l-a facut confuz pe Cardano, poate fi rescrisa de Bombeli ca (2 + \/—1) +

(2 — \/—_1) = 4 , radacinile misterioase se anuleaza. Astfel, ipoteza cd radacinile patrate ale
numerelor negative au sens au dus la rezultate logice. Calculele lui Bombeli au dezvoltat idea ca
numerele imaginare inseamna ceva mai mult.

Tn anul 1702 Gottfried Wilhelm von Leibniz scria: “Spiritul divin a gasit o iesire sublima din
aceasta minune de analiza, acea prevestire a lumii ideale, acea ambivalenta de fiinta si non-fiinta, pe
care o numim raddcind imaginara a unitatii negative” aceastd afirmatie ne arata ca Leibniz nu avea
nici o indoiala cu privire la importanta numerelor imaginare, dar nu avea idee ce erau de fapt
numerele imaginare [1].

Matematicianul norvegian Caspar Wessel 1797, matematicianul francez Jean-Robert Argant
1806 si ilustrul matematician german Carl Friedrich Gauss 1811 au reprezentat numerele complexe
in sistemul de coordonate. Aceastd reprezentare geometricd a devenit un mijloc de vizualizare a
numerelor complexe, dar inca nu se stia care este rolul acestor numere. Reprezentare a numerelor
complexe in planul de coordonate a motivat matematicienii secolului al XIX-lea sa indrepte atentia
catre analiza complexd (analiza matematica in care rationamentele au fost extinse la sistemul
numerelor complexe). In a doud jumatate a secolului XX, numerele complexe faceau parte din trusa
mentald a tuturor matematicienilor si a oamenilor de stiintd [1, pag.76]. Numerele complexe facilitand
intelegerea undelor, caldurii, electricitatii si magnetismului. Analiza complexa este baza matematica
a fizicii cuantice.

Fiecare profesor de matematica predand numerele complexe, la sigur, a fost intrebat de elevii sai
“Unde se folosesc aceste numere?”, “Cine a inventat aceste numere?”” sau “Ati folosit vreodata aceste
numere?” Pentru evitarea acestor intrebari sau pentru a da un raspuns convingdtor incep cu geneza
numerelor imaginare care au generat sistemul numerelor complexe si apoi le propun sa scrie referate
sau sa realizeze proiecte STEAM la tema: ,,Aplicatii ale numerelor complexe in fizica, informatica,
biologie, grafica digital si alte domenii™.
|. Aplicatii ale numerelor complexe in algebra
¢ Una dintre cele mai frumoase ecuatii din matematica este ecuatia lui Euler. Richard Feynman
numind-o "bijuteria noastrd" si "cea mai remarcabila identitate din matematica".

Formula lui Euler sau reprezentarea exponentiald a unui numar complex spune ca orice numar

real X poate fi asociat unui numir complex de pe cercul unitate: e = cosx + isinx,

e este baza logaritmului natural, i este unitatea imaginara.

e Pentru cazul particular x = 7t avem identitatea: e + 1 = 0 care combini intr-o formula simpli

cele trei numere fundamentale i, 7T si e.
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e Rezolvarea ecuatiilor ce nu admit solutii in multimea numerelor reale.

II. Aplicatii a numerelor complexe in geometria plana

e Afixul punctului M ce Tmparte segmentul Tntr-un raport dat.

e Mijlocul unui segment.

e Afixul centrului de greutate a triunghiului cu varfurile M, (Z,), M,(Z,), M(Z).
e Ecuatia cercului de centru M; siraza r > 0este |z — z,| = 7.

e Coliniaritatea punctelor.

I11. Aplicatii ale numerelor complexe in fizica

Numerele complexe au aplicabilitate si in alte domenii, cum ar fi: mecanica, fizica teoretica.
Pentru a putea analiza cu succes circuitele de curent alternativ, trebuie sa abandonam numerele scalare
si sd ludm in consideratie cele complexe, capabile sa reprezinte atdt amplitudine cat si faza unei unde
n acelasi timp.

Numerele complexe sunt mai usor de inteles daca sunt reprezentate in planul complex de
coordonate. Dacd desenam o linie cu o anumita lungime (amplitudine) si unghi (directie), obtinem o
reprezentare grafica a unui numar complex, reprezentare cunoscuta in fizica sub numele de vector.
Doar datoritd intelegerii importantei numerelor complexe ilustrii oameni de stiintd precum
matematicianul Joseph Fourier, fizicianul Erwin Schrodinger si altii au descoperit ecuatii ce au
schimbat lumea (fig.1), (fig.2). Numerele complexe sunt baza matematica a fizicii cuantice, stiinta
care din punct de vedere experimental functioneazd minunat si cipurile de computer si laserele zilelor
noastre nu ar functiona in lipsa ei. Descoperirea structurii moleculelor mari, cum este ADN-ul,
comprimarea datelor de imagine in fotografia digitala, curatirea inregistrarilor audio vechi sau
afectate, analiza cutremurelor, stocarea eficientd a amprentelor digitale si functionarea scanerelor
medicale sunt posibile astdzi datorita transformarilor Fourier [1]. Aceste aplicatii functioneaza doar

datorita faptului ca au fost descoperite numerele complexe.
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Fig. 1. Ecuatia Schrodinger [1, pag.217] Fig. 2. Transformarea Fourier [1, pag.140]
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IV. Aplicatiile numerelor complexe in grafica digitala artistica

Pentru functii complexe f:D — C,f(z) = u(x,y) + iv(x,y) vizualizarea comportarii se
complica — fiind data de patru dimensiuni:(x, y,u,v) € R,. O solutie (aparuta dupa 1990 si utilizata
curent in ,,grafica digitala”) implica spatiul culorilor [5,8].

Spre exemplu harta polinomului: F(Z) = Z* — 14Z% + 1 (Fig.3).

maj

Fig. 3. Harta polinomului F(2) = Z* —14Z% + 1

V. Generarea fractalilor prin numere complexe

Un fractal este o figurd geometrica fragmentata sau franta care poate fi divizata in parti, astfel
Tncét fiecare dintre acestea sa fie (cel putin aproximativ) o copie miniaturald a intregului. Termenul a
fost introdus de Benoit Mandelbrot in 1975 si este derivat din latinescul fractus, insemnand ,,spart”
sau ,,fracturat”. Fractalul, ca obiect geometric, are in general urmatoarele caracteristici: are o structura
fina la scari arbitrar de mici; este prea neregulat pentru a fi descris Tn limbaj geometric euclidian
traditional [10]. Fractalii sunt descrisi perfect in multimea functiilor complexe. Fractalul Mandelbrot

(Fig.4)  constituie  originea  geometriei  fractale si  este descris de formula:

Z = Z}recedent + €, Z — numiar complex.

Fig. 4. Fractalul Mandelbrot [10]
Elevii pot crea peisaje deosebite si imagini atrdgatoare cu ajutorul fractalilor. Pe internet sunt 0
multime de programe generatoare de fractali [13]. Astfel, oricine poate genera fractali, selectand

culori, modificand functia care genereaza fractalul si alti parametri. Exemple de fractali realizati cu

ajutorul programelor sunt prezentate in Fig. 5.
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Fig. 5. Fractalii lui Dimitrii Abramov in grafica digitala [10]
VI. Exemplu de aplicatii ale numerelor complexe (Geometriei Fractale) in biologie si

medicina

Evaluarea structurilor biologice — aplicatii in diagnoza precoce a cancerului. Studii asupra

unui posibil cdmp morfogenetic (Fig. 6).
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Fig. 6. Camp morfogenetic
Concluzii: Nimeni nu stie cu sigurantd cum rasar spiralele si ramurile din seriile Mandelbrot

din simple ecuatii neliniare si nici de ce urmaresc ele atat de aproape modelele arhetipale ale naturii.
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Aceste teme sunt in prim-planul cercetarii matematice si stiingifice actuale, aceste cercetari nu ar fi
putut fi realizate fara intelegerea conceptului de numar complex si fard aplicarea lor geniald in
practica.
Abordarea interdisciplinara sporeste motivarea elevilor de a invata. Descoperind spectrul larg
de aplicatii ale numerelor complexe elevii devin curiosi si convingi cd matematica trebuie studiata.
Profesorul este cel care, intr-o anumita disciplind, stie in fiecare zi mai mult decat ieri,
invatandu-l pe altul ce stie el azi, il pregateste pentru ce va afla el mdine si care poate sa
fundeze ceea ce stie intr-o anumita disciplina pe ceea ce stie din celelalte discipline pe care

aceasta se fundeaza. (GRIGORE MOISIL)
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