CZU:371.214.114:51+371.39
UNELE APLICATII ALE TEOREMEI LUI VIETE

Iraida BRADULEAC, doctor in pedagogie, grad didactic superior

profesoara de matematica, Colegiul Politehnic din mun. Balti

Rezumat: Lucrarea conyine repere teoretice si un sistem de probleme si exercirii diferite pentru elucidarea
aplicariilor relagiilor lui Viete. Pentru insusirea constienta si profundda a unei teme este necesar ca setul de
probleme propuse sd contina itemi de dificultate crescdnda, fiind intercalate cu probleme care abordeaza
aplicarea unei teme Tn situayii nestandard.
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Tn prezent, cand se simte acut instabilitatea manualelor si dificultitile legate de introducerea
noului curriculum, este actual pentru profesor sa-si pregateasca seturi de probleme si exercitii la
diferite teme de studiu.

Propun un asemenea set de probleme la rezolvarea carora se aplicd teorema lui Victe sau
reciproca ei.

Sa demonstram teorema lui Viéte pentru orice ecuatie algebrica de gradul n.

Fien = 1. Atunciax + b = 0 si dacd x; este solutia ecuatiei obtinemax; + b =0si x; = — Z
Fie n = 2. Atunci ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) (1) si daci x, este solutie a ecuatiei, atunci ax? +
bx; + ¢ = 0(2) . Scazand (2) din (1) obtinem:

a(x> — x3) + b(x-x) = 0 (x-x)(ax+ax; + b) =0.
Cum x, este solutie a ecuatiei x - x; = 0, a doua solutie, x,, a ecuatiei patratice satisface ecuatia

ax, + ax; + b = 0.Rezultd x; + x, =—Z.

[Ke)

Daci x2 + §x1 + 2 = 0sau x? — (x; + xp)x; + 2, atunci x;x; = —.

Am dedus formulele lui Viéte pentru ecuatia de gradul Il fara a folosi formulele solutiilor
ecuatiei de gradul II.

Fien = 3. Atunci ax® +bx?+ cx + d = 0(a # 0)(1). Daci x; este solutie a
ecuatie, atunci ax3 + bx? + cx; + d = 0(2). Scizand (2) din (1) obtinem:
a(x> —xN+b(x?—x)+cx—x) =0
o (x—x)[ax®+xx; +x3) +b(x+x,) +c] =0.

Cum x, este solutie a ecuatiei x —x; = 0, celelalte solutii ale ecuatiei initiale sunt solutii ale
ecuatiei a(x? + xx; + x7) + b(x + x,) + ¢ = 0.

Deci pentru x; si x3 sunt adevarate formulele lui Viéte deduse pentru ecuatia de gradul II:

ax,+b b ax?+bxi+c 2 b c
Xy + X3 = — ==X ——, XoXo =—————=x*4+—-x1 + -
2 3 a 1 a’ 223 a 1 a 1 a’
- b
atunci: x; +x, +x3 = —~ (1)
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si:
) c c c
Xox3 = x§ — (%1 + x5 + x3)x; + o= —(x1x5 + x1x3) + 2 = XXy + X1X3 + XpX3 = 2 (2)
T - A~ 3 b 2 c d - .
Substituind (1) si (2) in x7 + X t-x +-=0 obtinem:
d d

x3 — (xy + x5 + x3)x% + (x1%5 + x,%5 + x1x3)x + =0 sauxxx; =—=, (3)

Consideram teorema lui Victe este adevarata pentru orice ecuatie de gradul k, adica daca

X1, X2, X3, ..., X}, sunt radacinile ecuatiei:

box* + byx*1 + byx*"2 + - + by_;x + b, = 0, atunci

b,

X1+ X, +x3++x, =——

bo

b,
{ X1X2 + X1X3 + + Xp—1Xk = b_
0

\ X1X2X3 cen vee e Xjg = (—1)k .b_o.

Fie ecuatia agx®*! + a;x* + a,x* 1 + -+ apx + a4, =0, (4),
are radacinile x4, X5, X3, .., Xp, Xie41-
Atunci agxf il + axf +axfl + o+ apxpsr +age1 =0, (5).
Scazand (5) din (4) obtinem
ao(x* T — i) + ag (2 = xi0) + ap (KT = xEEL) + + age(x + xpeq) = 0
= (x = X)) [@ox® + (a1 + AgXper )X + (ay + Ay Xpqq + QX)X T2+ -
+ (A + Qpo1Xierr F Qoo Xir + o+ QoXier + aoxi{l)x
+ (@1 + QeXperr + -+ aoxi i) = 0.
Deoarece polinomul din paranteza patratd are gradul k, ecuatia P, (x) = 0 are k solutii
X1, X, X3, eeey X -
X1 +X, X3+ -+ X = —Z—;—xkﬂ

Din ipoteza X1Xz + X1 X3 + oo+ X X = ° + xk+1 + Xig41

_ K Ag+1 k+1
X1X2X3 0 X = (—1) : (a_o + —xk+1 +- + xk+1 + xk+1)

rezulta:

( a,
x1+xZ+X3+ +Xk+xk+1=__
ap

a,

< x1x2 + x1x3 + b + xk+1xk -

0

a

— k+1 , “k+1
X1X2Xg e X Xppq = (1) —— .

\ Qg
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Prin urmare, daci ecuatie apx™ + a;x™ ! + a,x"? + -+ a,_1x + a,, = 0 are n solutii,

atunci sunt adevarate relatiile lui Viéte:

( 41
Xy + Xy + X3+ Xy = ——
Qo
az
X1Xy + X9X3 + -+ X1 Xy = —
Qo
asz
X X1X2X3 t o+ Xp_pXpn_1Xn = ——
Qo

- n—1
X1X3X3 e Xppoq + oo F XpX3 Xy = (=1 1a—
0

a’Tl
X1X7 Xz o Xy (1) - — .
. 14243 n( ) aO

xX1+x

Relatii utile: 1) xi + xi = 2:2)x% + x5 = (g + %)% — 2x1%5;
1 2

X1X2

2 2 2_2
3) % + i—z = x;-l;cxz — (X1+x;)x X1X2 : 4) xf + X% = (xl + Xz)[(X1 + xZ)Z _ 3X1X2].
2 1 142 1X2

EXERCITIUL 1. Solutiile ecuatiei x2 — bx — b = 0 satisfac egalitatea

x3 + x5+ x3x3 = 75. Aflati b.

x1+x2=b

Rezolvare. Conform teoremei lui Viéte { atunci x3 + x5 + x3x3 = (o +x3)3 —

x1x2 = _b,
3x1%, (%, + %) + x3x3 =b>+3b-b+ (—b)3 =3b?>=3b2 =75 b? =25 |b| = 5.
EXERCITIUL 2. Fie x4, x, solutiile ecuatiei 3x? + 14x — 14 = 0.

3x2+5x1x,+3%3

Comparati cu unitatea =2
’ 4x1X5+4X1X5

= .. s\ iaa 3XZ45x1x,43x7  3(xq+x3)%—x1x5 3,(_2)2_2 133
Rezolvare. Aplicand relatiile lui Viéte — 2 = = 3.3 — ——

4x,x2+4x%x, 4x1x5(X1+%2) (12 T 144
F+4x] a(-3

EXERCUTIUL 3. Pentru ce valori ale parametrului a solutiile x; si x, ale ecuatiei x? + 3x +

a = 0 satisfac inegalitatea % +2440>07
2

X1

» o

Rezolvare. Daca ecuatie data are solutii, atunciA=9—-4a >0 a <

X1+x3)2—2x1x,4+ax x 9-2a+a?
_ (x1+x3 1X2 1X2

=— ,a?—2a+9>0, pentru orice aeR atunci

2+l +a e
a e(0, z] )

EXERCITIUL 4. Calculati fara a utiliza 1g2 si 1g5 stiind calg2 -1g5 = 0,2104.
Rezolvare. Deoarece lg10 =1lg2 +1g5 =1 si lg2-1g5 = 0,2104, rezulta, conform reciprocei
teoremei lui Viete, 1g2 si 1g5 sunt solutiile ecuatiei x? — x + 0,2104 = 0. Rezolvand ecuatia,
obtinem x; = 0,6995, x, = 0,3010. Atunci lg2 = 0,3010, g5 = 0,6995 .

EXERCITIUL 5. Tangentele a doua unghiuri ale unui triunghi sunt solutiile ecuatiei

6x% + 5x + 1 = 0. Aflati masura unghiului al treilea.
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|,

tga+tgf & _ _ ° .
Ttgataf 1_% =1 = a+ f = 45°deci

Rezolvare. Utilizand formula tg(a + B) =
y = 180° — 45° = 135°.

EXERCITIUL 6. Suma primilor 10 termeni ai unei progresii aritmetice este egala cu 140, iar
produsul lui a, si aq este 147. Aflati progresia.
Rezolvare. Conform conditiilor problemei obtinem sistemul de ecuatii:

{(al + alo) : 10 = 280
azag = 14‘7

Din a; + a,o = a, + aq rezulta {aézzgai j 4278
Conform reciprocei teoremei lui Viete compunem ecuatia x? — 28x + 147 = 0 care are radicinele
x; =21 si x, = 7. Daca a, = 21 si ag = 7 obtinem progresia: 23,21,19... Dacd a, = 7,a9 = 21
obtinem progresia: 5, 7, ...

EXERCITIUL 7. Lungimile catetelor triunghiului dreptunghic sunt solutiile ecuatiei x? —
3x + 1 = 0. Fara arezolva ecuatia aflati raza (r) a cercului inscris Tn acest triunghi.

Rezolvare. Fie S aria triunghiului dat, iar P este perimetrul lui. Conform conditiilor problemei

2S =x1 X, SIP =x; + %, +/x2 + x2 =3+ /(%1 + )2 — 2x,%, = 3+ V7.

Utilizand formula 25 = pr obtinem r = 2 = X1%2 — 37

P 37 2
EXERCITIUL 8. Rezolvati sistemul de ecuatii: { Jx+Y — 4.
2X+2Y =5

Rezolvare. Sistemul dat poate fi scris astfel { Atunci, conform reciprocei teoremei lui

2% . 2Y =4,
Viete 2% si 2% sunt solutiile ecuatiei u? — 5u + 4 = 0,u; = 1,u, = 4.
Rezulta:

{2x=1 {x=0

2V =4 y=2 _
2V =1 y=0

x(x+1)(3x + 5y) = 144
x% + 4x + 5y = 24,
(x? + x)(3x + 5y) = 144
x% + 4x + 5y = 24,
uv = 144
u+v =24,

x2+x=12 {x2+x—12=0

EXERCITIUL 9. Rezolvati sistemul de ecua;ii:{

Rezolvare. Sistemul dat mai poate fi scris astfel: {

Fie x> + x =u si 3x + 5y = v. Atunci { u si v sunt solutiile ecuatiei z? — 24z +

144 = 0. Deoarece z; = z, = 12, rezulta {Sx +5y =12 S _ 12;3x.

S={(3;0,6),(—4;4,8)} .
EXERCITIUL 10. Rezolvati ecuatiile:
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a) 1993x2 — 2000x + 7 = 0; b) 1993x% + 2000x + 7 = 0.

Rezolvare. a) Deoarece 1993 — 2000 + 7 = 0, rezulta x; = 1 si, conform teoremei lui Viéte,

XyXy = —— x, = —
172 ™ 1993’ 72 7 1993’

b) Deoarece 1993 + 7 = 2000,x; = —1, x, = _ﬁ'

EXERCITIUL 11. Ecuatia x* 4+ px + g = 0 are solutiile pozitive diferite x; si x,. Sa se
exprime in functie de p si q valoarea expresiei E = 3/x; + i/x;.

Rezolvare. O ecuatie de gradul II are doua solutii diferite dacid A = p? — 4q > 0. Aplicand teorema

lui Viéte obtinem {x; +x, = —p>0=1] q < p::>
xX1x, =q>0

E* = (%"’ %)4 =X+ 44,/9‘%9‘2 + 64/x1x; + 44’9519‘% +x; = (0 +x2) +
45220, (\[x1 + Jx3) + 6331255 %1 + 2313, + x, = —p + 2\/q; (\/x_1+\/x_2)2
=2/q—p i+ = [2Jq+p. E*=—p+4%q- [2\/q—p+6q.

p?—4q >0 {p<02 { p <0

p2

4
E=\/—p+4i/5- 2\/q—p+6yq.

Cum aplicam reciproca teoremei lui Victe la aflarea solutiilor rationale ale ecuatiei de gradul
11 ? Fie ecuatia ax? + bx + ¢ = 0. Inmultim ecuatia cu a si obtinem (ax)? + b(ax) + ac = 0.
Fie ax = u. Atunci u; + u, = a(x; + x,), iar u;u, = ac. Evident, pentru a rezolva ecuatia (ax)? +
b(ax) + ac = 0 rezolvam ecuatia u? + bu + ax = 0 si solutiile ei le impart la a.

Pentru aplicarea in practicd a acestui procedeu: Tnmultim termenul liber cu primul coeficient,
aflam solutiile ecuatiei obtinute si le impartim la a.

EXERCITIUL 12. Rezolvati ecuatiile: a) 6x% + x — 15 = 0; b) 12x2? + 13x + 3 = 0;

¢)3x%2—11x + 6 = 0.
Rezolvare. a) Scriem ecuatia auxiliard u? + u — 90 = 0 care are solutiile u; = 10 si u, = 9. Atunci
X, = — g; X, = % b) ecuatia auxiliari este u? + 13u + 36 = 0 si u; = —4 siu, = —9.

Atunci x; — %; X, = —Z. ¢) Ecuatia auxiliard este u? — 11u + 18 = 0siu; = 2siu, = 9.

. 2
Atunci x; = S X2 = 3.

Acest procedeu da posibilitatea de a realiza problema inversa. Fiind data o ecuatie de gradul

I1, alcatuiti 0 ecuatie cu solutiile de k ori mai mari sau mai mici decat solutiile ecuatiei date.
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EXERCITIUL 13. Sa se scrie ecuatia de gradul II ale carei solutii sunt: a) de 5 ori mai mici
decét solutiile ecuatiei x> — 7x + 10 = 0; b) de 2 ori mai mari decéat solutiile ecuatiei x? — 7x +
10 = 0; ¢) de 2 ori mai mari decét solutiile ecuatiei 3x* — 7x + 1 = 0.
Rezolvare. a) Ecuatia dati o scriem astfel: x2 — 7x + 2+ 5 = 0, apoi 5x2 — 7x + 1 = 0.
b) X = 7x +-20 =0, Sx?—7x+20 =0, x? — 14x + 40 = 0.
¢)3x2 = 7x+2-2=0, 2x*—7x+2=0, 3x> — 14x + 4 =0.

EXERCITIUL 14. Ecuatia x3 + px + g = 0 are solutiile x;, x,, x5. Si se calculeze x5 +
X3+ x5 xt +xF +xk; 0 + x5+ xS

X1 +x, +x3=0

Rezolvare. Conform teoremei lui Viéte {x;x, + x1003 + x,%3 = p  iar x5 + x5 + x5 — 3x,x,x5 =
X1X2X3 = —(q,

(e + 23 + x3) (X2 + x2 + x2 — x1x, — x1X3 — Xpx3). Atunci x5 +x3 +x3 +3q =0 sau x3 +
x3 + x5 = —3q. Deoarece x; + x, + x3 = 0, rezulti ¢ x? + xZ + x3 + 2x,x, + 2%, X3 + 2x,X3 =
0, iar x? + x% + x5 = 2p. Atunci x7 + x5 + x5 + 2(xfx% + x{x5 + x3x3) = —4p?.
Deoarece x;x, + x1Xx3 + x,Xx3 = p, rezultd
x2x% + xixZ + x2x2 + 2x,%,x3(x1 + x5 + x3) = p? © xixi + xEx2 + x2x2
=p? — 2x1%,%3(x1 + x5 + x3) > x2x2 + x2x3 + x5x5 = p2.

Rezultd x{ + x5 + x5 = 4p? — 2p? = 2p2.

Pentru insusirea constienta si profunda a unei teme este necesar ca setul de probleme propuse
sd contind itemi de dificultate crescanda, fiind intercalate cu probleme care abordeaza aplicarea unei

teme Tn situatii nestandard.
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