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Rezumat. /n aceastd lucrare se aratd cum se aplicd congruentele liniare la rezolvarea unor probleme, care
se reduc la determinarea solutiilor intregi ale unei ecuatii liniare cu doud necunoscute.

Summary. In this paper the application of linear congruences in solving problems that can be reduced to
finding the integer solutions of a linear equation in two unknowns is shown.
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Un rol important in cursul de teorie a numerelor 1l joaca congruentele liniare cu o singura
necunoscutd. Pentru congruentele liniare cunoastem mai multe metode de rezolvare: metoda probelor,
metoda transformarii coeficientilor, metoda lui Euler, metoda fractiilor continui [2, 5] etc.

Aratam in continuare ca aflarea solutiilor intregi ale unei ecuatii nedeterminate de gradul intai
cu doud necunoscute cu coeficienti intregi este strans legatd de aflarea solutiilor unei congruente
liniare.

Fie data ecuatia liniara de gradul intai: ax + by = ¢ (1),a,b,c € Z. Vom considera cazul
cand a # 0,b # 0, fiindca daca a = 0 sau b = 0, atunci ecuatia (1) iaforma by = c sau ax = c.

Suplimentar consideram ca a, b ¢ {11}, fiindca in caz contrar usor se exprima x prin y sau
y prin x si aflarea solutiilor Tntregi ale ecuatiei (1) este triviala.

Admitem ca ecuatia (1) este compatibila, iar (xy,y,) - 0 solutie particulara a ei. Atunci
axy, + by, =c , prin urmare ax,—c = —by, , deci (ax,—c):ib. Considerand b > 1,
divizibilitatea precedenta implicd congruenta ax, = c(imod b). Astfel x, este o solutie particulara a
congruentei liniare ax = c(mod b) (2).

Mentiondm cd daca a, b € {£1}, ecuatia (1) poate fi adusa la o forma echivalenta cu ea in care
b > 1, deci exista congruenta (2).

Evident ca si invers, daca admitem ca x, este 0 solutie particulara a congruentei (2), atunci
ax, = c(mod b), prin urmare (ax, —c) : b. Astfel 3x, € Z, Incat ax, — c = —by,, deci ax, +
by, = c, rezultd ca (x,,y,) este 0 solutie particulara a ecuatiei (1).

Astfel am aratat ca (x,, y,) este 0 solutie intreaga a ecuatiei ax + by = c,a, b, c € Z daca si

numai daca x,, este solutie particulara a congruentei liniare ax = c(mod b).
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Tn general pentru ecuatia (1) se cunoaste ci aceasta admite solutii intregi, daca si numai daca
¢ i (a, b). In caz contrar ecuatia (1) este incompatibila in multimea numerelor intregi [1, 3].

Orice ecuatie de forma (1) compatibila in multimea Z se reduce la o ecuatie echivalentad de
forma a;x + by = ¢; (3),a4,by,¢1 € Z, (ay,by) = 1.

Iar daca (x,, y,) este o solutie particulara a ecuatiei (3), atunci solutia generala a acesteia in
Z are forma (xy + byt,yo — a t), t € Z [2,4].

In continuare vom arita cum se aplica congruentele liniare la rezolvarea unor probleme, care
se reduc la aflarea solutiilor intregi ale ecuatiei nedeterminate de forma ax + by = c.

Problema 1. O echipa de muncitori trebuie sa construiascd un gazoduct de 500 metri
lungime, avand la dispozitie tevi de doua lungimi de 6 si 11 metri. Tevile nu trebuie taiate.

1. Aflati toate solutiile problemei.
2. Céte tevi de fiecare lungime sunt necesare pentru gazoduct, incat numarul de sudari al tevilor
sa fie minimal.

Solurie: Notam prin x si y numarul de tavi de 6 m. si 11 m. corespunzator. Obtinem ecuatia
liniara cu doud necunoscute 6x + 11y = 500. Cum (6,11) = 1, rezulta ca ecuatia data are solutii
intregi. Aflam solutiile ecuatiei, rezolvand congruenta liniara corespunzatoare dupa modulul 11.
6x = 500(mod 11), obtinem 3x = 250(mod 11) < 3x = 8(mod 11) &
3x = —-3(mod 11) ©® x = —1(mod 11) & x = 10(mod 11).

Fie x, = 10, atunci obtinem 6 - 10 + 11y, = 500, astfel y, = 40. Deci, solutia generala a ecuatiei

este: x = 10 + 11¢t,y = 40 — 6¢,t € Z. Tindnd cont de faptul ca x si y sunt numere naturale, aflam

10 + 11t > 0 t=-7

valorile variabilei t pentru care x si y € N. Obtinem sistemul =
P 1Y ’ 40— 6t >0 r <20
3

t €{0,1,2,3,4,5,6}.

Completam tabelul:
t 0 |1 |2 |3 |4 |5 |6
X 10 | 21|32 |43 |54 65|76
y 40 | 34|28|22 |16|10 |4
X+y |50 55|60 |65 |70 75|80

Astfel toate solutiile problemei sunt:

(x,y) € {(10,40), (21,34), (32,28), (43,22), (54,16), (65,10), (76,4)}. lar solutia optimd pentru
care numarul de sudari ¢ minimal si anume 50 este x = 10 siy = 40. Adica pentru construirea
gazoductului, incat numarul de sudari sa fie minimal, sunt necesare 10 tevi de 6 metri si 40 tevi de

11 metri.
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Tn continuare vom arita cum pot fi aplicate congruentele liniare la rezolvarea unor probleme
din geometria analitica.

Problema 2. Pe dreapta 21x — 37y = 58 aflati numarul de puncte cu coordonate intregi
cuprinse ntre punctele cu ordonatele b; = —40, b, = 30. Determinati aceste puncte.

Solurie: Pentru a afla solutiile intregi ale ecuatiei 21x — 37y = 58 rezolvam congruenta
—37y = 58(mod 21) & —37y = 37(mod 21) & y = —1(mod 21).

Deci, y = —1 + 21¢t,t € Z. Substituind Tn ecuatia liniara si exprimand, obtinem x =1 —
37t,t € Z.

Deoarece conform conditiei problemei se cere sda determinam punctele cu coordonate intregi

de pe dreapta cuprinse intre punctele cu ordonatele b; = —40, b, = 30, alcatuim inecuatia
—40<-1+21t<30 & —41<21t <29 & —% <t< % Deci, t € {—1,0,1}. Prin urmare

exista trei puncte cu coordonate intregi pe dreapta 21x — 37y = 58 cu ordonatele cuprinse intre
numerele —40 si 30.

Pentru a determina aceste puncte, inlocuim valorile lui t € {—1, 0, 1} consecutiv in egalitatile
x =1-—37t,y = —1 + 21t si obtinem punctele: (38,—-22), (1,—1), (—36, 20).

Raspuns: coordonatele celor trei puncte sunt: (38, —22), (1, —1), (—36, 20).

Problema 3. Determinati toate punctele cu coordonate intregi din planul xOy prin care trec
laturile triunghiului cu varfurile: A(1,2), B(6,7), C(14,4).

Solurie: Folosind ecuatia dreptei ce trece prin doud puncte, determinam corespunzator
ecuatiile dreptelor AB, AC, BC.
x—1

“1_y-2 _
6_1_7_2<z>y—x+1.

1) AB:
Cum abscisa punctelor cu coordonate intregi de pe latura AB este cuprinsa intre numerele 1 si

6, obtinem multimea punctelor cu coordonate intregi de pe aceasta latura a triunghiului

{(1,2),(2,3),(3,4),(5,6), (6,7)}.
2) AC: X2

= o 2x— 13y = —24.
Aflam multimea solutiilor intregi ale acestei ecuatii cu ajutorul congruentelor liniare.
2x = —24(mod 13) & x = —12(mod 13) & x = 1(mod 13).
Astfel obtinem x = 1+ 13t,t € Z, respectivy = 2 + 2t,t € Z.
Cum abscisele punctelor cu coordonate intregi de pe latura AC sunt cuprinse intre 1 si 14.
rezulta ca acestea se obtin din solutia generala a ecuatiei pentru t € {0; 1}. Astfel unicele puncte cu

coordonate intregi de pe latura AC a triunghiului dat sunt (1,2), (14,4), adica varfurile A si C.

x-6 _ y-7
14—6  4-7

3) BC: & 3x + 8y = 74.
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Rezolvam si Tn acest caz congruenta liniara corespunzatoare pentru aflarea multimii solutiilor
intregi. 3x = 74(mod 8) & 3x = 2(mod 8) & x = 6(mod 8).

Astfel obtinemx =6+ 8t,t€Z,y =7 —3t,t € Z.

Cum abscisele punctelor cu coordonate intregi de pe latura BC sunt cuprinse intre 6 si 14,
rezultd cd acestea se obtin din solutia generala a ecuatiei pentru t € {0; 1}.

Si in cazul dat obtinem ca unicele puncte cu coordonate intregi de pe latura BC a triunghiului
sunt doar varfurile B(6,7) si C(14,4).

Deci, obtinem ca laturile triunghiului trec prin 6 puncte cu coordonate intregi.
Raspuns: {(1,2), (2,3), (3,4), (5,6),(6,7), (14,4)}.

Tn Incheiere, mentionam ci in problemele alcatuite si rezolvate de catre autori in aceastd
lucrare au fost abordate unecle aspecte ale interdisciplinaritatii teoriei numerelor, a teoriei
congruentelor si a geometriei analitice, care pot fi utile elevilor de liceu, studentilor si profesorilor

de matematica.
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