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Rezumat. Ecuatiile cuadratice au aparut in antichitate profunda din nevoi practice, in special, calcule concrete
legate de cultivarea paméantului.
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THE GENETIC-HISTORICAL METHOD
OF STUDYING QUADRATIC EQUATIONS

Abstract. Quadratic equations appeared in deep antiquity from practical needs, in particular, concrete
calculations related to the cultivation of the earth.
Keywords: algebra, quadratic equations, solutions, rhetoric, symbolism, ancient methods of problem solving.

Inca in antichitate unele probleme legate de necesititi practice, de necesitatile
agriculturii, arhitecturii si astronomiei, duceau la rezolvarea ecuatiilor de gradul doi. Chinejii,
grecii si hindusii antici cunosteau diferite metode de rezolvare a ecuatiilor de gradul doi.
Ecuatiile de gradul doi au aparut odata cu prelucrarea pamanturilor, cu aparitia agriculturii.

Cu 4000 de ani in urma savantii babilonieni stiau sd rezolve ecuatii patrate. lata un
exemplu de expunere in stil babilonian a conditiilor si rezolvarii unei probleme: ,,Eu am scazut
din arie o latura a patratului meu si s-a obtinut 870. Tu iei aceasta unu. Tu o imparti in

jumatati a doua. Tu inmultesti o jumatate la o jumatate, asta e o patrime. Tu aduni aceasta

. v, . v 1 . . .
cu 870. Aceasta este 870 si o patrime, care este patratul pentru 295. Tu aduni o doime din

)

~ . 1 .. v .,
cele inmultite cu 295. Obtii 30, latura patratului.

Daca aplicati limbajul algebric actual, notdnd latura patratului prin x, va puteti convinge,
ca problema antica se poate reduce la ecuatia: x*> —x — 870 = 0. Matematicianul babilonian
nu alcatuia ecuatia deoarece algebra era inca retorica (adica verbala — formule nu existau),

dar, rezolva problema dupa regula:

2
X = ’G) + 870 +§ = 29% + % = 30. Desigur a fost selectatd doar solutia pozitiva.

Matematicianul babilonian a descris mersul solutionarii dar nu a motivat nici un pas. De
obicei inteleptii antici nu lamureau nici odata nimic, indicand doar ca astfel si numai astfel
trebuie de procedat.

Se stie cd In Grecia anticad se cultiva asa zisd ,,4lgebra Geometrica”. Eudox (sec. V

i.e.n.), Euclid, Arhimede (sec. III ie.n.) s.a. foloseau metode geometrice, constructii,
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efectuate cu rigla si compasul, pentru rezolvarea problemelor, pe care noi le rezolvdm prin
alcatuirea ecuatiilor de gradul I sau II.

Abia Diofante savant grec (sec. II1) a folosit metode algebrice propriu zise. ,,Aritmetica”
lui Diofante nu contine, desigur, vre-o expunere sistemica a teoriei ecuatiilor in sens modern,
dar in schimb cuprinde un sir de probleme, aranjate in mod sistematic si insotite de ldmuriri.

Din cele 13 ,,carti” (adica parti) ale ,,4ritmeticii” la noi au ajuns numai 6. Prima din ele
contine probleme, ce se rezolvd prin alcdtuirea ecuatiilor de gradul intai si doi, pe cand
celelalte sunt dedicate ecuatiilor nedeterminate.

Iata un exemplu de problema de gradul II, unde se aplicd metoda de rezolvare a lui
Diofante: Problema 19. ,,Sa se afle doua numere, suma carora este 20,iar produsul 96”.

Diofante judeca astfel: ,,Din conditiile problemei rezulta, ca cele doua numere cautate
nu sunt egale (altfel produsul lor ar fi 100 si nu 96), deci, unul va fi mai mare decdt jumatatea
lui 20, adica 10 + x, iar celalalt 10 - x, diferenta lor 2x. Alcatuim ecuatia: (10 - x)(10 + x) =
96 si o rezolvam.”

Despre regulile de rezolvare a ecuatiilor patrate complete, folosite de Diofante, nu se
stie aproape nimic.

Al-Horezmi (sec. 1X), asa numitul tatd al algebrei, a fost primul care a sistematizat
diferite procedee de rezolvare a ecuatiilor patrate. Ca multi alti matematicieni medievali el nu
recunostea radacinile negative ale ecuatiilor.

Al-Horezmi (sec. IX) a fost primul matematician medieval, care a expus sistematic
metoda de rezolvare a ecuatiilor de gradul doi. Cartea lui ,,Kitab al-djebr va-lI-mukabala”
constd din doud parti. in prima parte se expun regulile de adunare, scidere si inmultire a
expresiilor algebrice, iar in a doua se vorbeste despre rezolvarea ecuatiilor. Al-Horezmi
distinge urmatoarele sase tipuri de ecuatii liniare si patrate, in care toti termenii sunt pozitivi:
ax - c¢; ax’ =bx; ax’ =c; ax’ + bx = ¢; ax* + ¢= bx,; ax’ = bx + c.

Minunatul sau tratat la algebra al-Horezmi I-a scris pe la anul 830 si I-a propus in calitate
de recomandare metodica la algebra pentru tineret. E necesar de mentionat, ca termenul
»algebra”, ca termen recunoscut pe plan mondial a provenit de la cuvantul ,,al-djabr”, adica
de la denumirea tratatului matematic ,,Kitab al-djabr va-l mukabala” (Cartea despre trecerea
dintr-o parte in alta a semnului egalitatii a termenilor unei ecuatii si reducerea termenilor
asemeneaq).

E cunoscut faptul ca al-Horezmi cunostea doud metode de rezolvare a ecuatiilor patrate:
algebric, prin evidentierea patratului perfect (metoda hindusd) si geometric, prin desen
(metoda greacd — matematica elend era geometrizata, adica ilustrata grafic).

Al-Horezmi descrie aceste sase forme ale ecuatiilor in felul urméator (columna a doua
descrie textul asa cum era scris in forma retorica in cartea de algebra a lui al-Horezmi,

columna a treia — sunt indicate ecuatiile scrise in simbolica moderna):

‘ 1. ‘ Patratul este egal cu solutiile ‘ x?=38x ‘
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2. Patratul este egal cu numarul/dihrema x?2=16

3. Solutiile sunt egale cu numarul/dihrema Ix=12

4. Patratul si solutiile egale cu numarul/dihrema x2+7x =228
5. Patratul si numarul/dihrema egale cu solutiile x?2+21=10x
6. Solutiile si numarul/dihrema sunt egale cu patratul 12x + 220 = x?

Uneori autorul scrie cuvantul ,,numarul”, alteori scrie ,,dihrema” (moneda de argint de
cea mai mica valoare nominala, care putea servi drept unitate la numarare contabila, de
exemplu). Actualmente algebra cuprinde toate aceste forme de ecuatii reduse sub forma
generalizata a ecuatiei patrate complete: ax? + bx + ¢ = 0, deoarece prin a, b, cER pot fi
substituite si subintelese orice numere reale inclusiv si valoarea numerici zero. in Europa
aceasta cercetare a ecuatiilor dupa al-Horezmi a aparut doar catre finele secolului XVI.

Rezolvare: In limbajul matematicii arabe al acelor timpuri (algebra era retorica si totul
era dat prin cuvinte, inclusiv numerele) ecuatia se citea ,,patratele si 10 solutii, egale cu 39
dirheme (sau numere)” (dirhema — era o moneda de argint).

Al-Horezmi scria ,,Ceea ce se refera la patratele si solutiile egale cu un numar, atunci

spre exemplu, tu spui: patratul si 10 solutii sunt egale cu 39 dirheme, atunci aceasta

inseamnda, ca daca adaogi la un oarecare patrat, aceea, ce este egal cu 10 solutii, se va capata
39. Regula este urmatoarea: indoieste (numarul) solutiile, se va capata in aceasta problema
5, inmulteste aceasta la egalul lui, va fi 25. Aduna aceasta la 39, va fi 64. Extrage din aceasta
raddcina, va fi 8, si scade din aceasta jumatatea de solutii (numarul), adica 5, va fi 3: aceasta
si va fi solutia patratului cautat, iar patratul este 9. In acelasi mod (se procedeazd) si dacd
sunt indicate doud patrate, trei sau mai putin sau mai mult — tu le aduci la un patrat, iar
solutiile §i numarul, [cele date] cu el, reduci la acelasi lucru, ca si patratul”.

Totul aceasta corespunde acelui procedeu, pe care la momentul actual il scrie orice elev
din clasele superioare ale ciclului preuniversitar: (/n acest caz, urmand cele spuse de al-
Horezmi, noi inainte de raddacina patrata am luat doar un semn).

Tot el (al-Horezmi) da o motivare geometricd a problemei date, adicd a solutionarii
ecuatiei x? + 10x = 39.

Presupunem, cd ABCD — este patratul cautat cu

latura x (vezi desenul aliturat). Impartim 70 la 4, 6,25 2,5x 6,25
obtinem 2,5. La fiecare latura a patratului vom alatura

un dreptunghi, lungimile laturilor cérora vor fi x si 2,5. A B

Aria acestor 4 astfel de dreptunghiuri va fi 2,5xx4 = 2.5x X2 2,5x
10x, iar a figurii x? + 10x, ceea ce este egal cu 39. D C

Addugam acuma la figura, cdpatdm constructiile
suplimentare, completand figura pana la un patrat, adica 6.25 2 5y 6.25
o completam cu patru patrate, care au ariile 2,5%x2,5 = , , ,

6,25. Suma ariilor lor vor fi 6,25x4 = 25. Aria

195



patratului mare va constitui 39 + 25 = 64, latura lui va fi 8, tot ea este x + 5, de unde x = § —
5=3.

In algebra sa al-Horezmi expune astfel solutionarea ecuatiei x2 + 21 = 10x: ,,Imparte pe
Jjumatate numarul solutiilor, vei obtine 5, inmulteste numarul obtinut cu el insusi si scade din
produsul obtinut 21, vei obtine restul 4, extrage raddcina patrata, vei obtine 2; scade acest
numar din jumatatea numarului solutiilor (adica din 5), vei obtine 3, sau aduna 2 cu 5 si vei

obtine 7. lata solutiile.” Dupa cum vedeti este nu altceva decat aplicarea formulei de calculare

2
a solutiilor a ecuatiei patrate de forma: x? + px — g = 0 (x1,2 = —g * ,/pj — q) descrisa in

forma retorica.

Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

x+y=10,
' {xz + y? =58
y—x =2,
b). { x _ 1 .
y 2
Rezolvare:

Mai intai trebuie de mentionat, ca al-Horezmi folosea metoda retorica de expunere, not,
insd in majoritatea cazurilor vom apela la metodele moderne de solutionare, cu toate ca in
unele cazuri vom indica si calea folosita de autorul algebrei arabe.

x+y =10,
) {xz + y? = 58.

ecuatii cu doud necunoscute se rezolva destul de usor: y = 10 — x, de unde prin substituire n

Prin metoda substitutiei la momentul actual acest sistem de doua

ecuatia a doua avem: 2x2 — 20x + 42 = 0 saux2 — 10x + 21 = 0 (rezolvare deja cunoscuta de

la autorul medieval), de unde: x1 = 3 six2 =7, apoi : y! = 7 st y2 = 3. Prin urmare: perechile
de numere (3; 7) si (7, 3) reprezintd solutiile sistemului dat de doud ecuatii. R: (3, 7) si (7;
3).

y—x=2,
b). { x _1  Inprimul rAnd reddm textul scris sub forma retorica: ,,Diferenfa a doua
y 2’

numere/dihreme este 2, iar cétul lor este numdrul invers. Sa se determine aceste numere.” In
. . L (Yx=2 y=2+x,
simbolica moderna din{ x _1  avem 2x =y, deunde: 4 + 2y =ysauy = 2.
y 2 )
R: (2; 4).

Numdrul cautat.

De gasit un numar astfel, incdt daca se scazut din acest numar 1/3 si 1/4 din el, atunci
restul va fi 8.

Rezolvare:

Aceastd problema al-Horezmi o rezolva prin formula ,,regulii falselor presupuneri’

aducand urmatoarele rationamente. ,,Fie ca numdarul cautat este egal cu 12, atunci restul va
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fiegal cu 5, in loc de 8, adica cu 3 mai putin. Daca insa presupunem ca numarul este egal cu

24, atunci restul va fi 10 in loc de 8, adica cu 2 mai mult” (Sub forma unui raport numit
3X24+12%2
342

deunde 12x — 7x = 96, x = 956 =19 % Raspuns: 19 g

balanta (un fel de medie ponderata) avem: =19 g) Atunci avem: x — i X — ix =38,

Clasificarea ecuatiilor, precum si rezolvarea lor se face fara nici un fel de simboluri,
verbal. Terminul liber ¢ e denumit ,,numar”, necunoscuta la puterea intai e numita ,,raddacina”,
iar necunoscuta la patrat e numita ,,patrat” (sau ,,cenzus” in latind).De exemplu, ecuatia ax’ -
bx se exprima astfel: ,,patratele sunt egale cu radacinile”; ecuatia ax’ - ¢ — ,,patratele sunt
egale cu un numar” etc. Al-Horezmi lamureste regulile de rezolvare prin exemple concrete
de ecuatii cu coeficienti numerici, trecand apoi la demonstratii geometrice.

[ata un exemplu:

Problema 20. ,,Patratul si numarul 21 sunt egale cu 10 raddcini. Din ce se compune
patratul?”, ceea ce inseamna: sa se rezolve ecuatia: x* + 21 = 10x

Al-Horezmi expune astfel regula rezolvarii: ,,imparte in jumatate numarul raddacinilor,
vei obtine 5; inmulteste numarul obtinut cu sine insusi si scade din produs 21,vei obtine restul
4. Extrage radacina patrata, vei obtine 2, scade acest numar din jumatatea numarului
radacinilor (adica din 5), vei obtine 3, sau aduna 2 cu 5 §i vei obtine 7. lata solutiile”.

Regula este de fapt aceeasi, pe care o folosim si noi actualmente, insd datorita simbolicii

moderne ea se exprima azi mult mai simplu si mai scurt prin formula

=gy (-

Iar in cazul de fatd x = 5 + /25 — 21.

Aceasta formuld era probabil cunoscuta incad de babilonieni, apoi de hindusi inaintea lui
al-Horezmi, Tnsd tocmai acesta din urma a expus-o in mod clar, iar de la el au aflat-o si savantii
europenti.

Spre deosebire de babilonieni si greci, hindusii calculau nu numai radacinile pozitive
ale ecuatiilor patrate, dar si cele negative.

De la Al-Horezmi la Francois Viette

(Materialul se va folosi in legatura cu urmatoarele chestiuni din program: ,,Suma si
produsul radacinilor ecuatiei patrate. Descompunerea trinomului de gradul doi in factori
liniari”.)

In tarile Islamului opera algebrica a lui Al-Horezmi a fost continuati si dezvoltatd de
Abu Kamil (850-930), Al-Karadji (sec. XI), Omar Hayam (sec. XI-XII) s.a.

Intre timp, insa, in Europa au fost traduse in limba latina lucririle arabe etc.

,Cartea Abakului” (1202) a savantului italian Leonardo Fibonacci a fost in Evul Mediu
prima lucrare europeand originald, consacrata aritmeticii i algebrei. Datorita stilului ei precis
si clar aceastd carte a servit in decurs de doud secole drept manual de bazad la studierea

matematicii, pregatind terenul pentru inflorirea algebrei in epoca Renasterii. Printre cei mai
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de seama algebraisti ai secolelor XIV-XVI figureaza italienii Bombelli, Tartaglia, Deli-Fero,
Cardano, Ferarri, cei germani Regiomontanus, Rudolf, Shtifel, niderlandezi Stevin, Gerar,
francejit Chuquet, Viette, englezi Tonstal, Record, Hariott etc.
numele de ,,Teorema lui Viette”,a fost formulata de el in anul 1591 astfel: ,,Daca B + D
inmultit cu A — A°, este egal cu BD atunci A este echivalent cu B si cu D”. Asadar, daca (a +
b)x - x* = ab (sau: x*- (a + b)x + ab = 0),avem x; = a si x> = b.

Viette nu recunostea radicinile negative si nici cele irationale. Insi in prima jumitate a
secolului XVII, datoritd lui Gerar si Descartes, tot mai mult se iau in consideratie si radacinile
negative la rezolvarea ecuatiilor patrate. Datoritd lui Viette si Descartes s-a trecut de la algebra
retorica la cea simbolica.

In secolul XVIII rezolvarea ecuatiilor patrate a luat forma moderna.

(Materialul se va folosi in legatura cu urmatoarele chestiuni din program: ,,ecuatii

patrate complete si necomplecte”, ,, rezolvarea ecuatiilor patrate”)
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