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Rezumat. In articol sunt examinate unele aspecte ce tin de dezvoltarea abilitatilor de modelare matematica din
perspectiva cognitiva. In particular, sunt examinate probleme care pot fi modelate in baza valorificarii
cunostintelor din matematica, fizica, chimie ale elevilor. Sunt expuse concluziile vis-a-vis de aplicarea
strategiilor de amplificare a programei scolare.
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ASPECTS OF THE DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL MODELING SKILLS
IN EXTRACURRICULAR ACTIVITIES

Abstract. The article examines some aspects related to the development of mathematical modeling skills from
a cognitive perspective. In particular, contexts that can be modeled based on the valorisation of students'
knowledge in mathematics, physics, chemistry are examined. The conclusions vis-a-vis the application of the
strategies to amplify the school program are presented.

Keywords: mathematical modeling, curriculum, context, problem.

La etapa actuala din punct de vedere psihopedagogic se creioneaza din ce Tn ce mai mult
ideea ca, in procesul de invatare a matematicii, elevul cu abilitati mai pronuntate nu trebuie
numai sa urmadreasca si sd inteleagd rationamentele profesorului, ci este indicat ca el sa
parcurgd sub Indrumarea acestuia un traseu de cunoastere, avand multiple puncte comune cu
cel care are loc in mintea creatorului de matematica. In concordanti cu aceasta teorie, elevii
ar trebui sa formuleze probleme si tot ei sd caute solutii [4]. Cand copiilor 1i se ofera motive
care au sens pentru ei pentru a-gi articula gandirea, cand sarcinile sunt plasate in contexte
importante, ei manifestd comportamente metacognitive si auto-reglatoare, iar progresul
individual al copiilor in dezvoltarea acestor abilitati poate fi influentat semnificativ de
anumite practici pedagogice [6].

Predarea si Invatarea modeldrii matematice au devenit sarcini importante in educatia
matematicd si standardele educationale Tn multe tari prevad formarea de competente pe
aceastd dimensiune. Scopul principal al modelarii matematice este de a face educatia
matematica interesanta si de a ajuta elevii sa se bucure de matematicd nu numai pentru
rezultatele lor academice, ci si pentru a descoperi modul in care sunt capabili sd conecteze
matematica la situatii din viata reala. Toti elevii au potentialul de a se angaja in modelarea
matematicd. Implicarea elevilor la modelarea fenomenelor si proceselor serveste ca baza
pentru dezvoltarea abilitdtilor de rezolvare a problemelor, permite aprecierea importantei si

relevantei matematicii in viata lor [1].
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Primii pasi in promovarea studiului modelarii matematice pot fi realizati prin adoptarea
unui program de amplificare a continuturilor scolare. Strategia de amplificare sau imbogatire
scolara presupune conceperea unor serii de programe speciale, destinate unui individ sau unui
grup mic de elevi, in afara programului scolar. Programele vor include continuturi
suplementare la disciplinele din aria curriculara aleasa, care nu sunt acoperite decat partial de
cursurile obisnuite [2].

Exista o recunoastere certd a importantei detinerii abilitatilor de modelare matematica
de catre absolventii de universitati. Cursurile de modelare au proliferat in studiile de licenta
in matematica din intreaga lume. La nivel mondial sunt organizate multe competitii
universitare de modelare matematicd, dar la nivel scolar ele aproape ca lipsesc. O modalitate
importantd de a influenta cultura scolii secundare si practicile de predare si invatare este
instituirea unui concursului International Mathematical Modeling Challenge (IM2C).
Problemele reale propuse necesita un amestec de diferite tipuri de matematica pentru analiza
si rezolvarea lor, timp si munca in echipa. Aceasta este o adevaratda competitie de echipa,
desfasurata pe parcursul mai multor zile, cu elevi capabili sa foloseasca orice resurse.

Cercetatorii recomandd examinarea procesului de formare a abilitatii de modelare
matematicd din urmatoarele perspective: matematic, cognitiv, curricular, instructional si al
formarii profesorilor scolari.

In lucrarea [3] se constatd cd atunci cdnd modelarea matematici este examinati din
perspectiva cognitiva, accentul se pune pe procesele de gandire individuale care sunt
exprimate, In principal, prin anumite actiuni verbale si non-verbale In combinatie cu solutii
scrise in timpul activititilor de modelare ale indivizilor (inclusiv profesorilor). In conditiile
cand experimentarea directa nu este posibild in laboratoare specializate, un rol important il
poate avea studiul sistemic al modelelor matematice realizate de savanti-experimentatori in
diverse domenii. In calitate de strategie didactica de formare a abilitatilor elementare de
modelare matematica poate fi recomandata rezolvarea sistematica de probleme contextuale
care necesitd aplicarea a diverse dependente functionale pentru diferite domenii: stiinte ale
naturii; economie; stiinte sociale; medicina.

Complexitatea problemelor extrase din contexte va creste gradual - de la situatii
familiare din cotidian, la fenomene si procese mai sofisticate care se produc in naturd sau in
activitatea umand moderna.

Vom specifica faptul cd la concursurile traditionale de matematicd problemele care
presupun modelarea matematici nu se intdlnesc in numar mare. Insa, este recunoscut, ci elevii
capabili de performante inalte la matematica, aplicA cu succes aparatul matematic la
concursurile de fizica, chimie, biologie. Propunem cateva exemple cu diferit grad de
dificultate, care permit generalizari, interconexiuni si matematizarea contextelor.

Concentratia substantelor
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Problema 1. Se ia un pahar cu cafea neagra. Se bea % din cantitatea de cafea si se toarna lapte
in pahar pentru a umple paharul. Iar se bea g din cantitatea de cafea cu lapte si se toarna lapte

. . 3 .. . . 5
in pahar pentru a umple paharul. Apoi se beau E din cantitatea de cafea cu lapte si se constata

cd in cantitatea rimasd cafea este cu 28 cm® mai mult decat lapte. Si se afle volumul
paharului.

Problema a fost propusa la un concurs pentru clasele a 6-a, pana ca elevii sa fie
familiarizati cu notiunea de concentratie. Omitem sa propunem solutia, ea fiind accesibila
elevilor.

Un context mai sofisticat distingem in urmatoarea problema, care va permite elevilor sa

argumenteze nu doar din punct de vedere matematic niste efecte chimice, dar si sa explice
comportamentul chimistilor.
Problema 2. Un vas cu acid si un pahar gradat cu apa curatd au fost lasate in cabinetul de
chimie dupa lectie. Profesorul a golit vasul si urmeaza sa-1 clateasca cu apa din pahar. Pentru
a face acest lucru, intentioneaza sa imparta toatd apa din pahar in portii, nu neaparat egale
intre ele, si sa clateasca bine vasul cu fiecare portie de apa separat: mai intdi cu prima portie,
apoi cu a doua si asa mai departe. Se stie ca dupa fiecare golire a vasului, pe peretii acestuia
ramane o cantitate de lichid (de fiecare data aceeasi cantitate).

a) Pentru care dintre urmatoarele patru valori ale luin € {1, 2, 3,4} dupa spalare cu n portii
egale de apd, vasul va deveni, in cele din urmd, mai curat (adica va contine mai putin
acid)?

b) In ce raport este mai bine si impartiti apa din pahar in n = 3 portii, astfel incat vasul si
ajunga cat mai curat?

c) Este adevarat ca cu cat este mai mare numarul de portii egale in care se imparte apa, cu
atat vasul devine mai curat in final?

d) Este adevarat cd, pe masura ce numarul de portii egale creste, cantitatea de acid ramasa
in vas ca urmare tinde spre zero?

Solutie. Sa luam ca unitate (intregul) cantitatea de lichid ramasa pe peretii vasului dupa

golirea acestuia. Daca in vas se toarna o cantitate x de apa purd, solutie de acid in vas va fi
x + 1, iar raportul dintre cantitatea de acid si cantitatea de solutie va fi ﬁ Adica cantitatea
de acid Intr-o unitate de solutie se va micsora de x + 1 ori, iar dupa golire, va ramane exact o
unitate din aceasta solutie care contine ﬁ acid.

a, ¢) Daca cantitatea initiald x de apa este impartita in n parti egale, atunci la sfarsit in solutie

x )—(n+1)

-n
se obtine (1 + E) acid, iar daca se iau n + 1 portii, atunci va fi (1 t— acid.

Consideram raportul:

-n (n+1)
(1+%) __(1+;§;) _ n'(n+14+0)™ ntl4x (1___ x )n

(1+L)‘(”+1) O (1+Y)" eore™t T
n+1 n

n2+nx+n+x
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Conform inegalitatii lui Bernoulli (pentru x > —1 si r > 1, are loc inegalitatea (1 + x)" >

. n+1+x x n n+1+x nx n n+1+x
1+7x) obtinem: (1 - ) > (1 — ) = .
’ n+1 n2+nx+n+x n+1 n2+nx+n+x n+1
n?+n+x _ n3+n?Q2+x)+n(1+2x)+x+x? > 1
n2+nx+n+x n3+n22+x)+n(142x)+x ’

Prin urmare, cu cresterea numarului » vasul devine mai curat.

b). Daca cantitatea initiala x de apa este impartita in n portii neegale x,, x,, X3, ... X, atunci
X, + x5 + x3 + -+ x, = x s1, conform inegalitdtii mediilor, cantitatea totala de acid permite o
estimare de jos:

-n -n
(1 +2) (1 + 2) (L +x5) o (L4 x,)) 7" > (FEROEDCE)-C)) F o (4 4 2)

n

Egalitatea se realizeaza doar in cazul portiilor egale x; = x, = x3 =+ =x,, =

3%

o . - o o - . A n -« o«
d) Daca cantitatea de apa pura x este fixatd si n — oo, atunci, notdnd ¢ = —, rezultd cd t — oo.
X

Pentru cantitatea minima finald de acid, folosind a doua limita remarcabild, obtinem:

X\~ 1\¢ -
lim (1+—) = lim ((1+—)) — e >0,
n—oo n t—oo t

Rdéspuns: a) 4. b) In parti egale. ¢) Da. d) Nu.

Localizarea obiectelor spatiale
Problema 3. In sistemul de navigatie prin satelit se pot distinge doud componente principale:
cosmica si de control. Componenta cosmicd constd dintr-o constelatie de sateliti distantati
uniform in jurul Pamantului. Componenta de control, situatd pe Pamant, asigura, in particular,
sincronizarea timpului pentru intreg ,,sistemul” si utilizarea unui singur sistem de coordonate.
Fiecare satelit transmite Tn mod constant mesaje de navigatie care contin, in particular,
coordonatele satelitului la momentul in care mesajul a fost trimis si ora la care a fost trimis.
Un receptor care primeste un astfel de mesaj poate calcula distanta pana la satelit:
d = (t, —ty)c.
In aceastd formula, t, este ora lansarii semnalului, t, este ora receptarii semnalului, ¢

este viteza de propagare a semnalului radio, adica viteza luminii.
Daca intr-un sistem de coordonate carteziene coordonatele receptorului sunt (x,Yy, z), iar
coordonatele satelitului la momentul trimiterii mesajului erau (x;;y;;2z;), atunci putem
calcula distanta dintre satelit si receptor (x — x;)? + (y — y1)? + (z — z;)? = d?3.
Daca receptorul primeste simultan mesaje de navigatie de la Incd doi sateliti, va putea gasi
coordonatele receptorului rezolvand un sistem de trei ecuatii:

(x—x)+(—y)?+(z—2)% =di,

(x—x)2+ (Y —y2)* + (2 —2)* = d3,

(x —x3)* + (¥ —y3)* + (z — 23)* = di,
unde (x;; y;; z;) sunt coordonatele satelitului i, iar d; — distanta de la receptor pana la satelit.
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Interpretarea geometrica a acestui sistem este urmatoarea. Fiecare satelit este considerat
centrul unei sfere cu centrul pe satelit si raza egala cu distanta de la satelit pana la receptor.
Toate cele trei sfere au un punct comun, fapt care rezultd din insasi compozitia sistemului.
Dintre cele doua solutii ,,formale” (intersectia cercului cu a treia sferd), una este neplauzibila,
a doua - coordonatele receptorului.

Schema descrisa a sistemului de navigatie prin satelit este simplificatd, realitatea
forteaza utilizarea unui model mai complex. Problema de mai jos este de un grad mai inalt de
dificultate si necesitd cunostinte ample de fizica.

Problema 4. Conform presei, pe 3 iulie 2020 a avut loc corectarea orbitei Statiei Spatiale
Internationale (SSI), in rezultatul cdreia viteza statiei s-a schimbat cu 0.5 m/s, iar raza orbitei
s-a marit cu 900 m. Masa SSI este 420t, raza Pdmantului 6400 km si acceleratia gravitationala
este 10 m/s?.
a) Aflati energia necesard pentru aceasta corectare.
b) Ce distantd va putea parcurge un automobil folosind energia respectivad, dacd motorul
acestuia are o putere de 70 kW si o vitezd constantd de 90 km/h?
c) Folosind datele primite si g = 9.8 m/s? (acceleratia gravitationald), aflati iniltimea
orbitei SSI fata de suprafata Pamantului.
d) Cu ce precizie (in metri) trebuie sa fie masuratd schimbarea 1n raza orbitei ca eroarea
calculdrii inaltimii orbitei fata de Pamant sa nu fie mai mare de 100 km.
Solutie: Pentru simplitatea credrii modelului orbita statiei este consideratd circulard atat

inainte, cat si dupa corectare. Acceleratia centripetd este creatd de forta de atractie
. 9 v2 mM . ... - A . .
gravitationald: m— = G 2 unde m si M sunt masele statiei si a Pamantului respectiv, G -

constanta gravitationald, v - viteza statiei, iar R - raza orbitei. Pentru o orbita la indltimea d

fatd de suprafata Pamantului, avem:
2 2

muv =mg Ro (1)

Ro+d (Rp+d)?

R, - raza Pamantului, g = GM/R,? - acceleratia gravitationala la suprafata Pamantului. Deci,

obtinem:
2

p? = R (2)
Ro+d
Observam ca viteza scade cu marirea razei orbitei. Putem astfel deduce ca, in rezultatul
manevrei date, viteza statiei a scazut.

Orbita SSI se afld aproape de suprafata Pamantului, deci vom considera ca in timpul
executiei manevrei acceleratia gravitationald se schimba nesemnificativ si nu difera mult de
g. Lucrul depus pentru a efectua manevra este:

m(v + Av)?

muv?
E = #-F mg(H + AH) — [T+mgH] ~ mvAv + mgAH
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Av = 0.5 m/s este mult mai mic decat prima vitezd cosmica, cu care corpurile se misca in

orbita terestrd joasd, ceea ce ne permite sa efectuam aproximatia data. Valoarea primei viteze
cosmice poate fi aflatd din formula (2) pentrud =0: v, = \/ﬁ =8km/s.
Folosind ceea ce am demonstrat mai sus (Av < 0), obtinem:
E =m(gAH — |Av|\/gR,) = 2.1 - 10°]

b) Aflam timpul cit va lucra motorul automobilului T (P - puterea) E = PT si distanta

parcursd L = VT = VFE.

Pentru V = 25 m/s, obtinem L = 750 km.
c¢) Rescriem formula (2) pentru doua situatii: 1) inainte de corectare d = H, v = v,; 2) dupa

corectare d = H + h,v = v, + Av.

R3 RZ R3 ho o\
v§=—g0 , (v +4v)? = 9% __ 9% (1+ )
R, +H Rob+H+h Ry+H R, + H
Deoarece (1 + x)* = 1 + ax pentru x < 1 si |[Av| K vy, h K (R, + H), obtinem:
- gRo®
2volv = — h (3)
vo(Ro+H)*> 1 h
: o . . gRZ  24v,’
Este evident, deci, ca Av < 0. Formam sistemul de ecuatii: R?
2 0
Vo = Ro+H '
Rezolvandu-1, obtinem:
1 1
_ I ER SR EY
H =R, [(4R0) (552) 1] = 476km. (4)

d) Folosind formula (3), magnitudinea valorilor omise este (Av/vy)%~ 1078 si
(h/Ry)? ~ 1077, deci utilizarea aproximdrilor nu schimbd semnificativ valoarea aflata H.
Pentru a calcula precizia cautata, scriem derivata relatiei (4), presupunand ca toate valorile in
afara de h sunt cunoscute si fixate:
dH 2 g
dh 3 (4(Av)2
Schimbarea valorii lui h cu Ah va duce la modificarea valorii lui H cu AH: AH = Z—:Ah ~

51004h. Erorii AH = 100 km i revine 4h = 10°/5100 ~ 19.5m.

1 5
3 £ _1
) R3h"3 ~ 5100.

Concluzii

Matematica este un instrument important al stiintelor naturii si al tehnologiei.
Matematica joacd acest rol de la teorie la aplicatii in implementarea zborurilor spatiale, in
imblanzirea energiei atomice si in viata lumii computerelor.

Recunoscand rolul matematicii in diverse domenii, este importanta dezvaluirea
,componentei” matematice si a instrumentelor matematice folosite de acestea, adesea special
concepute pentru o anumita aplicatie.
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Problemele cu caracter aplicativ in mod constant si exigent inainteaza noi sarcini fata de

g, v,

da nastere unor probleme tehnice si solutii care nici nu puteau fi banuite inainte, iar uneori

rezultatele matematicii teoretice asteapta implementarea lor practica timp de multe decenii,

apoi se ivesc Tn mod neasteptat si cu o eficienta incredibila.

Articolul este elaborat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementarii TIC in

procesul de studiere a stiintelor reale in sistemul de educatie din Republica Moldova din perspectiva
inter/transdisciplinaritatii (concept STEAM)”, inclus in , Program de stat” (2020-2023), Prioritatea 1V:
Provocari societale, cifrul 20.80009.0807.20, cu suportul financiar oferit de Agentia Nationald pentru

Dezvoltare si Cercetare.
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