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Rezumat. Omul in activitatea sa practica a trebuit intotdeauna sa rezolve cele mai variate situatii sub forma
unor probleme care contin dependente intre marimi. Rezolvarea unor astfel de situatii in timp s-a transformat
in teoria proportiilor.

Cuvinte cheie: proportii, dependente direct proportionale, dependente invers proportionale, regula de trei,
marimi proportionale.

THE GENETIC-HISTORICAL EVOLUTION OF THE NOTIONS OF DIRECTLY
AND INVERSELY PROPORTIONAL DEPENDENCE IN MATHEMATICS

Abstract. Man in his practical activity has always had to solve the most varied situations in the form of
problems containing dependencies between quantities. Solving such situations over time turned into the theory
of proportions.

Keywords: proportions, directly proportional dependencies, inversely proportional dependencies, rule of
three, proportional quantities.

Problemele la distribuirea intre obiecte neomogene, a ceva mai general, in buna parte 1i
interesa pe matematicienii antici 1n legdtura cu problemele impartirii unei mosteniri, a unei
dobanzi sau a cheltuielilor. Sub forma generala problemele de acest tip se reduc la distribuirea
unei oarecare cantitati 4 intr-un numar oarecare x; de parti in corespundere cu numerele #;,

astfel InCat: nymans: :... k= X1:X2:X3: ... Xk, 2x; = A cu toate ci din solutionarea acestor

. ~ . - A Axn; ...

probleme, operatia de impartire nici Intr-un mod nu se exclude, deoarece: x;= z_nl totusi aici
i

ea este camuflatad prin ideea generala a solutionarii, bazata pe operarea cu sirul proportional:

r_X2 _XB_ _ %

este un tip de probleme cu o aplicare destul de vastd in

ny nz ns3 _.“_nk:Zni’
matematica anticd, care a preocupat in aceeasi masura mintile tuturor civilizatiilor antice si
nu si-au pierdut semnificatia nici in matematica Evului Mediu din tarile islamului, nici in
Bizant, sau Europa Occidentala.

Dependenta proportionala a fost completamente insusita de antici si de rdnd cu metodele
care utilizau notiunea de media aritmetica, era practicatd pentru solutionarea problemelor de
cele mai variate tematice.

Drept bazd logicd a multor reguli practice aritmetica din punct de vedere teoretic
serveste notiunea de miarime proportionala si studiul referitor la proportii. In aceste repere
sunt incluse relatiile intre marimile direct proportionale si cele invers proportionale. In epocile
timpurii ale evolutiei matematicii, in particular la hindusi, greci, arabi proportiile jucau un rol,
predominant, deoarece ele serveau ca metoda pentru solutionarea acelor probleme, care noi
actualmente le rezolvam prin utilizarea ecuatiilor de gradul intdi. In afard de aceasta, in
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matematica hindusilor, grecilor numarul rational sau fractia ordinara erau concepute ca un
raport a doud numere, iar operatiile asupra fractiilor - ca operatii asupra raporturilor, si din
aceasta cauza se reduceau la cercetarea proportiilor, ceea ce si mai mult subliniaza specificul
importantei studiului proportiilor. Prin acestea se explica acel rol important, care era acordat
studierii proportiilor de cdtre matematicienii hindusi, greci, arabi. Simplitatea si exactitatea
aplicarii proportiilor in calcule, se explica prin faptul ca chiar si dupa ce limbajul matematic
simbolic a cdpatat o largd utilizare in ecuatii, rezultatele numerice se determinau cu ajutorul
proportiilor, dar si actualmente ele au larga utilizare in solutionarea multor probleme din
disciplinele ciclului real (chimie, biologie etc.).

Studiul proportiilor este atestat deja in primele documente matematice cunoscute:
tabelele cuneiforme sumeriene si papirusurile egiptene, (Papirusul Moscovit si Rhind). In
primul papirus este atestat chiar un special simbol hieratic pentru notiunea de raport, iar la
sumerieni utilizarea proportiilor au avut o aplicare mult mai extinsd. Probabil din matematica
tablitele de lut din Sumer adeseori este atestat un termen special pentru raporturi. Studiul
proportiilor in Grecia Antica capatd o largd utilizare si fundamentare. Daca initial scoala lui
Pitagora, utiliza doar trei proportii, numite in greaca analogii:

v’ Aritmeticia—b =c—d,
v’ Geometrica a:b = c:d si
v’ Armonica a:b = (a—b):(b - c),
atunci ulterior matematicienii greci dezvolta acest studiu si obtin:
v’ Proportiile continue a—b =b—c si a:b = b:c,

. . ) a+c
Media aritmetica b = o

v
V' Media geometrica b = v ac,
v

. .. 2ac
Media armonica b = —.
a+tc
. o . . a+b 2ab . A < g
Pitagoricii cunosteau relatia a——= m:b. Totodata in antichitate erau cunoscute

notiunile de proportie aritmetica si proportie geometricd, cu sensul de sir numeric, numite
astazi progresii.

Euclid, bazandu-se pe teoria lui Eudox in Elementele sale evidentiaza proportiile
derivate ce rezulta din proportia a:b=c:d.

1. b:a=d:c

2. axc=b:d

3. (a+b):b=(c+d).d,
4. (a—b):b=(c—d)d,

5. a:(a—b) =c:(c—d).

Tot Euclid cunostea urmatoarele proprietati ale proportiilor:

—_—

Din proportiile a:b = d:e si b:.c = e:f rezulta a:c = d:f;
2. Din proportiile a:b = e:f si b:.c = d:e rezulta a:c = d.f;
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Din proportiile a;:b; = c:d i a2:b> = c:d rezulta a;:b; = a> bz,

Din proportiile a:b = c:d = e:frezulta (a + c +e)(b +d + f) =a:b = c:d = e.f;
Din proportiile a:b = c:d rezulta na:nb = c:d;

Din proportiile a:b = c:d si e:b = f:d rezultd a:e = c:f;

N n kAW

Din proportiile a:b = d:e §i b:c=f:d rezulta a:c=f:e
In buna parte nu am exagera ci in matematica antichitatii in linii generale, in buni parte,
erau cercetate si dependente liniare. Celelalte dependente, neliniare, se reduceau dupa caz la
primele. Spre exemplu, trecerea la rezolvarea ecuatiilor patrate a fost facuta de matematicienii
antici pentru prima oard sub presupunerea, cd pentru aceasta se potriveste Regula Falsei
Presupuneri, bazata pe o dependentd proportionald a valorii necunoscute atat cea presupusa
cét si cea falsd. Insa prin acest procedeu se pot rezolva doar ecuatiile patrate necomplete. Alt
exemplu sunt progresiile, cu subiect indragit de cercetare sau de solutionare a problemelor de
catre matematicienii antici, care s-au adeverit a fi foarte bine legate de metoda bazata pe
dependentd proportionald. Primele probleme legate de progresii, dupd cum confirma
documentele antice, anume se reduceau la probleme legate de cele de Impartire proportionala.
Aceasta, Indeosebi bine se poate urmari, dupa textele matematice chineze Cele zece carti.

Regula este formulatd sub formad generald in urmatorul mod: ,,Fiecdarui determina
raportul corespunzator, aduna - acesta-i impartitorul. Uneste impartitorul si deimpartitul.
Daca impartitorul este mai mare decat deimpartitul, atunci numeste impartitorul”. Regula in
mod perfect corespunde formulei expusa mai sus pentru partile proportionale cautate, in care
trebuie de Tmpartit numarul dat. Alegerea numerelor tematice, fac textele problemelor sa fie
cat mai originale. Iatd unele probleme din Matematica in noua carti.
1. Tesatoarea iscusita

O tesdtoare iscusita tese in fiecare urmatoare zi de 2 ori mai mult de cat in ziua
precedentd. In 5 zile ea a tesut 5 ci. Se intrebd, cdtd tesdturd ea tese in fiecare zi.
Rezolvarea antica:

In prima zi ea a tesut 1'%4 tuni, in ziua urmitoare ea a tesut 37/31 tuni, in ziua a treia ea
a tesut 6'%/3; tuni, in ziua a patra ea a tesut 1 ci 22%/31 tuni, 1n ultima zi ea tesut 2 ci 52°/3; tuni.
Réspuns: 1'°/31 tuni; 37/31 tuni; 6'%/31 tuni; 1 ci 2%%/31 tuni; 2 ci 5%3/31 tuni. 1 ¢i = 10 tuni.
2. impirtirea aurului

Un sef a alocat din visterie 59 {zini 1 lan aur, a daruit acest aur la 9 vani, 12 guni, 15
hou, 18 tza, 21 nani. Fiecare va a primit aur cu 5 lani mai mult, de cdt un gun; fiecare gun a
primit aur cu 4 lani mai mult, de cdt un hou, fiecare hou a capatat cu 3 lani mai mult, de cdt
un {zi; fiecare {zi a primit aur cu 2 lani mai mult, de cat un nani. Se intreaba cdt aur a capatat
fiecare dintre vani, guni, hou, {zi, nani aparte?
Rezolvare:
Daca notam cea mai mica daruire a uni vani prin x, atunci avem urmatoarea tabela:
Fiecare separat toti separat
Vani (x +9) +5=x+ 14 9x + 14) =9x + 126
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Gun (x+5)+4=x+912(x+9)=12x+ 108
Hou (x+2)+3=x+515x+5)=15x+75
Tzt x+2 18(x+2)=18x+ 36
Nani x 21x =2Ix
toti in total 75x + 345.

Asa cum un tzin este egal cu 16 lani, atunci 59 ¢zini 1 lani este egal cu

(59— 16 + 1) lani sau 945 lani.
In aceste conditii avem ecuatia 75x + 345 = 945, 75x = 600, x = 8.
Prin urmare unui nani i1 revine 8 lani, unui tzi — 10 lani, unui hou — 13 lani, unui gun —

17 lani = 1tzini, unui vani ii revine 22 lani = 1 {zini 6 lani.
Raspuns: 1 vani — 1 {zini 6 lani, 1 gun — 1 {zini 1 lani, 1 hou — 13 lani, 1 {zi — 10 lani, I nani
— 8 lani.

Impartirea invers proportionala este atestati in operele antice chineze. In carte a II-a din
Matematica in noua carti indatda dupd problemele in trepte (la Tmpartirea proportionalad
directd) urmata de problemele la treptele inverse (proportionalitatea inversd) (fani cini), la
care se referd o indicatie destul de scurta si confuza, neclara.

Materialul dat poate fi folosit la tema: ,,Proportii”.

In practica cotidiana sunt atestate o multime imensa de probleme la aceasta tema:
problemele legate de miscare (d = vxt — distanta parcursa este in dependenta direct
proportionala cu viteza aparte si cu timpul la fel, viteza si timpul intre ele, cand distanta se
consider constanta, se afla in relatia dependentei invers proportionale); problemele de
vanzare-cumpdrare (cantitatea marfii, pretul unei unitati, costul marfii in intregime);,
calcularea ariei unui dreptunghi (marimile: bazei, inaltimii, ariei); umplerea unui bazin prin
doua tevi (capacitatea bazinului, viteza debitului apei la fiecare teava, timpul de curgere a
apei, cantitatea de apa, care curge in bazin in timpul de lucru a tevilor) etc. Practic in fiecare
din aceste exemple avem o regula, care permite de a calcula una dintre componente, daca sunt
cunoscute valorile numerice a celorlalte. In acest tip de probleme ce cere de impartit un
numar/marime in parti: 1) direct proportionale mai multor numere date, pentru care este
suficient de a-1 imparti la suma acestor numere si catul obtinut de inmultit, pe rand, la fiecare
dintre aceste numere; 2) invers proportionale mai multor numere date, este suficient de a
imparti acest numar in parti, direct proportionale numerelor, inverse fata de cele date.
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