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Rezumat. In aceasta lucrare, sunt prezentate demonstratii geometrice, folosind software-ul matematic. Aceste

demonstratii ar trebui prezentate in manualele scolare, pw langa demonstratiile analitice.
Cuvinte cheie: demonstratii geometrice, software matematic, demonstratii analitice.

SOLVING COMPETITIVE GEOMETRY PROBLEMS
THROUGH THE AREA CONCEPT

Abstract. In this paper, using mathematical software, geometrical proofs are presented. These proofs should
be presented, in school textbooks, additionally to the analytical demonstrations.
Keywords: geometrical proofs, mathematical software, analytical demonstrations.

In acest articol voi aduce demonstratii a unor probleme de concurs la geometrie bazate
pe conceptul de arie. Sunt prezentate diferite metode de demonstratii.

In prima problema sunt aduse demonstratii pentru teorema lui Pitagora. Demonstratiile
propuse nu sunt analitice.

In scoald, teorema lui Pitagora se demonstreazi cu ajutorul teoremei catetei.
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Teorema lui Pitagora are formula in forma a’ +b’=c? unde a si b sunt lungimile catetelor,
iar ¢ lungimea ipotenuzei. Ariile patratelor construite pe catete si ipotenuza sunt egale cu o’

,b?,¢? corespunzitor. Aici am aplicat un alt tip de demonstratie utilizind conceptul de arie.
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Cu ajutorul aplicatiei Geogebra am construit pentru fiecare demonstratie desenele de
mai sus cu evidentierea triunghiurilor si patratelor. Din desenele date pe foaie pot fi decupate
cu foarfecile figurile necesare, care pot fi suprapuse. Daca consideram primul desen atunci
este evidentd suprapunerea in patratul cu latura ¢ a partilor decupate din patratele cu laturile
asib.

Al doilea desen de asemenea prezintd o demonstratie prin suprapunere. Triunghiul ABC
este dreptunghic si CEDB, FCAL, BHGA — patrate. Patratul FCAL este divizat in patru
patrulatere congruente de doud segmente, ce trec prin punctul O — centrul patratului, incat
aceste segmente sunt egale fiecare cu ipotenuza AB. Decupam patratul CEDB si patratul
FCAL divizat in patru patrulatere. Le aplicdim conform desenului pe ipotenuza 4B si in
rezultat obtinem patratul BHGA. Aceste demonstratii sunt interesante prin simplitatea
geometrica. Mai mult ca atat nu contin formule iar constructiile se memoreaza usor. Consider
ca astfel de demonstratii geometrice sunt binevenite in manualele scolare in paralel cu
demonstratiile analitice.

Problemele de optimizare geometricd sunt cunoscute din antichitate [2]. Am utilizat
metoda optimizarii geometrice pentru urmatoarea problema.

Problema. De determinat volumului maximal a vaselor, construite dintr-un pétrat cu
latura egala cu 7 m.

Solutionarea se bazeaza pe teorema mediilor.

Teorema: Dacd suma a n variabile pozitive este egalad cu o constanta, atunci produsul acestor
variabile va avea valoarea maxima, cand toate variabilele sunt egale cu aceiasi valoare.

In aceastd problema sunt analizate trei cazuri reprezentate in figurile de mai jos.
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Cazul 1. Din varfurile patratului ABCD se decupeaza patrate egale incat din partea ramasa se
construeste o cutie. Aflati volumul maxim a cutiei (fig.1).

Rezolvare: Patratele decupate sunt AWMV, DQONZ,CSPR,BUOT si notam latura AW=x
(0<x<0,5). Baza cutiei este patratul MNPO cu aria S=(1-2x) °. Volumul cutiei depinde de x
V=x(1-2x) °. Aducem acest produs in forma teoremei de mai sus x(1-2x) *=(1-2x) (1-2x)-4x

) . A . 1
0,25. Conform teoremei valoarea maxima va fi atinsd cand 4x=1/-2x, adicd pentru x=<.

. 5 . . . : 2
Substituind aceasta valoare in formula volumului de mai sus obtinem V;= pyn (=0,074).
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Cazul 2. Din patrat se construeste o caldare cilindrica, Incat suprafata laterala sa fie dintr-o
bucatd, iar baza din doua semicercuri. Aflati volumul maxim a céaldarii (fig.2).

Rezolvare: In urma cercetirei sa stabilit amplasarea suprafetei cildirei conform fig.2, incat
suprafata laterala este paralelogramul JFG.E in care notdm indltimea FV=h. Raza bazei
O;G=r. Evident ca lungimea cercului bazei L=2zr=JE. Constructia se realizeaza conform

metodei algebrice [1]. Volumul cildarii V=hzr’ . Din asemdnarea triunghiurilor AJFYV,

AO1JG, AEGR rezulta ca h= 1oz , 1ar volumul V= 11/2(1 - L,) Analog cazului 1, aflam r
2n(1-1) 2 1-
7-V17 . . A . . .
=— il substituim in formula de mai sus, pentru care obtinem volumul maxim
V2(=0,028).

Cazul 3. Din patrat se construeste un vas in forma de con circular, incat suprafata laterala sa
fie dintr-o bucata. Aflati volumul maxim a vasului (fig.3).
Rezolvare: Volumul maxim se obtine pentru suprafata laterala reprezentata de o patrime de

cerc F2KH cu centrul in H siraza KH=1. Acest fapt se datoreaza dependentei dintre raza bazei

conului notata prin r si inaltimea 4 adica /=v1 — r2. Deoarece lungimea bazei conului este

egala cu lungimea arcului F>K rezultd ca 2zr=0,57 de unde »=0,25. Volumul vasului are
1 . o . C 15

formula V=§h7rr2 in care substituim rezultatele de mai sus si obtinem V3=g (=0,021).

Concluzia rezultd din compararea volumurilor, adica volumul cel mai mare este in cazul 1.
Urmatoarea problema are ca rezultat o relatie invarianta pentru patrulaterele inscrise.

Problema. Demonstrati cd aria unui patrulater inscris in cerc are formula

S=\/ (p—a)(p—b)(p —c)(p — d), unde a,b,c,d sunt laturile, iar p semiperimetrul.

Demonstratie.

Aria patrulaterului ABCD este egald cu suma ariilor triunghiurilor ABC si ADC conform
formulei
S=0,5(ab+cd)sina. (1) unde o este unghiul de la varful B.
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Apoi aplicam teorema cosinusurilor pentru aceleasi triunghiuri, egaland expresiile
pentru patratul lui 4C din ambele formule. Vom tine cont de conditia pentru patrulaterele
inscrise 1n cerc, adica unghiurile opuse sunt suplimentare.

a’+b’-2ab cosa=c’+d*-2cd cos(m-o), de unde evidentiem cosa, iar prin formulele de

(a2+b2—C2—d2)2
4(ab+cd)

transformari trigonometrice obtinem sina= \/ 1- (2). Substituim (2) in (1)

S§?=0,25%(4(ab+cd)’-(a’+b*-*-d°)?)= 0,25 ((a+b+c-d)(a+b-c+d)(a-b+c+d)(-a+b+c+d))=

=(p-a)(p-b)(p-c)(p-d), unde 2p=a+b+c+d.
Am obtinut formula, ce trebuia demonstrata.
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