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Rezumat. In lucrare este realizatd o analizi a metodelor de integrare si a unor greseli intlnite la calcularea
integralelor definite. Sunt propuse unele sugestii privind diversificarea contextelor de aplicare a integralei
definite in rezolvarea de probleme matematice.
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DIDACTIC ASPECTS REGARDING THE APPLICATION
OF THE DEFINITE INTEGRAL IN PROBLEM SOLVING

Abstract. In this paper an analysis of the integration methods and some mistakes encountered in the
calculation of the definite integrals is carried out. Some suggestions regarding the diversification of contexts
in application of the definite integral in solving mathematical problems are proposed.
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Introducere

Studiul matematicii in liceu are ca scop sa contribuie la formarea si dezvoltarea
capacitatii elevilor de a reflecta asupra lumii, de a formula si rezolva probleme pe baza
relationdrii cunostintelor din diferite domenii [1].

Calculul diferential si cel integral sunt printre inventiile cele mai mari ale matematicii,
cu efecte profunde asupra dezvoltarii stiintelor reale si ale naturii. Bazele calculului integral
au fost puse de catre Isaac Newton, in 1666, pornind de la probleme de naturd cinematica.
Pentru Newton, calculul integral insemna gasirea ,,fluentilor" atunci cdnd sunt cunoscute
»fluxiunile" (derivatele), obiectivul principal fiind determinarea legii de miscare a unui
punct material atunci cand este cunoscutd permanent viteza sa. Gottfried Wilhelm Leibniz a
exprimat relatia inversa de integrare si diferentiere, numita mai tirziu teorema fundamentala
a calculului in lucrarea sa din 1693 Supplementum geometriae dimensoriae.

Standardele de eficientda a invatirii sunt instrumente esentiale pentru evaluarea
succeselor elevilor. Astfel, in legatura cu notiunea de integrald este formulat standardul 14:
Elevul recurge la concepte si metode de analizd matematicd In abordarea unor situatii
cotidiene, pentru rezolvarea unor probleme uzuale sau studiul unor fenomene din stiinta,
tehnica, societate. Indicatorii de eficienta sunt: 14.3. Aplicad in situatii reale sau modelate
notiunile de primitiva, integrald nedefinita, integrald definitd. 14.4. Investigheaza valoarea

de adevar a unei afirmatii referitoare la relatii, siruri, functii, derivata, *diferentiala,
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integrald definita, integrala nedefinita. 14.5. Interpreteazd un rezultat sau demers simplu
utilizand concepte (relatii, siruri, functii) s metode de analizd matematica studiate [3].

Autorii manualului [2] recomanda la studierea modulului /ntegrale definite atingerea a
patru obiective de baza: identificarea integralei definite in diverse contexte; calcularea
integralei definite; utilizarea interpretarii geometrice a integralei definite in rezolvari de
probleme; utilizarea proprietatilor integralelor definite in diverse contexte. Se aplica
integrala definitd la calcularea ariei subgraficului unei functii, calcularea volumului unui
corp de rotatie, calcularea lungimii graficului unei functii (optional), calcularea ariei unei
suprafete de rotatie (optional) si calcularea coordonatelor centrului de greutate a unei placi
(optional). Integrale definite se intdlnesc frecvent la examenul de Bacalaureat, fiind propuse
exercitii de calculare a integralei definite sau probleme de geometrie care solicita aplicarea
integralei definite.

Constatam ca obiectivul privind utilizarea proprietatilor integralelor definite in diverse
contexte nu poate fi atins, dacd avem la dispozitie doar continuturile expuse in manual. Pe
langa aplicatiile mentionate mai sus, in cursul liceal de matematica integrala definitd poate
fi aplicatd in contexte ce tin de calculul unor limite de siruri, demonstrarea unor inegalitati,
determinarea functiilor cu anumite proprietati extremale, calcularea drumului parcurs de un

punct la miscarea neuniforma, calcularea lucrului efectuat de forta variabilad etc.

Asupra metodelor de calcul a integralelor definite

In manualul pentru clasa 12-a nominalizat deja sunt descrise trei metode de calcul a
integralei definite:

1. integrarea directa (prin aplicarea formulei Leibniz-Newton);

2. integrarea prin schimbarea de variabila (metoda substitutiei);

3. integrarea prin parti.

Cele mai simple integrale definite se calculeaza aplicind formula Leibniz-Newton,
care reduce calculul integralei definite la determinarea unei primitive si efectuarea unor
operatii asupra acestei primitive [2]:

Teorema 1 (formula Leibniz-Newton). Fie f: [a, b] = R o functie integrabila, care admite
primitive pe [a, b] si F: [a, b] = R o primitiva oarecare a functiei f. Atunci

b
b
[ rwax =r | = F®) - F@. ©

Formula (1) se aplica la calcularea integralelor definite de la functii f(x) continue pe
[a, b] doar in cazul, cand egalitatea F'(x) = f(x) se realizeaza pe intreg segmentul [a, b].
In particular, primitiva F(x) trebuie si fie o functie continui pe intreg segmentul [a, b].
Vom examina unele contexte care conduc la erori de calcul al integralelor definite din
motivul ¢d nu sunt examinate minutios cerintele de aplicare a metodelor de integrare.

Deseori aplicand formula (1) nu se tine cont de faptul ca se poate obtine o primitiva a
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functiei f(x) care este discontinua in careva puncte din [a, b]. Folosirea unei primitive
discontinue poate duce la rezultate gresite.

Exemplul 1. Aplicarea incorecta a primitivei la calcularea integralei definite:

3m/4 3m/4 3m/4
[ = f dx _ f dx _ f 1 dx
h 1+ 2sin2x cos?2x + 3sin2x 1+3tg2x cos?x
/4 /4 /4
3m/4 3m/4
d(tgx) 1 d(\/3tgx) 1 3m/4
- | thaen i) Teamm Eresie| -
/4 g /4 ( gX) /4
1 3m s 1 T T 21
= —|arctg V3t —)— t 3t—>=— —— )=
\/g(arcg(\/—g4 arcg(\/— g4) \/§( 3 3) 33
- - < . . e v _ T 3_7'[
Sa observam ca functia de integrare este pozitiva f(x) = Tr7enZs > 0,Vx € [4, 7|
iar [ = — % < 0. S-a obtinut un rezultat gresit, fiindca aplicarea formulei Leibniz-Newton
cu o primitivd F(x) = \%arctg(\/? tgx) discontinua in punctul x = % € E,%ﬂ] nu este
legitimd. Rezultatul corect putea fi obtinut astfel:
3m/4 3m/4 3m/4
. j dx B f 1 dx ] d(ctgx)
= ) Trzsntx= ) wgaws s 7=
e sin? x e ctg? x sin? x e Ctg2x + (V3)
1 ctgx\ >4 1, nm =@ s
=——arctg(—) =——(————)=—.
NG G, T BV 6 6 33
In acest caz, primitiva F(x) = —\%arctg (Ct%) este continud pe intreg segmentul

E,%n] si formula Leibniz-Newton poate fi aplicata.

Integrale definite, mai complexe pot fi calculate prin metoda schimbarii de variabila.
Aceastd metoda este urmata de transformarea unor integrale complicate in integrale simple
care pot fi calculate aplicand formula Leibniz-Newton. De obicei, schimbarea de variabila
se efectueaza n baza urmatoarei teoreme [2]:

Teorema 2. Fie f:[a, b] = Rsi ¢: [a, B] = [a, b] functii cu proprietatile:

a) functia f(x) este continua pe [a, b];

b) functia x = @(t) este derivabila si are derivata ¢’ continua si diferita de zero pe [, B];
¢) p(a) = a,p(B) = b. Atunci este adevarata formula schimbarii de variabila

b B
[reax = [ st @
a a
Exemplul 2. Aplicarea incorectd a metodei substitutiei la calcularea integralei definite:
31/2 x _ 1—1t2 T 3
1:] dx _ th—t,cosx—m _ x—z,t—a,x—z,t—ﬁ,
2 —Ccosx 2dt s 3
/2 x=2arctgt;dx=m a=th=1;ﬁ=th=—1
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_ f 2dt =f 2dt 2 I d(V3t) _
1 (1+t2)(2—11§2) J 1432 3 1+ (V3¢)?
2 V3 V3 2 T T 4m
= NG = ﬁ(arctg(— 3) —arctg(v3)) = ﬁ(_g - §) = 3

Am ob‘;inut I < 0 si acest rezultat e gresit, fiindca functia de integrare este pozitiva f(x) =

> 0,Vx € [— —] Substitutia t = tg ,X € [— —] nu este admisibila. Functia t =

2—cosx
tg— este discontinud in punctul x = m, nu respecta conditiei b) din Teorema 2.

Rezultatul corect poate fi obtinut prin substitutia t = Ctg ,X € [n &l

3m/2 -1
I‘j dx B 2] dt B 2 t(t>_1_ 2( T n)_Zn
‘/ 2 —cosx 2+3  vpoe\BI T TBVe 6 3y
/2 1

La aplicarea formulei (2) trebuie sd tinem cont si de monotonia functiei x = @(t).
Daca ea nu este monotona, atunci sistemul de ecuatii ¢(a) = a, (8) = b poate avea mai
multe solutii distincte. In acest caz trebuie luatdi una dintre solutiile sistemului, care
determina intervalul [a, B] si pe care functia x = ¢(t) este monotona [4].

Exemplul 3. Sa se calculeze integrala

e o x=1/2,t=a; x =v3/2,t = ;
f _ [ x_— sint, ] _ L 3
I xV1—x2 ldx=costdt Ezsma;?:smﬁ
Limitele noi de integrare a si [ se determind din sistemul de ecuatii:
1 V3
sina = E,smﬁ =5

Multimea solutiilor sistemului consta din multimea perechilor (a, 8), unde

o« = (—1)k%+ 7k, B = (—1)mg+ m, k,m € 7.
Sa luam, de exemplu, perechea (a, B) = (1/6,m/3), atunci in intervalul (1r/6,7/3) functia
x = sint este strict monotona. Astfel « = /6 si f = m/3 pot fi luate ca noi limite de

integrare. In intervalul [r/6,7/3] avem cost > 0, prin urmare V1 — sin? t = cost.

V3/2 /3 /3
/3 2443

costdt dt 1 Jcost—1
n
/6 3

cost+1

n
jxx/l—xz Jsmtcost sint 2

/6

in acelasl timp, perechea (/6,2m/3) nu poate fi luatd ca noi limite de integrare. In
intervalul (7/6,2m/3) functia x = sin t nu este monotona. Se poate lua si alta pereche, spre
exemplu, perechea (a, 8), unde @ = 57/6 si f = 2m/3. In intervalul (57/6,2m/3) functia
x = sint este crescitoare, cost < 0 i V1 — cos? t = — cos t. Atunci

V3/2 2m/3 2m/3

f dx f costdt dt 1l cost + 173 2++/3
—_— e — —_— —_— n — = .
xV1 — x2 sintcost sint 2 lcost — 1llsz/6 3

1/2 5m/6 5m/6
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Integrale definite, mai complexe, pot fi calculate si prin metoda integrarii prin parti.
Teorema 3. Fie u: [a,b] » R si v:[a,b] = R functii derivabile pe [a,b] cu derivatele

u': [a,b] - Rsiv': [a,b] - R continue pe [a, b]. Atunci este adevarata formula
b b

fu(x)v’(x)dx = u(x)v(x) |Z - f v()u'(x)dx, 3

numitd formula de integmrz prin parti. )

Rolul metodei integrarii prin parti este de a reduce integrala complicata
f:u(x)v’(x)dx, prin intermediul formulei (3), la integrala f: v(x)u'(x)dx, care se
presupune a fi mai usor de calculat. Formula (3) se aplica la calcularea integralelor de forma
f: f(x)g(x)dx, unde f(x) este o functie algebrica, iar g(x) este o functie transcendenta.

Vom alege ca functie scrisd sub forma unei derivate intotdeauna acea functie care in urma

aplicarii formulei integrarii prin parti va simplifica calculul integralei.

Concluzii
Dificultatile majore intalnite la calcularea integralelor definite sunt:
1. Rezolvitorii nu verifica cu atentie conditiile de aplicabilitate a metodelor de integrare.
2. Adesea elevii aplicd unele tipuri de substitutii identificate in manuale si culegeri de
probleme, fara a tine cont de cerintele metodei.
3. Elevii evita studiul aprofundat al teoriei si de aici rezulta multe greseli la calcularea

integralelor si la aplicarea formulelor.

Articolul este elaborat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementarii TIC in
procesul de studiere a stiintelor reale in sistemul de educatie din Republica Moldova din perspectiva
inter/transdisciplinaritatii (concept STEAM)”, inclus in ,, Program de stat” (2020-2023), Prioritatea 1V:
Provocari societale, cifrul 20.80009.0807.20, cu suportul financiar oferit de Agentia Nationald pentru
Dezvoltare si Cercetare.
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