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Rezumat. In prezentul articol sunt cercetate aplicatiile regulilor si principiilor din combinatorica. Sunt
cercetati subfactorialii si problema generala a permutérilor. Se demonstreaza formula subfactorialilor prin doua
metode.
Abstract. This article investigates the applications of combinatorics rules and principles. Subfactories and the
general issue of permutations are being investigated. The formula of the subfactories is proved by two methods.
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Prezentare generala. Specialistii diferitelor domenii pe parcursul activitatii sunt nevoiti sa
rezolve probleme ce contin diferite combinatii din litere, cifre si alte obiecte. Managerul unei
firme trebuie sa distribuie mai multe tipuri de activitati, fermierul — sa semene culturi agricole
pe mai multe cAmpuri, prodecanul — sa alcatuiasca orarul lectiilor, savantul-chimist — sa ia in
consideratie posibilele legaturi intre atomi si molecule, lingvistul — sa ia in consideratie
diferite variante de semnificatii ale literelor unei limbi straine, etc.
Domeniul matematicii in care se cerceteaza cate combinatii diferite, ce satisfac unor sau
altor conditii putem alcatui din obiectele date, se numeste combinatorica.
Combinatorica se ocupa cu studiul multimilor (de obicei finite) de obiecte si modalitatile
de a le ,,combina” sau asocia, sau pune laolalta [1, 2, 3].
Problemele ,.tipice” ale combinatoricii sunt:
— determinarea numarului de elemente ale unei multimi sau submultimi;
— precizarea elementelor unei multimi sau submultimi;
— determinarea numarului de moduri de a alege elemente dintr-o multime;
— determinarea numarului de moduri de a combina elementele unei/unor multimi;
— etc.
Regula produsului. Deseori, la realizarea combinatiilor din doud elemente, este cunoscut
faptul in cate moduri putem alege primul element si in cate moduri al doilea element, precum
modurile de alegere a elementului al doilea nu depinde de modurile de alegere a primului
element. Admitem ca primul element poate fi ales in m moduri, iar elementul al doilea in n
moduri. Atunci perechea formata din aceste doud elemente poate fi aleasa in mn moduri. Cu
alte cuvinte: daca obiectul A poate fi ales in m moduri si de fiecare data dupa o astfel de
alegere obiectul B poate fi ales in n moduri, atunci alegerea perechii (A, B) in ordinea
indicata poate fi realizata in mn moduri.
Pentru a demonstra regula produsului, observam ca fiecare din m moduri de alegere a
obiectului A poate fi combinat cu n moduri de alegere a obiectului B, fapt care ne conduce la
mn moduri de alegere a perechii (A, B).
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Regula produsului poate fi ilustrata cu ajutorul tabelului de mai jos:

(Al’ Bll) (AllBln)
(A21321) (AZIBZn)
(A, Biy) - (A, Bim)
(Am; Bml) o (Am; an)

In tabelul de mai sus, prin A1, Az, ..., Am am notat m moduri de alegere a obiectului A,
iar prin Bin, B2n, ..., Bmn — N moduri de alegere a obiectului B, daca obiectul A a fost ales in
modul i.

Daca modul de alegere a obiectului B nu depinde de modul alegerii obiectului A, atunci

obtinem un tabel mai simplu:

(Alr Bl) (AIJBZ) o (Alan)
(AZI Bl) (Az,Bz) t (AZIBTI.)
(Aml Bl) (Am: BZ)

(Am, Br)
Exemplul 1. Dan si Alexandru trebuie sa participe la o cursa de drone. Antrenorul a pregatit

9 drone. In cate moduri se pot aloca dronele celor doi piloti ?

Rezolvare. Alocarea se poate descompune in doud operatii distincte: alocarea unei drone
pentru Dan, urmata de alocarea unei drone pentru Alexandru. Atunci exista 9 alternative
pentru prima operatie deoarece sunt 9 drone in total. Pentru operatia a doua exista numai 8
alternative deoarece o drona a fost deja alocata lui Dan. Conform regulii produsului obtinem
9.8 =172 (variante).

Regula sumei. Fiind date doua multimi A si B, daca existda X moduri de a alege un element
din A si Y moduri de a alege un element din B, atunci exista X + Y moduri de a alege un
element care sa apartina uneia dintre cele 2 multimi. Aici se are in vedere cd nici o alegere
din A nu coincide cu nici o alegere din multimea B.

Generalizarea acestei reguli este: Fiind date n multimi Az, A2, ..., An, daca exista X1
moduri de a alege un element din multimea Az, X2 moduri de a alege un element din multimea
Az, ..., Xn moduri de a alege un element din multimea An, atuni existd X1 + X2 + ... + Xy moduri
de a alege un element care sa apartina uneia din cele n multimi.

Exemplul 2. Mihai are 5 oferte de la echipe din Anglia, 3 oferte de la echipe din Spania si 8
oferte de la echipe din Italia. In cite moduri poate alege o oferti ?

Rezolvare. Poate alege in 5 moduri o oferta din Anglia, in 3 moduri o ofertd din Spania si in
8 moduri o oferta din Italia. Conform regulii sumei sunt 5 + 3 + 8 = 16 variante de a alege o
oferta.
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Exemplul 3. Andrei scrie un program in care numele variabilelor folosite contin cel mult 3
caractere (litere mari, litere mici si cifre). Cate variabile poate declara daca primul caracter al
variabilei trebuie sa fie obligatoriu o litera ? (sunt 10 cifre, 26 litere mari, 26 litere mici si se
face deosebire intre literele mari si literele mici).

Rezolvare. Procedam in modul urmator:

— notam cu N1 numarul de variabile de lungime 1, cu N2 numarul de variabile de lungime
2 si cu N3 numarul de variabile de lungime 3;

— Ni =52, deoarece exista 52 de moduri de a declara o variabila de lungime 1 (26 litere
mari + 26 litere mici);

— N2=52.62 = 3224, deoarece exista 52 de moduri de a alege primul caracter al variabilei
si 62 de moduri de a alege al doilea caracter al variabilei (26 litere mari + 26 litere mici
+ 10 cifre).

Conform regulii produsului intr-adevar obtinem N2 = 52 - 62 = 3224.

— N3=52.62- 62 =199888, deoarece exista 52 de moduri de a alege primul caracter al
variabilei, 62 de moduri de a alege al doilea caracter al variabilei (26 litere mari + 26
litere mici + 10 cifre) si 62 de moduri de a alege al treilea caracter al variabilei (26 litere
mari + 26 litere mici + 10 cifre). Astfel, conform regulii produsului, N3 =52 . 62 - 62 =
199888.

— Conform regulii sumei in total pot fi declarate 52 + 3224 + 199888 = 203164 de
variabile.

Principiul includerii si excluderii. Fiind date doua multimi A si B, care pot avea elemente
comune. Daca exista X moduri de a alege un element din A si Y moduri de a alege un element
din B, atunci exista X + Y — |X N Y| moduri de a alege un element care sa apartina uneia dintre
cele 2 multimi, unde [X N Y| reprezinta numarul de elemente comune care pot fi selectate.
Atunci cand multimile au elemente comune prin regula sumei elementele comune sunt
alese (incluse) de doua ori, de aceea acestea trebuie excluse ulterior din solutie.
Subfactorialii. Numerele
Dn=Pn=CaPyy + CiPpp — -+ (=D"CY (1)
se numesc subfactoriali, deoarece poseda multe proprietati ale factorialului. De exemplu,
pentru factoriali este justd egalitatea:
n=m-D[nm-D'+n-2)]. 2
Intr-adevar
n-Dn-1D)N'+n-2)]=n0-1DN-2)n=n!.
Vom demonstra ca aceeasi egalitate este justa si pentru subfactorialii Dn, adica vom demonstra
justetea egalitatii:
D, = (n—1)[Dy_1 + Dp_;]. 3
Aplicand formula (1) obtinem:
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(n—D[Dp—y + Dyzl = (n = D[(n - D! + (n — 2)] x
X [1—%+%——+ +( D ] (=)™ 1(n — 1).
Insa conform formulei (2):
n—-D[nm-D'+n-2)]=n!,
iar

-D*"*(n—-1) =n! [(_1)n—1 + (_1)n].

(n—1)! n!
Astfel,

1 1 1 = L G O L C L
(n— DI[Dp_y + Dy_2] = n! [1 TR TR TRRS En—)Z)! + En_)l)! +( n!) ] = D,.

Egalitatea (3) poate fi demonstrata utilizand rationamente pur combinatorice. Cercetam
toate permutdrile in care toate elementele sunt deplasate. Primul loc in asemenea permutari il
poate ocupa orice element cu exceptia primului. Deoarece numarul elementelor ramase este
egal cu n — 1, atunci Dy permutari sunt divizate in n — 1 grupe in dependenta de faptul care
element ocupa prima pozitie. Este clar, ca in fiecare grupa numarul de elemente va fi egal.

Calculam cate elemente sunt in una din grupe, de exemplu in grupa unde prima pozitie
o ocupa elementul al doilea. Aceastd grupd o divizam in doua clase: una — in care primul
element se afla pe locul al doilea, iar alta — toate celelalte elemente. Daca primul element a
ocupat pozitia a doua, iar al doilea element — prima pozitie, atunci cele n — 2 elemente le
putem permuta in orice mod cu conditia ca nici unul din ele sa nu ocupe pozitia sa. Aceasta
poate fi realizat in Dy -2 moduri. Deci prima clasa consta din Dy 2 permutari.

Demonstram in continuare, c¢a a doua clasa consta din Dy _1 permutari.

Intr-adevir, in clasa a doua vor intra numai permutirile, in care primul element nu se
afla pe pozitia a doua, iar celelalte elemente nu se afla pe pozitiile sale. Daca temporar vom
considera ca pozitia a doua este ’legitima’
element, al treilea, al patrulea, ..., elementul n nu se afla pe pozitiile sale. Deoarece numarul

acestor elemente este n — 1, atunci in clasa a doua sunt Dy -1 permutari. Dar atunci intreaga

> pentru primul element, vom obtine cd primul

grupa contine D,_; + D, _, permutari. Deoarece multimea tuturor permutarilor deplasate
contine N — 1 grupe, rezulta ca ea contine (n — 1)[D,,_; + D,,_,] permutari. Egalitatea (3) este
demonstrata.

Din egalitatea (3) rezulta:

D, —nDy_y = —[Dp_y — (n — 1)Dy_,].
Cu schimbarea lui n ultima egalitate 1si schimba numai semnul. Aplicand aceasta egalitate de
cateva ori, vom obtine ca
D, —nD,_, = (=1)""?[D, — 2D;].
Insa D2 = 1 si D1 = 0. Prin urmare, D = nD,,_; + (—=1)". Formula obtinuti ne aminteste

de formula n! = (n— 1)! - n. Prezentam in continuare valorile primelor 12 subfactoriali:
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Problema permutarilor in combinatorica. Aflati numarul permutarilor Dy din n elemente
la care nici un element nu ramane in pozitia initiala.

Réspunsul la aceasta intrebare il putem da cu ajutorul formulei:

Do = Py =GPy + €2y — ok (-G = (1= 24 2 p EO) ()

n!

Persoanele cunoscute cu teoria seriilor recunoaste expresia din paranteze ca suma
partiald a descompunerii e 1.

Daca generalizam formula (4), atunci pentru n = 0, natural, vom considera Do = 1.

Numarul permutdrilor la care exact r elemente rdman in pozitiile initiale, iar celelalte
n—r isi schimba pozitiile poate fi determinat prin intermediul formulei:

Dy = CiDyy ©)

Intr-adevar, mai intai trebuie si alegem care r elemente raman in pozitiile initiale.
Aceasta poate fi realizat in C;, moduri. Celelalte n — r elemente le putem permuta in diferite
moduri, cu conditia ca nici unul din ele sd nu-si pastreze pozitia initialad. Aceasta poate fi
realizat in D,,_,- moduri. Conform regulii produsului vom obtine ca numarul total de permutari
cerute este C;, D,,_,-

Descompunem toate permutdrile pe clase in dependentd de faptul cate elemente raman
fixe la permutarea data. Deoarece numarul tuturor permutarilor este egal cu n!, atunci obtinem

urmatoarea identitate:
n

n

nl = Z D,, = Z I, . 6)
r=0 r=0

O alta identitate, ce stabileste legatura dintre Pn = n! si numarul D,, ,., se obtine in modul

urmator: consideram toate permutarile Py a elementelor as, ay, ..., an si calculam cate elemente

in toate permutirile riman pe pozitiile lor. Acest calcul poate fi realizat in doud moduri. In

primul, observam, ca daca elementul a; ramane in pozitia initiald, atunci celelalte elemente le

putem permuta in P,,_; = (n — 1)! moduri. De aceea in (n — 1)! permutéri elementul a; se
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va afla pe pozitia intdi. Analog, in (n — 1)! permutari elementul a; se va afla pe pozitia a
doua, etc. In total obtinem n(n — 1)! = n! elemente ce se afla in pozitiile initiale.

Insa numarul acestor elemente poate fi calculat si in alt mod. Numarul permutirilor in
clasar, adica in clasa in care r elemente se afld pe pozitiile lor este egal cu D,, .. Fiecare astfel
de permutare ne da r elemente fixe. De aceea numarul total al elementelor fixe in permutarile
clasei r va fi egal cu rD,,, si deci in total vom obtine }.}_,7D,, . elemente fixe. Astfel am
demonstrat identitatea:

n n
nl = Z Dy, = Z rCrD,_,. (6/)
r=0 r=0

Principiul includerii si excluderii ne permite sa rezolvam si asa problema: determinati
numarul permutarilor din n elemente, in care r elemente sunt deplasate (iar celelalte elemente
pot fi atat deplasate cat si pe pozitiile lor). Raspunsul il putem obtine prin intermediul
formulei:

n=—Cln-D'+C2n-=-2) =+ (D"(n—1).

Acest articol a fost elaborat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,, Metodologia implementdrii TIC in
procesul de studiere a stiintelor reale in sistemul de educatie din Republica Moldova din perspectiva
inter/transdisciplinaritatii (concept STEAM)”, Programul ,, Program de stat” (2020- 2023), Prioritatea 1V:
Provocari societale, cifrul 20.80009.0807.20
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