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Rezumat. În această lucrare analizăm gradele fizice de libertate în cazul teoriilor cu derivate de ordin superior. 

Considerăm un model cu derivate de ordin superior descris de o acțiune Lagrangiană care se scrie ca o sumă dintre 

termenul Maxwell, o extensie cu trei derivate a termenului Chern-Simons și termenul de masă Proca. În urma analizei 

canonice Hamilton a modelului considerat obținem că este un modelul supus la constrângeri de clasă II și are trei grade 

de libertate. 

Cuvinte cheie: sisteme dinamice cu constrângeri, teorii cu derivate de ordin superior. 

 

A NOTE ON DEGREES OF FREEDOM IN HIGHER DERIVATIVE 

THEORIES 

 

Abstract. In this paper we analyze the degrees of freedom in the case of theories with higher order derivatives. We 

consider a higher order derivatives model described by a Lagrangian action that is written as a sum of the Maxwell term, 

a three-derivative extension of the Chern-Simons term, and the Proca mass term. Performing the Hamiltonian canonical 

analysis of the model MTCSP, we obtain that it is subject to the second-class constraints and has three degrees of freedom. 

Keywords: constraints dynamics, higher derivatives theories. 

 

Introducere 

Electrodinamica masivă topologic obținută prin adăugarea unui termen de masă 

topologic (CS) la termenul Maxwell (M) este descrisă de o acțiune Lagrangeană cu 

derivate de ordinul doi, cu un singur grad de libertate, fiind o teorie de clasă I (modelul 

MCS) [1]-[4] 

 𝑆𝑀𝐶𝑆 = ∫ 𝑑3𝑥 (−
𝑎

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 − 𝑏𝜀𝜇𝜈𝜌𝐴𝜇𝜕𝜈𝐴𝜌). (1) 

Adaugând un termen de masă convențional în modelul MCS obținem o teorie de clasă 

II cunoscută sub numele de modelul MCS-Proca (MCSP) [5] 

 𝑆𝑀𝐶𝑆𝑃 = ∫ 𝑑3𝑥 (−
𝑎

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 − 𝑏𝜀𝜇𝜈𝜌𝐴𝜇𝜕𝜈𝐴𝜌 −

𝑚2

2
𝐴𝜇𝐴𝜇). (2) 

S-a arătat prin diferite metode faptul că modelul MCSP este echivalent cu un dublet de 

modele MCS [6]-[9]. Pornind de la modelul cu derivate de ordinul trei (modelul 

MTCS) [10] 

 𝑆𝑀𝑇𝐶𝑆 = ∫ 𝑑3𝑥 (−
𝑎

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 +

1

2𝑏
𝜀𝜇𝜈𝜌(□𝐴𝜇)𝜕𝜈𝐴𝜌), (3) 
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și adăugând un termen de masă Proca [11], [12] obținem o altă teorie cu derivate de 

ordinul trei (modelul MTCSP) descrisă de acțiunea Lagrangeană 

 𝑆𝑀𝑇𝐶𝑆𝑃 = ∫ 𝑑3𝑥 (−
𝑎

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 +

1

2𝑏
𝜀𝜇𝜈𝜌(□𝐴𝜇)𝜕𝜈𝐴𝜌 −

𝑚2

2
𝐴𝜇𝐴𝜇). (4) 

Mai întâi realizăm analiza canonică a modelului MTCSP si apoi abordăm reducerea 

hamiltoniană a acestuia. 

 

Modelul MTCSP 

În urma scrierii celui de al doilea termen din relația (4) într-o formă echivalentă  

 
1

2𝑏
∫ 𝑑3𝑥 𝜀𝜇𝜈𝜌(□𝐴𝜇)𝜕𝜈𝐴𝜌 = −

1

2𝑏
∫ 𝑑3𝑥 𝜀𝜇𝜈𝜌𝐹𝜇𝜆𝜕𝜈𝐹  𝜆

𝜌
, (5) 

obținem pentru că acțiunea Lagrangeană (4) se scrie sub forma 

 𝑆𝑀𝑇𝐶𝑆𝑃 = ∫ 𝑑3𝑥 (−
𝑎

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 −

1

2𝑏
𝜀𝜇𝜈𝜌𝐹𝜇𝜆𝜕𝜈𝐹  𝜆

𝜌
−

𝑚2

2
𝐴𝜇𝐴𝜇). (6) 

Pentru a realiza analiza canonică vom utiliza o variantă a formalismului Ostrogradsky 

care presunune trecerea de la modelul cu derivate de ordinul trei la un model echivalent 

prin introducerea unor noi câmpuri 𝐵𝜇 definite prin 

 𝐵𝜇 = 𝜕0𝐴𝜇, (7) 

și impunerea constrângerilor Lagrangiene 

 𝐵𝜇 − 𝜕0𝐴𝜇 = 0, (8) 

prin intermediul multiplicatorilor Lagrange 𝜉𝜇  [13]-[15]. Lagrangeanul pentru 

modelul de ordinul întâi echivalent se scrie sub forma 

 𝐿 = −
𝑎

4
𝐹𝑖𝑗𝐹𝑖𝑗 −

𝑎

2
(𝐵𝑖 − 𝜕𝑖𝐴0)(𝐵𝑖 − 𝜕𝑖𝐴0) −

1

2𝑏
𝜀0𝑖𝑗(𝐵𝑘 − 𝜕𝑘𝐴0)𝜕𝑖𝐹  𝑘

𝑗
 

 −
1

2𝑏
𝜀𝑖0𝑗(𝜕𝑖𝐴0 − 𝐵𝑖)(𝜕𝑗𝐵0 − 𝜕0𝐵𝑗) −

1

2𝑏
𝜀𝑖0𝑗𝐹𝑖𝑘(𝜕𝑗𝐵𝑘 − 𝜕𝑘𝐵𝑗) 

 −
1

2𝑏
𝜀𝑖𝑗0𝐹𝑖𝑘𝜕𝑗(𝐵𝑘 − 𝜕𝑘𝐴0) −

𝑚2

2
𝐴𝜇𝐴𝜇 + 𝜉𝜇(𝐵𝜇 − 𝜕0𝐴𝜇). (9) 

În urma analizei canonice a modelului descris de Lagrangeanul (9), obținem că spațiul 

fazelor redus este parametrizat local de câmpurile 𝐴𝑖, 𝐵𝑖 și impulsurile 𝑝𝑖, în timp ce 

Hamiltonianul se scrie sub forma 

 𝐻 = ∫ 𝑑2𝑥 [
𝑎

4
𝐹𝑖𝑗𝐹𝑖𝑗 +

𝑎

2
(𝐵𝑖 −

1

𝑚2 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝𝑗) (𝐵𝑖 −
1

𝑚2 𝜕𝑖𝜕𝑘𝑝𝑘) 

 +
1

2𝑏
𝜀0𝑖𝑗𝐹𝑖𝑘𝜕𝑗 (𝐵𝑘 −

1

𝑚2 𝜕𝑘𝜕𝑙𝑝
𝑙) +

1

2𝑏
𝜀0𝑖𝑗𝐹𝑖𝑘𝜕𝑘 (𝐵𝑗 −

1

𝑚2 𝜕𝑗𝜕𝑙𝑝
𝑙) 

 +
𝑚2

2
𝐴𝑖𝐴𝑖 +

1

2𝑚2 𝜕𝑖𝑝
𝑖𝜕𝑗𝑝𝑗 − 𝜉𝜇𝐵𝜇]. (10) 

Parantezele Dirac nenule dintre variabilele spațiului fazelor redus sunt 

 [𝐴𝑖(𝑥), 𝑝𝑗(𝑦)]
𝑥0=𝑦0

∗
= 𝛿𝑖

𝑗
𝛿(𝒙 − 𝒚), (11) 
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 [𝐵𝑖(𝑥), 𝐵𝑗(𝑦)]
𝑥0=𝑦0

∗
= −𝑏𝜀0𝑖𝑗𝛿(𝒙 − 𝒚), (12) 

 [𝐴𝑖(𝑥), 𝐵𝑗(𝑦)]
𝑥0=𝑦0

∗
=

1

𝑚2 𝜕𝑖𝜕𝑗𝛿(𝒙 − 𝒚). (13) 

Algebra (11)–(13) se poate rezolva in termenii a trei câmpuri canonice libere {𝛼, 𝛽, 𝜙}  

 𝐴𝑖 = −𝜀0𝑖𝑗𝜕̂𝑗𝛼 +
1

𝑚
𝜕̂𝑖𝛱𝛽 , (14) 

 𝑝𝑖 = 𝜀0𝑖𝑗𝜕̂𝑗𝛱𝛼 + 𝑚𝜕̂𝑖𝛽, (15) 

 𝐵𝑖 = −𝜀0𝑖𝑗𝜕̂𝑗𝛱𝜙 + 𝑏𝜕̂𝑖𝜙 +
1

𝑚
𝜕𝑖𝜕𝑗𝜕̂𝑗𝛽, (16) 

unde 𝜕̂𝑖 =
𝜕𝑖

√−𝛻2
 iar {𝛱𝛼 , 𝛱𝛽 , 𝛱𝜙} sunt impulsurile corespunzatoare 

 [𝛼(𝑥), 𝛱𝛼(𝑦)] = [𝛽(𝑥), 𝛱𝛽(𝑦)] = [𝜙(𝑥), 𝛱𝜙(𝑦)] = 𝛿(𝒙 − 𝒚). (17) 

Înlocuind relațiile (14)–(16) în (10), obținem pentru Hamiltonian următoarea formă 

 

obținem pentru Hamiltonian o forma simplificată 

 𝐻 = ∫ 𝑑2𝑥 [
1

2𝑎
𝛼′𝜕𝑖𝜕𝑖𝛼′ −

1

2
𝛽′𝜕𝑖𝜕

𝑖𝛽′ −
1

2𝑎
𝜙′𝜕𝑖𝜕

𝑖𝜙′ +
𝑎

2
(𝛱𝛼

′ )2 

 −
1

2
(𝛱𝛽

′ )
2

−
𝑎

2
(𝛱𝜙

′ )
2

−
𝑚2

2𝑎2
(𝛼′ + 𝜙′)2 − 𝑏𝑚𝛽′𝜙′ −

𝑎𝑏2

2
(𝜙′)2]. (23) 

Trecând la formalismul Lagrangean găsim că 

 𝑆𝑀𝑇𝐶𝑆𝑃 = ∫ 𝑑3𝑥 [−
1

2𝑎
𝛼′□𝛼′ +

1

2
𝛽′□𝛽′ +

1

2𝑎
𝜙′(□ + 𝑎2𝑏2)𝜙′ 

 +
𝑚2

2𝑎2
(𝛼′)2 +

𝑚2

2𝑎2
(𝜙′)2 +

𝑚2

𝑎2 𝛼′𝜙′ + 𝑏𝑚𝛽′𝜙′]. (24) 

 

Corespondența cu modelul MTCS 

În lucrarea [10], pornindu-se de la modelul MTCS si realizând o descompunere 

hamiltoniană s-a arătat că modelul MTCS descrie o pereche de moduri de excitație  

 𝑆𝑀𝑇𝐶𝑆 = ∫ 𝑑3𝑥 [−
1

2𝑎
𝐴□𝐴 +

1

2𝑎
𝐸(□ + 𝑎2𝑏2)𝐸], (25) 
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unul fără masa iar celălalt cu masă. Observăm absența tahyonilor pentru orice alegere 

a parametrului 𝑎 , în timp ce semnul minus dintre cei doi termeni indică prezența 

modurilor ghost. În continuare analizăm legătura dintre modelul de clasă II MTCSP și 

modelul MTCS. Analizând acțiunea Lagrange (24) remarcăm că poate fi scrisă ca suma 

dintre acțiunea (25) și termeni a căror prezență se datorează apariției termenului 

𝑚2𝐴𝜇𝐴𝜇 în acțiunea (4)  

 

Se observă simplu că modelul MTCS are două grade de libertate [10], în timp ce 

modelul MTCSP prezintă trei grade de libertate [11]. Pe baza acestei neconcordanțe 

dintre numărul gradelor de libertate, rezultă că o echivalență de tipul celei dintre 

modelele MCSP și MCS nu este posibilă. Cu toate acestea, comparând (25) cu acțiunea 

Lagrange (26) putem identifica o corespondență între gradele de libertate a celor două 

modele cu derivate de ordinul trei (𝛼′ ↔ 𝐴 and 𝜙′ ↔ 𝐸). Cel de al treilea grad de 

libertate, 𝛽 apare datorită prezenței termenului de masă 𝑚2𝐴𝜇𝐴𝜇. O analiză complete 

a modurile de excitație pentru modelul MTCSP s-a realizat în [11], [16], [17]. 
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