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ALGEBRA AJUTA GEOMETRIA
Laurentiu Calmutchi, dr. hab., prof. univ., UST

Dorin Afanas, dr. conf. univ., UST
Rezumat. In acest articol se aplici metoda algebrica de rezolvare a problemelor geometrice.
Cuvinte-chee: problema de constructie; solutie; cercetare.
Abstract. This article the algebraic method to solving geometric problems.
Keywords: problem of construction; solution; research.

Pe parcursul secolelor geometria a servit baza nu numai a matematicii, dar si a altor stiinte.
Anume in geometrie au aparut primele teoreme si primele demonstratii. Insasi legile gandirii
matematice s-au format cu ajutorul geometriei. Multe probleme geometrice au contribuit la
aparitia a noi directii stiintifice si invers, multe probleme stiintifice au fost rezolvate cu
ajutorul metodelor geometrice.

Un rol deosebit de important in dezvoltarea multor ramuri matematice revine problemelor
geometrice de constructie. Este suficient sa ne amintim de problemele cuadraturii discului,
dublarii cubului si trisectiei unghiului, care se cereau a fi rezolvate doar cu ajutorul riglei si a
compasului. Aceste probleme,aparute incd in secolul IV i.e.n., au devenit clasice si abia la
sfarsitul secolului al XIX-lea s-a demonstrat ca ele nu pot fi rezolvate cu ajutorul riglei si a
compasului. Cercetarile asupra acestor probleme au dezvoltat mai multe ramuri ale
matematicii, mai cu seama algebra,care la rindul sdu a permis de a rezolva pe o cale mai
simpld, iar uneori chiar si imposibil de a rezolva pe alta cale unele probleme geometrice.
Vom considera ca elevii au facut cunostintd cu construirea segmentului, determinat de
urmatoarele formule:

x=a+b;

x=a—b(a>Db)

x =na,unden € N;
X

=%,undenEN;

A

m
x=—a, unden,m € N;



b . . . .
6. x = aT (construirea celui de al patrulea segment proportional cu trei segmente date ).

a2
7. x—?.
8. x =+ab.
9. x =Va? + b2.

10.x =Vaz = b2 (a > b).
In continuare vom aduce exemple de aplicare a metodei algebrice la rezolvarea problemelor
geometrice de constructie.
1. Este dat triunghiul ABC. De construit pe laturile AC si BC corespunzitor punctele
D si E astfel incat [DE] si [AB] sa fie paralele, iar |AD| + |BE| = n|DE].

Fig. 1
Solutie. Sa presupunem ca problema este rezolvata si in triunghiul ABC segmentul [DE]

satisface conditiilor problemei (fig.1) . Notam laturile triunghiului ca deobicei prin a, b si ¢
Fie |CD| = x, atunci |AD| = b — x. Evident triunghiurile ABC si DEC sunt asemenea. Prin

urmare ,
% :ig: de unde obtinem: :’:LC): :ii: sau |BE| = |B|C[I1ICA|DI = a(bb_x)
Din asemanarea acelorasi triunghiuri obtinem:
|AB||CD| cx
IDE| = |ACl b

Din conditia problemei |AD| + |BE| = n|DE]|, avem:
a(b —x) _ncx

b—x+ 5 =3

Rezolvand ultima ecuatie, obtinem:
_ b(a+b)
“a+b+nc
Ramane sd construim segmentul [CD] astfel incat:

b(a + b)
a+b+nc
si prin punctul D sa construim segmentul [DE] paralel la [AB]. Problema intotdeauna admite
o singura solutie.
2. De construit triunghiul ABC, daca se cunoaste latura a, indltimea h, = h si
suma b + ¢ = s. (Fig. 2)

|ICD| =



Solutie. Fie indltimea AH imparte latura CB in segmentele CH si HB astfel incat, |CH| =

g—x , |HB|=§+x. Atunci, b=\/(§—x)2+h2,c=\/(§+x)2+h2. Conform

conditiei, avem:

a a
\/(E_x)z + h? +\/(§+x)2 +h?=S§
Rezolvand aceastd ecuatie, obtinem unica solutie pozitiva

sVs2—a2—4h?

X =

2Vs2—qa?

Fig. 2. Constructia

1/SZ_aZ;

ﬁ

2y’

ICH| =3 —x;
2

y
z

=
I

|HB| = % + x;
AAHC;
AAHB;
8. AABC —construit.
Problema are o singurd solutie pentru s > a si s? > a? — 4h?.
3. De construit un poligon regulat cu 10 laturi.
Solutie. Evident, problema construirii unui poligon cu 10 laturi va fi solutionata, daca vom

No g &~ D

imparti un cerc oarecare in 10 parti congruente. Fie w(0,r) un cerc arbitrar (fig. 3) . Sa
presupunem cd AB este latura poligonului regulat cu 10 laturi inscris in cercul dat. Unim
punctul O cu punctele A si B. Evident, in triunghiul AOB marimea unghiului AOB este
egald cu 36°. Fie BM este bisectoare in triunghiul AOB. Atunci ,

—_— —_—

ABO = BAO = BMA = 72°, ABM = MBO = 36°.



Fig. 3

: : L . . . . |4B OB
Prin urmare, triunghiurile AOB si ABM sunt asemenea si deci, ﬁ = ﬁ. (D

Notim |AB| = x, atunci |[BM| = |OM| = x, |AM| = r — x. In rezultat expresia (1)
primeste forma:
X

T
— =—sau x’+rx—r?=0
r—Xx X

Rezolvand aceastd ecuatie patratd, obtinem unica solutie pozitiva

X = —£+ /(2)2 +7r2. (2)

Asa dar, latura pentagonului regulat este determinata de formula (2) .
Observatie. Fiind construit pentagonul regulat cu 10 laturi putem considera cd am rezolvat si
problema construirii poligonului regulat cu 5 laturi. Aceasta constructie era cunoscuta inca
de elevii lui Pitagora.

4. De construit pentagonul regulat, fiind datd diagonala acestui pentagon.
Solutie. Fie problema este rezolvata si in pentagonul regulat ABCDE diagonala AC are
lungimea d (fig. 4). Sa observam, ca problema poate fi rezolvata usor, daca am putea construi
triunghiul ABC. Sa notam lungimea laturii pentagonului regulat prin a. Pe latura AC a
triunghiului ABC depunem segmentul [CM] astfel incat |CM| = a. Deoarece in pentagonul
regulat suma unghiurilor interioare este egald cu 540°, urmeaza:

ABC = 108° BAC = BCA = 36°, MBC = BMC = 72°, ABM = 36°.

Fig. 4



Prin urmare, triunghiurile ABM si ABC sunt asemenea.
lacl _

Din proportionalitatea laturilor acestor triunghiuri, urmeaza ca an]

cosau == d%a, de unde obtinem ecuatia a® + ad — d? = 0

(/5-1)d
2

Evident, d > a si atunci conditiilor problemei satisface doar a = . Dupa aceasta

formula se construeste latura acestui pentagon regulat.
Acum triunghiul isoscel ABC poate fi construit. Urmeaza sa depunem unghiurile BAE si BCD
congruente cu unghiul ABC , iar pe semidreptele [AE) si [CD) sa construim punctele E si D
corespunzitor, astfel incat |AE| = |CD| = a. In rezultat obtinem pentagonul regulat ABCD,
care si este solutia problemei.

5. De construit triunghiul dreptunghic fiind data ipotenuza c si bisectoarea [ dusa din
varful unghiului drept.
Solutie. Analiza. Fie ca triunghiul ABC satisface conditiilor problemei (fig. 5). Observam ca
acest triunghi ar putea fi construit daca am cunoaste indltimea h dusa din varful unghiului

drept. Asa cum punctul L apartine bisectoarei unghiului drept, urmeaza ca L este egal departat
de la catetele AC, BC si situat la distanta % de la aceste catete. Deoarece aria triunghiului ABC

este egala cu suma ariilor triunghiurilor BLC si ALC, avem:
%ch = %a% + %b% sau chv2 = (a + b)1,de unde
2c2h? = (a + b)?12 (1).
Din egalitatile a? + b? = c? si Zab = > ch, avem: a? + 2ab + b? = ¢? + 2ch sau
(a+b)?>=c?>+2ch. (2
Introducem expresia (2) in (1) si obtinem:
2¢%h? = (¢* + 2ch)I? sau 2ch?® — 21?°h — cl* = 0.
B

C

Fig. 5
Rezolvand ultima ecuatie patrata in raport cu h, obtinem unica solutie pozitiva

G VIZ ¥ 2¢2)

2¢ - 3
Pentru a solutiona problema vom proceda in felul urmator. Construim segmentul de lungime
h dupa formula (3). Pe o dreapta arbitrara depunem segmentul [AB] de lungime c. Pe
segmnetul [AB], ca pe diametru, construim cercul w.Construim doua drepte paralele la
dreapta (AB) la distantele h de la aceasta dreapta (fig. 6). Notam prin C unul din punctele de



intersectie al cercului w cu cele doud drepte construite. Triunghiul ABC este unul din
triunghiurile cautate. Demostratia rezultd nemijlocit din constructie.

Facand cercetarea dupa pasii de constructie ne convingem ca problema are solutii atunci si
L(1+V12+2c2) <

2C 2

. . c .o . A
numai atunci, ctnd h < p adica atunci cand

h

"

Fig. 6
Dupa unele transformari aceasta conditie are forma: [ < %
Dacal < % , cercul w are patru puncte comune cu cele doud drepte paralele construite. In acest
caz existd patru triunghiuri congruente, care satisfac conditiilor problemei. Cu exactitate de
pana la congruenta in asa caz, problema are o singura solutie. Dacd [ = %, atunci exista doua
triunghiuri dreptunghice isoscele congruente si deci, iardsi avem o singura solutie. Asa dar,
pentru | < %problema are o singura solutie.

6. De construit triunghiul ABC, daca sunt date inaltimile hg, hy, si h,.
Solutie. Din formulele de calculare a ariei triunghiului, avem:

_2s 2 28
“The TR TR
Atunci,
262525 1 1 1 hyh, hyh, hyh,
pre=2.02. 0 . . . phih hih h, =
e " h,  hy hy h, pltetftaltei el m - m
Prin urmare,

m m m
unde m este lungimea unui segment oarecare.

Construim triunghiul A, B, C; cu laturile

_ hbhc _ hahc _ hahb
Iy == bl_m' € =——.

Triunghiul A;B,C; va fi asemenea cu triunghiul ABC cu coeficientul de asemanare k =

hq: hg, . Fiind construit triunghiul A;B; C; usor se construieste si triunghiul ABC.

Problema are o singura solutie, daca poate fi construit triunghiul 4, B;C;.
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UTILIZAREA TIC LA STUDIEREA TRANSFROMARILOR
GEOMETRICE ELEMENTARE
Mitrofan Cioban, academician
Larisa Sali, dr., conf. univ.
Universitatea de Stat din Tiraspol

Analiza literaturii metodice, a opiniilor profesorilor si a experientei personale
demonstreaza faptul ca 1n scoald moderna geometria devine o bariera de netrecut pentru multi
elevi. Motivele invocate se referd la axiomatizarea timpurie, solicitarea de dovezi riguroase
pentru lucruri evidente, axarea pe metodele analitice, pe natura formala a cunostintelor si
abordarea insuficienta a procesului sub aspectul atingerii unor obiective de ordin afectiv. Este
recomandabild si psihologic justificatd dezvoltarea strategiilor de predare-invatare a
geometriei care imbind prezentarea vizuald, activitatea constructiva practica si analiza logico-
verbala.

Metoda transformarilor geometrice oferd oportunititi de punere in aplicare a unei
abordari constructive a predarii cursului sistematic de geometrie, deschide calea pentru
dezvoltarea gandirii spatiale, reflecta legi generale si relatii dialectice ale fenomenelor
realitatii.

Metoda transformarilor geometrice este una dintre ideile fundamentale utilizate in
cursul sistematic al geometriei, exclusivitatea careea se datoreaza si urmatoarelor prevederi:

- activitatile practice joacd un rol important in dezvoltarea competentelor matematice
la acest capitol;

- transformadrile geometrice isi gasesc aplicare nu numai in cursul de geometrie, dar,
de asemenea, 1n cursurile scolare de algebra (functiile), fizicd (mecanica, optica), chimie
(corpurile cristaline), desen (construirea de imagini in diferite proiectii) si permit sa
consolideze relatiile intermediare ale geometriei cu alte discipline;

- transformarile geometrice se asociaza in structura de grup;

- transformarile geometrice se interpreteaza ca generalizari ale conceptului de functie
si studierea lor permite crearea reprezentarilor despre figurile geometrice, dar si corelatiile

intre compartimentele matematicii.



