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INTEGRABILITATEA DARBOUX PENTRU SISTEMELE DIFERENTIALE
CUBICE CE POSEDA TREI DREPTE INVARIANTE REALE iN POZITIE
GENERICA A CAROR MULTIPLICITATE TOTALA ESTE EGALA CU SASE
iMPREUNA CU DREAPTA DE LA INFINIT
Vadim Repesco, dr., conf. univ. inter.

Catedra AMED, Universitatea de Stat din Tiraspol

Rezumat. Fie sistemul diferential cubic general)'(ZP(X, y), y=Q(X, y), unde P,QER[X, y],

max{deg P,deg Q} =3, GCD( P, Q) =1. Conform [1], un sistem diferential este integrabil Darboux, daca

sistemul dat posedd un numar suficient de drepte invariante considerate cu multiplicitatile lor. In aceasta
lucrare se obtin 2 sisteme ce reprezinta formele canonice ale sistemelor diferentiale cubice ce poseda trei drepte
invariante reale in pozitie generica a caror multiplicitate totald este egald cu sase impreuna cu dreapta de la

infinit. Mai mult de atat, sunt calculati factorii lor integranti de tip Darboux.

Abstract. Consider the general cubic differential system X = P(x, y), y= Q(x, y), where P,Q e R[X, y] ,
max {deg P,deg Q} =3 ,GCD(P,Q)=1. According to [1], a differential system is Darboux integrable if

this system has sufficiently many invariant straight lines considered with their multiplicities. In this paper we
obtain 2 canonical forms of cubic differential systems which possess three real invariant straight lines in
generic position of total multiplicity seven including the straight line at the infinity. Moreover, we compute
their Darboux integrating factors.

Cuvinte cheie: sistem diferential cubic, dreapta invariantd, integrabilitate Darboux.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line, Darboux integrability.

Introducere
Consideram sistemul diferential polinomial real de ecuatii diferentiale



dx

pra P(x,y)
: GCD(P,Q)=1 1)

Y Qx.y)

dt '
si campul vectorial asociat acestui sistem
0 0

X=P(x,y)=— Y)—. 2
()2 Q%)% @

Notim prin n=max {deg(P),deg (Q)} Dacd n=2, atunci sistemul se numeste patratic, iar
dacd n=3, atunci sistemul se numeste cubic.

Definitia 1: Funcfia F(x,y) se numeste integrald prima a sistemului diferential (1) pe
domeniul deschis D din R?, dacd functia F(X,y) este o functie neconstantd in acest domeniu,

dar este constantd pe fiecare traiectorie (x(t), y(t)) e D determinata de solutia sistemului

(1).

Definitia 2: O curba algebrica f(x,y)=0, feC[xy] se numeste curba algebrica
invariantd a sistemului (1), daca exista un polinom K, eC[x,y], astfel incdt are loc

identitatea
X(f)=f(xy)K(xy). (3)
Sistemul (1) se numeste integrabil Darboux, daca existd o functie neconstanta de forma
F=f* f2....f5, unde f, este o curba algebrica invariantd i 1, eC, j=1s, astfel incat
F este sau o integrald prima, sau un factor integrant pentru (1). In lucrarea [1] s-a demonstrat
ca sistemul diferential (1) este integrabil Darboux, daca el posedd un anumit numar de drepte
invariante (ce se contorizeaza impreuna cu multiplicitatile lor). Numarul suficient de drepte
invariante depinde de gradul sistemului diferential polinomial.
Teorema 1: Pentru ca sistemul (1) sa posede integrala prima Darboux (factor integrant
Darboux) este necesar si suficient ca sa existe asa constante «;, i=1,...,s nu toate identic
egale cu zero, incdt sa aiba loc identitatea:
K, (% y)+aK, (X y)+..+aK (xy)=0 (4)

_6P(x,y)_6Q(x,y)J
OX oy

Curbele algebrice invariante de ordinul | de forma f (x,y) = ax+ By +y se numesc drepte

(alel(x,y)Jraszz(x,y)+...+aSKfs(x,y) (5)

invariante. Existd mai multe tipuri de multiplicitati pentru curbele algebrice invariante, de
exemplu: multiplicitate paraleld, multiplicitate geometrica, multiplicitate algebrica etc.
Definitiile diferitor tipuri de multiplicitati sunt aduse in [2]. Tot din aceastd lucrare aducem

definitia multiplicitatii algebrice pe care o vom folosi in continuare.



Definitia 2: Fie C, [X] spatiul vectorial de polinoame pe C[x] de gradul maxim m. Atunci
acest spatiu are dimensiunea R=C . Fie v,,v,,...,V; 0 bazd a spatiului C_[x]. Daca k este
cel mai mare numdr natural incdt functia f(x,y) ridicatd la puterea k divide polinomul

detM_, unde

X" (v) XFH(v,) o XFY(v)
atunci curba algebrica invarianta f de gradul ma campului vectorial X poseda

multiplicitatea algebrica K .

Expresia X**(v,) semnifica aplicarea operatorului X de R-1 ori asupra vectorului v, ,
adica X**(v,) =X(X*(v,)).

Numeroase lucrari sunt consacrate studiului sistemelor diferentiale polinomiale cu drepte
invariante. In [3] se estimeaza numirul de drepte invariante ce poate avea un sistem diferential
polinomial. Problema coexistentei dreptelor invariante si a ciclurilor limita este studiatd in
[4,5], iar problema coexistentei pentru sistemele cubice a dreptelor invariante si a punctelor
singulare de tip centru este cercetata 1n [6,7]. Clasificarea tuturor sistemelor cubice ce poseda
noud drepte invariante incluzand si multiplicitdtile lor a fost efectuata in [8,9]. Sistemele
cubice ce posedi exact opt drepte invariante au fost studiate in [10]. In [11,12] au fost studiate
sistemele cubice cu sase drepte invariante reale de-a lungul a doua si trei directii.

In aceastd lucrare se va demonstra ca sistemele diferentiale cubice ce au trei drepte
invariante situate in pozitie genericd a caror multiplicitate totald este egala cu sase (incluzand
dreapta de la infinit) sunt integrabile Darboux.

Rezultatul principal

Teorema 2: Orice sistem diferential cubic ce poseda trei drepte in pozitie genericda de
multiplicitatea totala sase impreund cu dreapta de la infinit este integrabil Darboux si printr-
o transformare afind si rescalare a timpului poate fi adus la unul din urmatoarele doud forme
canonice:

)'(:XZ(X—ZI.), a=0, ] ] L=x-11,,=X,
1. , ,, Cudreptele invariante planare '
y=y(-ay+x* +axy+ay’), s = Yo lg =X+ y -1,
x-1 .
u(xy)= - factorul integrant.

x’y? (x+y-1)
X =x(ax—y—ax?—axy), . . l.=xl.=y-1

(ax-y y) cu dreptele invariante planare ** ' Y
y=y(l-y), a=0, L=yl =x+y-1,



oyl
Xy (x+y-1)

Remarcam ca prin pozitie generica a trei drepte intelegem pozitia a trei drepte distincte

u(xy)= - factorul integrant.

concurente ce nu se intersecteaza intr-un punct, adica se intersecteaza doua cate doua.
Metode aplicate
Vom cerceta sistemul diferential cubic, adica sistemul (1) de forma

{)’(:a0+P1(x,y)+ P (% Y)+PR(xY),
y:bo+Q1(X' y)+Q2(X’ Y)+Q3(X,Y),

unde R(x,y) si Q(xy), i=13 sunt polinoame omogene de gradul i, iar coeficientii acestor

(6)

polinoame  sunt  parametri  reali  arbitrari, adica P(xy)=>a. X'y,
j=0

Q(xy)=2b X7y i=13.
=0

Pe langa conditiile de existentd a dreptelor invariante, vom folosi conditii de
multiplicitate. Conform definitiei 2, obtinem pentru sistemul diferential cubic cu drepte
invariante cd R=C7 =3, iar drept baza a spatiului vectorial de polinoame C,[x]| putem alege

v, =1v, = x,v, = y. Atunci matricea M, va avea forma

1 X y
Me=[0 P(xy) Q(xY) |-
0 X(P) X(Q)

In acest caz, polinomul detM, are forma detM, = PX(Q)-QX(P) si este un polinom de

gradul 8 in raport cu x si y. Astfel, dreapta x=0 este invarianta dacd si numai daca
7 o
polinomul detM, poate fi scris sub forma detM, =x>_A(y)x', unde deg{A(y)}=7-i.In
i=0
plus, daca polinoamele A(y),A(Y),...A(y), kel6, sunt identic egale cu zero, atunci
dreapta x =0 are multiplicitatea algebrica egala cu k+2.
Pentru a studia multiplicitatea dreptei de la infinit, efectudm transformarea Poincaré
1 .y

x==, y=<=. Multiplicitatea dreptei de la infinit coincide cu multiplicitatea dreptei X=0 a
X X

sistemului



Obtinerea sistemelor

Initial dorim sd obtinem sistemele cubice ce poseda trei drepte in pozitie generica.
Doui din aceste trei drepte invariante pot fi ficute si coincidi cu axele de coordinate. Intr-
adevar, aducem Lema 1.3.2 din [13]:

Lema: Daca |,=ax+py+y;=0, j=12, af,—a,f,#0, sunt doua drepte invariante
reale pentru sistemul (6), atunci transformarea (x,y) — (a.x+ By + 7, a,x+ B,y +7,) reduce
acest sistem la unul de forma Lotka-Volterra
X = x(a10 + X+ 8y, Y + 8goX” +8,, XY +3,,Y° )
{y = y(b01 +by X +by,y +b, x> +by,Xy + bosyz)

A treia dreaptd invariantd este de forma |, = a,x+ B,y +y, =0. Observam ca aceastd dreapta

(7)

la intersectia cu dreptele invariante |, si |, genereazd doud puncte singulare (0,—ﬁJ s
3

(—ﬁ,o) Printr-o scalare a axelor de coordonate, vom aduce aceste puncte [0,—ﬁj —(0,1)
3

si (——,Oj —(1,0). Astfel, dreapta I,, ce trece prin aceste puncte, o vom cduta sub forma

l, =x+y—-1=0. Sistemul (7) poseda dreapta invariantd |, daca si numai daca au loc conditiile

g0 =~ — 8y Bos = by — By, by, = -8y, +a, —ay, —a, +0y +by, +b, St
b,=-a,—a,—a,—2b,,—b,, —b,. Astfel, sistemul (7) ce are dreapta invarianta I, sau sistemul

sistemul (5) ce poseda dreptele invariante |, =x, |,=y si |,=x+y-1 are forma

X= X(aio +aX+a,;,y— (aio + azo)X2 +a,, Xy + aizyz)
y = y(b01 + b11X + bozy - (2310 +a;;+3,ta, + b01 + bll)X2 - (8)
- (aio +a,;,ta;,+ 2b01 + boz + bll)xy - (b01 + boz)yz)

Sistemul dat are drepte aflate In pozitie generica pe care il vom nota prin (1,1,1)+1. Notatia
datd ne permite sa descriem numarul de drepte invariante, directiile lor si multiplicitatea
fiecarei drepte invariante. De exemplu, configuratia (1(4),1,1)+1(3) constd din 3 drepte
distincte in planul finit dupa 3 directii, o dreapta din acestea are multiplicitatea 4 si dreapta
de la infinit are multiplicitatea 3.

Consideram sistemul diferential (8) ce are dreptele invariante |, I, si I,cu multiplicitatea

totald egala cu sase incluzand dreapta de la infinit. Atunci sistemul dat poate avea drepte doar
de configuratiile

1. (1(3),1,1)+1 2. (1(2),1(2),1)+1

3.(1(2),1,1)+1(2) 4.(1,1,1)+1(3)



1. (1(3),1,1)+1 Conform definitiei multiplicitatii algebrice a dreptelor invariante, sistemul
(8) poseda configuratia (1(2),1,1)+1 de drepte invariante daca si numai daca polinomul

A (y) se anuleaza, unde

Ay () =2y (B4 — by ) oy + 8,6 (@ygby, + 28,0y, —by)” + 8y, —3bpby, )y +(28408,,0y, + 2,y +
+22,08,, D, + 38,0, + 8y, 0,7 + 28,53, Joy, + @, bl — @,y by, — 2a,0b," ) Y7 + (2,70, + 28,58,y +
+2a,,a,b,, +3a,0,,° +2a,,b,,° +a,b,* +a,’b, +2a,a,b,, +6a,0,b, +a,b,b, +a,b,b, +
+38,0b,,” — 8,0, ) Y° H(8y, + by + by ) (28,00, + @b, + 22,00, ) y* -+, (g 10y, ) (B, + by, +by,) Y
Egaland acest polinom cu zero, se obtin 7 seturi de conditii asupra coeficientilor sistemului

(8), adica obtinem 7 sisteme cubice cu drepte invariante de configuratia (1(2),1,1)+1. Insa,

punand conditia ca dreapta invarianta |, =x=0 sd aiba multiplicitatea trei, adicd pentru
fiecare sistem cerem A (y)=0, obtinem multime vidd. Am aratat ca sistemele cubice nu

pot avea drepte invariante de configuratia (1(3),1,1)+1.

2. (1(2),1(2),1)+1 Punand conditia ca dreapta invarianta |, =y =0 sa aiba multiplicitatea
doi pentru cele 7 sisteme de configuratia (1(2),1,1)+1, obtinem o unica solutie. Adica exista
un singur sistem cu drepte invariante de configuratia (1(2),1(2),1)+1 ce are forma

{)’( =—a, (—1+X) X%,

y= _Y(azox2 —by,y + by, xy + bozyz)'

A o P o : .
Introducand parametrul a,, in timp si notand —%2 =a, cu conditia a =0, obtinem sistemul
a'20

1 din Teorema 2.

3.(1(2),1,1)+1(2) Punand conditia ca dreapta invarianta de la infinit sa aiba multiplicitatea
doi pentru cele 7 sisteme de configuratia (1(2),1,1)+1, obtinem doua solutii algebrice.
Analog sistemului 1, efectudnd unele notatii si transformari, sistemele obtinute sunt aduse
la forma sistemului 2 din Teorema 2. Adica, solutiile obtinute genereaza o singurd forma
canonica cu drepte invariante de configuratia (1(2),1,1)+1(2).

4. (1,1,1)+1(3) A ramas de studiat configuratia (1,1,1)+1(3). Cerand ca sistemul (6) sa
posede dreapta invariantd de la infinit de multiplicitatea 2, adica sa aiba drepte invariante
de configuratia (1,1,1)+1(2), obtinem 6 solutii. Insi, conditia ca infinitul si aiba
multiplicitatea 3 ne da multime vida, adica sisteme diferentiale cubice de configuratia
(1,1,1)+1(3) nu exista.

Remarcam ca sistemului cubic (6) i-au fost impuse conditii de existentd a trei drepte
invariante planare care sd posede multiplicitatea sase impreund cu dreapta de la infinit.
Insa, pentru ambele sisteme obtinute, a mai aparut o dreapta invarianta in plus, astfel incat
multiplicitatea tuturor dreptelor invariante a devenit sapte. Aceste sisteme nu poseda
integrale de tip Darboux, dar folosind formula (5), se arata ca ele poseda factori integranti

de tip Darboux si ei sunt adusi in Teorema 2.
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