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INTEGRABILITATEA DARBOUX PENTRU SISTEMELE DIFERENȚIALE 

CUBICE CE POSEDĂ TREI DREPTE INVARIANTE REALE ÎN POZIȚIE 

GENERICĂ A CĂROR MULTIPLICITATE TOTALĂ ESTE EGALĂ CU ȘASE 

ÎMPREUNĂ CU DREAPTA DE LA INFINIT 

Vadim Repeșco, dr., conf. univ. inter. 

Catedra AMED, Universitatea de Stat din Tiraspol 

Rezumat. Fie sistemul diferențial cubic general  yxPx , ,  yxQy , , unde  , ,P Q x y , 

 max deg ,deg 3P Q  ,  , 1GCD P Q  . Conform [1], un sistem diferențial este integrabil Darboux, dacă 

sistemul dat posedă un număr suficient de drepte invariante considerate cu multiplicitățile lor. În această 

lucrare se obțin 2 sisteme ce reprezintă formele canonice ale sistemelor diferențiale cubice ce posedă trei drepte 

invariante reale în poziție generică a căror multiplicitate totală este egală cu șase împreună cu dreapta de la 

infinit. Mai mult de atât, sunt calculați factorii lor integranți de tip Darboux. 

Abstract. Consider the general cubic differential system  yxPx , ,  yxQy , , where  , ,P Q x y , 

 max deg ,deg 3P Q  ,  , 1GCD P Q  . According to [1], a differential system is Darboux integrable if 

this system has sufficiently many invariant straight lines considered with their multiplicities. In this paper we 

obtain 2 canonical forms of cubic differential systems which possess three real invariant straight lines in 

generic position of total multiplicity seven including the straight line at the infinity. Moreover, we compute 

their Darboux integrating factors. 

Cuvinte cheie: sistem diferențial cubic, dreaptă invariantă, integrabilitate Darboux. 

Keywords: cubic differential system, invariant straight line, Darboux integrability. 

 

Introducere 

Considerăm sistemul diferențial polinomial real de ecuații diferențiale 
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                    (1) 

și câmpul vectorial asociat acestui sistem 

      , ,P x y Q x y
x y

 
 

 
.                        (2) 

Notăm prin     max deg ,degn P Q . Dacă 2n  , atunci sistemul se numește pătratic, iar 

dacă 3n  , atunci sistemul se numește cubic.  

Definiția 1:  Funcția  ,F x y  se numește integrală primă a sistemului diferențial (1) pe 

domeniul deschis D din 2 , dacă funcția  ,F x y  este o funcție neconstantă în acest domeniu, 

dar este constantă pe fiecare traiectorie     ,x t y t D  determinată de soluția sistemului 

(1). 

Definiția 2:  O curbă algebrică  , 0f x y  ,  ,f x y  se numește curbă algebrică 

invariantă a sistemului (1), dacă există un polinom  ,fK x y , astfel încât are loc 

identitatea  

     , , .ff f x y K x y                         (3) 

Sistemul (1) se numește integrabil Darboux, dacă există o funcție neconstantă de forma 

1 2

1 2 ... s

sF f f f
 

    , unde 
jf  este o curbă algebrică invariantă și 

j  , 1,j s , astfel încât 

F este sau o integrală primă, sau un factor integrant pentru (1).  În lucrarea [1] s-a demonstrat 

că sistemul diferențial (1) este integrabil Darboux, dacă el posedă un anumit număr de drepte 

invariante (ce se contorizează împreună cu multiplicitățile lor). Numărul suficient de drepte 

invariante depinde de gradul sistemului diferențial polinomial.  

Teorema 1: Pentru ca sistemul (1) să posede integrală primă Darboux (factor integrant 

Darboux) este necesar și suficient ca să existe așa constante i , 1,...,i s   nu toate identic 

egale cu zero, încât să aibă loc identitatea: 

     
1 21 2, , ... , 0

sf f s fK x y K x y K x y            (4) 

     
   

1 21 2

, ,
, , ... ,

sf f s f

P x y Q x y
K x y K x y K x y

x y
  

  
      

  
   (5) 

Curbele algebrice invariante de ordinul I de forma  ,f x y x y      se numesc drepte 

invariante. Există mai multe tipuri de multiplicități pentru curbele algebrice invariante, de 

exemplu: multiplicitate paralelă, multiplicitate geometrică, multiplicitate algebrică etc. 

Definițiile diferitor tipuri de multiplicități sunt aduse în [2]. Tot din această lucrare aducem 

definiția multiplicității algebrice pe care o vom folosi în continuare.  



Definiția 2: Fie  m x  spațiul vectorial de polinoame pe  x  de gradul maxim m . Atunci 

acest spațiu are dimensiunea n

n mR C  . Fie 
1 2, ,..., Rv v v  o bază a spațiului  m x . Dacă k este 

cel mai mare număr natural încât funcția  ,f x y  ridicată la puterea k  divide polinomul 

det RM , unde 
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atunci curba algebrică invariantă f  de gradul m a câmpului vectorial  posedă 

multiplicitatea algebrică k . 

Expresia  1

1

R v  semnifică aplicarea operatorului  de 1R   ori asupra vectorului 1v , 

adică     1k k

i iv v  . 

Numeroase lucrări sunt consacrate studiului sistemelor diferențiale polinomiale cu drepte 

invariante. În [3] se estimează numărul de drepte invariante ce poate avea un sistem diferențial 

polinomial. Problema coexistenței dreptelor invariante și a ciclurilor limită este studiată în 

[4,5], iar problema coexistenței pentru sistemele cubice a dreptelor invariante și a punctelor 

singulare de tip centru este cercetată în [6,7]. Clasificarea tuturor sistemelor cubice ce posedă 

nouă drepte invariante incluzând și multiplicitățile lor a fost efectuată în [8,9]. Sistemele 

cubice ce posedă exact opt drepte invariante au fost studiate în [10]. În [11,12] au fost studiate 

sistemele cubice cu șase drepte invariante reale de-a lungul a două și trei direcții.  

În această lucrare se va demonstra că sistemele diferențiale cubice ce au trei drepte 

invariante situate în poziție generică a căror multiplicitate totală este egală cu șase (incluzând 

dreapta de la infinit) sunt integrabile Darboux. 

Rezultatul principal 

Teorema 2: Orice sistem diferențial cubic ce posedă trei drepte în poziție generică de 

multiplicitatea totală șase împreună cu dreapta de la infinit este integrabil Darboux și printr-

o transformare afină și rescalare a timpului poate fi adus la unul din următoarele două forme 

canonice: 

1. 
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  - factorul integrant. 
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 
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x y x y



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 
  - factorul integrant. 

Remarcăm că prin poziție generică a trei drepte înțelegem poziția a trei drepte distincte 

concurente ce nu se intersectează într-un punct, adică se intersectează două câte două.  

Metode aplicate 

Vom cerceta sistemul diferențial cubic, adică sistemul (1) de forma 

     

     

0 1 2 3

0 1 2 3

, , , ,

, , , ,
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y b Q x y Q x y Q x y

   


   

                      (6) 

unde  ,iP x y  și   ,iQ x y , 1,3i   sunt polinoame omogene de gradul i , iar coeficienții acestor 

polinoame sunt parametri reali arbitrari, adică    ,

0

,
i

i j j

i i j j

j

P x y a x y





 , 

  ,

0

,
i

i j j

i i j j

j

Q x y b x y





 , 1,3i  .  

Pe lângă condițiile de existență a dreptelor invariante, vom folosi condiții de 

multiplicitate. Conform definiției 2, obținem pentru sistemul diferențial cubic cu drepte 

invariante că 2

3 3R C  , iar drept bază a spațiului vectorial de polinoame  1 x  putem alege 

1 2 31, ,v v x v y   . Atunci matricea RM  va avea forma  

   

   
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x y

M P x y Q x y

Q
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 
 

. 

În acest caz, polinomul det RM
 
are forma    det RM P Q Q P 

 
și este un polinom de 

gradul 8 în raport cu x  și y . Astfel, dreapta 0x   este invariantă dacă și numai dacă 

polinomul det RM  poate fi scris sub forma  
7

0

det i

R i

i

M x A y x


  , unde   deg 7iA y i  . În 

plus, dacă polinoamele  0A y ,    1 ,..., kA y A y , 1,6k , sunt identic egale cu zero, atunci 

dreapta 0x   are multiplicitatea algebrică egală cu 2k  .  

Pentru a studia multiplicitatea dreptei de la infinit, efectuăm transformarea Poincaré  

1
x

x
 , 

y
y

x
 . Multiplicitatea dreptei de la infinit coincide cu multiplicitatea dreptei 0x   a 

sistemului 

3 3
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1 1
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, .

y y
x yx P x Q

x x x x
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y x P

x x

    
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    


        

  



Obținerea sistemelor 

 Inițial dorim să obținem sistemele cubice ce posedă trei drepte în poziție generică. 

Două din aceste trei drepte invariante pot fi făcute să coincidă cu axele de coordinate. Într-

adevăr, aducem Lema 1.3.2 din [13]: 

Lemă: Dacă 
1 2 2 10, 1,2, 0j j j jl x y j             , sunt două drepte invariante 

reale pentru sistemul (6), atunci transformarea    1 1 1 2 2 2, ,x y x y x y         
 
reduce 

acest sistem la unul de forma Lotka-Volterra 

 
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
                    (7) 

A treia dreaptă invariantă este de forma 3 3 3 3 0l x y      . Observăm că această dreaptă 

la intersecția cu dreptele invariante 1l   și 2l  generează două puncte singulare 3

3

0,




 
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 
 și 

3

3

,0




 
 
 

. Printr-o scalare a axelor de coordonate, vom aduce aceste puncte  3

3

0, 0,1

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 
  
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și  3

3

,0 1,0




 
  
 

. Astfel, dreapta 3l , ce trece prin aceste puncte, o vom căuta sub forma 

3 1 0l x y    . Sistemul (7) posedă dreapta invariantă 3l  dacă și numai dacă au loc condițiile  

30 10 20a a a   , 03 01 02b b b   , 21 10 12 20 21 01 02 12b a a a a b b b         și 

11020112111012 2 bbbaaab  . Astfel, sistemul (7) ce are dreapta invariantă 3l  sau sistemul 

sistemul (5) ce posedă dreptele invariante 1l x , 2l y  și 3 1l x y    are forma 
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          (8) 

Sistemul dat are drepte aflate în poziție generică pe care îl vom nota prin (1,1,1)+1. Notația 

dată ne permite să descriem numărul de drepte invariante, direcțiile lor și multiplicitatea 

fiecărei drepte invariante. De exemplu, configurația (1(4),1,1)+1(3) constă din 3 drepte 

distincte în planul finit după 3 direcții, o dreaptă din acestea are multiplicitatea 4 și dreapta 

de la infinit are multiplicitatea 3.  

Considerăm sistemul diferențial (8) ce are dreptele invariante 1l , 2l  și 3l cu multiplicitatea 

totală egală cu șase incluzând dreapta de la infinit. Atunci sistemul dat poate avea drepte doar 

de configurațiile 

1. (1(3),1,1)+1 2. (1(2),1(2),1)+1 

3. (1(2),1,1)+1(2) 4. (1,1,1)+1(3)  



1. (1(3),1,1)+1 Conform definiției multiplicității algebrice a dreptelor invariante, sistemul 

(8) posedă configurația (1(2),1,1)+1 de drepte invariante dacă și numai dacă polinomul 

 0A y  se anulează, unde

      2 2

10 10 01 01 10 10 01 11 01 01 10 02 01 02 10 11 00 1 11 012 3 2a a b b a a b a b b a b bA y b y a a b a b        

 2 2 2 2

10 12 01 10 01 12 01 10 11 02 10 01 02 11 01 02 10 02 11 01 10 01

2

122 3 2 2 2ya a b a b a b a a b a b b a b b a b a b a a b        

2 2 2 2

11 12 01 10 01 11 01 12 01 11 02 10 12 02 10 01 02 11 01 02 12 01 022 3 2 2 6a a b a b a b a b a b a a b a b b a b b a b b         

      2 2 4 5

10 02 11 02 12 01 02 11 01 12 01 11 02 12 01 02 12 01 0

3

23 2 2a b a b a b b a b ay b a b y a b b a b b y         

Egalând acest polinom cu zero, se obțin 7 seturi de condiții asupra coeficienților sistemului 

(8), adică obținem 7 sisteme cubice cu drepte invariante de configurația (1(2),1,1)+1. Însă, 

punând condiția ca dreapta invariantă 1 0l x   să aibă multiplicitatea trei, adică pentru 

fiecare sistem cerem  1 0A y  , obținem mulțime vidă. Am arătat că sistemele cubice nu 

pot avea drepte invariante de configurația (1(3),1,1)+1.  

2. (1(2),1(2),1)+1 Punând condiția ca dreapta invariantă 2 0l y   să aibă multiplicitatea 

doi pentru cele 7 sisteme de configurația (1(2),1,1)+1, obținem o unică soluție. Adică există 

un singur sistem cu drepte invariante de configurația (1(2),1(2),1)+1 ce are forma 

 

 

2

20

2 2

20 02 02 02

,1

.

a x x

y a x b y b xy b y

x

y

  

   

 




 

Introducând parametrul 20a  în timp și notând 02

20

b
a

a
 , cu condiția 0a  , obținem sistemul 

1 din Teorema 2. 

3. (1(2),1,1)+1(2) Punând condiția ca dreapta invariantă de la infinit să aibă multiplicitatea 

doi pentru cele 7 sisteme de configurația (1(2),1,1)+1, obținem două soluții algebrice. 

Analog sistemului 1, efectuând unele notații și transformări, sistemele obținute sunt aduse 

la forma sistemului 2 din Teorema 2. Adică, soluțiile obținute generează o singură formă 

canonică cu drepte invariante de configurația (1(2),1,1)+1(2). 

4. (1,1,1)+1(3) A rămas de studiat configurația (1,1,1)+1(3). Cerând ca sistemul (6) să 

posede dreapta invariantă de la infinit de multiplicitatea 2, adică să aibă drepte invariante 

de configurația (1,1,1)+1(2), obținem 6 soluții. Însă, condiția ca infinitul să aibă 

multiplicitatea 3 ne dă mulțime vidă, adică sisteme diferențiale cubice de configurația 

(1,1,1)+1(3) nu există. 

Remarcăm că sistemului cubic (6) i-au fost impuse condiții de existență a trei drepte 

invariante planare care să posede multiplicitatea șase împreună cu dreapta de la infinit. 

Însă, pentru ambele sisteme obținute, a mai apărut o dreaptă invariantă în plus, astfel încât 

multiplicitatea tuturor dreptelor invariante a devenit șapte. Aceste sisteme nu posedă 

integrale de tip Darboux, dar folosind formula (5), se arată că ele posedă factori integranți 

de tip Darboux și ei sunt aduși în Teorema 2. 
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