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Rezumat. in articol sunt examinate modalititi de tratare didactica a ctorva exemple care permit realizarea
unor legaturi interdisciplinare in cadrul activititilor matematice cu elevii capabili de performante inalte. in
particular, sunt expuse situatii de naturd combinatoriald ce descriu anumite tipuri de miscare si pozitionare
spatiald care se modeleaza cu ajutorul relatiilor de ordine in spatiu si timp.
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Abstract. The article examines ways of didactic treatment of some examples that allow the realization of
interdisciplinary connections in mathematical activities with capable of high performance students. In
particular, situations of a combinatorial nature that describe certain types of movement and spatial positioning
that are modeled using order relations in space and time are examened.
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Introducere

Diferite studii au aratat cd dexteritatile matematice elementare sunt legate de o sandtate
mai bund la maturitate, acestea influenteaza luarea deciziilor zilnice, analiza problemelor si
gasirea solutiilor in baza datelor disponibile, lasand la o parte emotiile. Mai mult,
familiarizarea cu calculele din copilérie ar putea influenta obtinerea unui loc de munca mai
bun in viitor. Cercetarile au ardtat ca persoanele care sunt mai putin pricepute la matematica
sunt mai susceptibile de a fi someri pe termen lung si de a avea economii de pensionare mai
putin satisfacatoare.

Matematica are frumusetea si rigoarea sa logica formald, dar este inteleasa si ca
instrument pentru practica in intreaga lume. Legile matematicii nu sunt percepute diferit in
dependenta de religie sau limba vorbita. Educatia matematica poseda caracteristici multiple
care o fac un instrument puternic pentru formarea abilitatilor esentiale pentru viata.

Abilitatile obtinute prin rezolvarea problemelor de matematica ne pot ajuta sa abordam
problemele din diverse domenii ale vietii. Desi multi se plang cd matematica este plictisitoare
sau complicatd, adevarul este cd o viata lipsitd de matematica ar insemna sd fii lipsit de
posibilitatea de a pune in valoare experienta acumulata de omenire si sa intelegi lucrurile la
un nivel mult mai putin interesant decat ai fi putut.

Abordarea interdisciplinara

In sistemul educational accentul interdisciplinaritate se pune uneori dintr-0 convingere
comuna ca disciplinele traditionale nu sunt capabile sau nu doresc sa abordeze o problema
importantd. Stiintele naturii s1 matematica au abordari diferite fata de obiectele studiate, insa

doar prin efort comun pot fi solutionate cu succes problemele formulate. Conceptul
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educational STEM se bazeaza pe ideea de educare a elevilor si studentilor, folosind o abordare
multi-disciplinara si aplicata.

Constructiile matematice de la sine nu au legdtura cu proprietatile lumii inconjuratoare,
ele sunt constructii pur logice, dobandind sens numai atunci cand sunt aplicate sistemelor
fizice reale. Martin Gardner considera ca observarea, experimentul se realizeaza nu doar
pentru a face lucrurile credibile, dar pentru a le explicita pentru intelegere [1]. Aceasta regula
fundamentala a facut din el unul dintre cei mai de succes profesori si popularizatori ai stiintei
in America.

In didactica matematicii pornind de la problemele pur matematice se purcede la
compunerea de probleme cu caracter practic sau interdisciplinar urmarind scopul de a arata
aplicabilitatea modelelor matematice. M. Gardner scria [2], citindu-1 pe H. Dudeney, ca, in
lipsa unei liste bibliografice a cartilor de matematica recreationala, entuziastii pierd timpul in
zadar compunand probleme (mentiondnd ca la acel moment era deja editatd o asemenea
lucrare [3]).

Integrarea ideilor din combinatorica in contexte
O abordare interdisciplinard a procesului de compunere a problemelor presupune, cel

putin, doud surse care se completeaza reciproc (vezi Figura 1.).

&

Fiind data o Pentru o problema
situatie reald se matematica se
compune o creaza o situatie
problema care descrie aspecte
matematica. ale realitatii.

o g

Figura 1. Compunerea problemelor legate de contexte reale

Compunerea de probleme este 0 activitate de o responsabilitate deosebita. La
compunerea problemelor ce se refera la contexte din cotidian sau din domenii experimentale
apar dificultati care tin de specificul situatiei. Adesea cunostintele de cultura generala nu sunt
suficiente pentru a tine cont de toate aspectele. Nu este vorba de a interzice compunerea
problemelor. Dar autorul va trebui sa-si asume testarea enuntului intr-un grup de rezolvitori
competenti in aria curriculara careia ii apartine contextul problemei. Vom exemplifica cele
expuse mai sus prin exemple de natura combinatorica, care sunt “imbracate” in diverse
contexte.

Exemplul 1. Cinci bile identice sunt amplasate la anumite distante una de alta de-a
lungul unei drepte orizontale. Ele se deplaseazd de la stanga spre dreapta. In intdmpinarea
lor, de-a lungul aceleiasi linii drepte, se deplaseaza alte 5 bile de la dreapta spre stinga.

Vitezele bilelor sunt egale. La ciocnirea oricaror doua bile, ele ricoseaza si isi schimba sensul
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miscarii, iar viteza dupa ciocnire ramdne neschimbata. Cdte ciocniri vor avea loc?
(Concursul ”Tournament of the Towns”, 2001 [4]).

Discutie: Se constata cad ciocnirile au loc in ambele grupuri de bile in acelasi mod.
Situatia descrie ciocnirea perfect elastica (fara pierdere de energie) dintre doua bile identice:
dupa ciocnire bila a doua va prelua viteza bilei 1, iar bila 1 viteza bilei 2. Aparent bilele isi
schimba identitatea.

Faptul ca bilele se deplaseazd de-a lungul dreptei presupune ca bilele de la extremitati
dupa ciocnire se vor deplasa fard a intdlni obstacole si nu vor mai reveni in ansamblul de 8
bile rdmase.

Solutie. Prima metoda. Bilele de la extremitdti (cea mai din stdnga si cea mai din
dreapta) se vor ciocni cate o singurd datd cu bilele de pe pozitia a doua de la extremitati: in
total 2 - 1 = 2 ciocniri. Bilele de pe pozitia a doua de la extremitati se vor ciocni cate o data
cu bilele de la extremitati si de cate douad ori cu bilele de pe pozitia a treia de la extremitati:
in total incd 2 - 2 = 4 ciocniri. Bilele de pe pozitia a treia de la extremitati se vor ciocni de
cate doua ori cu bilele de pe pozitia a doua de la extremitati si de céte trei ori cu bilele de pe
pozitia a patra de la extremitati: in total inca 2 - 3 = 6 ciocniri.

Bilele de pe pozitia a doua de la extremitati se vor ciocni de cate trei ori cu bilele de pe
pozitia a treia de la extremitati si de cate patru ori cu bilele de pe pozitia a cincea de la
extremitati: in total inca 2 - 4 = 8 ciocniri. Bilele din mijloc se vor ciocni de cate patru ori cu
bilele de pe pozitia a patra de la extremitati si de cinci ori intre ele.

Atunci numarul total de ciocnirivafi: 2+ 4+ 6 +8+ 5 = 25.

Metoda a doua. Deoarece bilele nu-si schimba viteza dupa ciocnire, ne putem imagina ca
dupa ciocnire bilele se strabat reciproc si 1si continud miscarea in acelasi sens. Astfel, fiecare
bila care vine din stanga se va ciocni cu fiecare bila din dreapta si vom avea in total 5- 5 = 25
ciocniri.

O incercare de a compune o problema care descrie o situatie reald prin analogie poate
crea o multime de confuzii si starni intrebari cu caracter interdisciplinar. latd un exemplu de
problema de acest gen identificata in surse internet.

Exemplul 2. Zece vapoare navigheaza pe o linie est-vest. Cinci dintre ele pleaca din est
spre vest, iar celelalte cinci pleaca din vest spre est. Cele zece vapoare navigheaza mereu cu
o aceeasi viteza constanta. Ori de cdte ori doud vapoare se intdlnesc, fiecare dintre ele face
cale intoarsa si isi continua drumul in sensul contrar. Cdte intdlniri intre doua vapoare au
avut loc in total pana la momentul cand vapoarele au ajuns din nou in porturi?

Discutie: Se constata ca din start vapoarele se pot deplasa in intdmpinare sau in sensuri
opuse. Sansa sa se intdlneasca pe suprafata globului pamantesc exista in ambele cazuri. Din
enunt nu este clar daca vapoarele sunt aranjate in rand sau in coloana.

In cazul aranjirii in rAnd un numar maxim de intalniri va avea loc atunci, cAnd vapoarele
care pornesc din acelasi port au viteze diferite.
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Se considera oare intdlnire cazul cand vapoarele trec unul in dreptul celuilalt, miscandu-
se in sensuri opuse? Atunci cand vapoarele sunt aranjate in rand si se deplaseaza cu viteze
egale ele se vor intalni simultan. In acest caz se considera ci are loc o singura intalnire?

Cele mai multe intalniri vor fi intre vapoarele cu viteza mai mare, numarul de intalniri
este mai mic pentru vapoarele cu viteza mai mica.

Daca Vy, V,, V3, V,, Ve sunt vitezele vapoarelor care pornesc din est spre vest, iar Uy,
U,, Uz, Uy, Us - vitezele vapoarelor care pornesc din vest spre est, ordonate descrescator,
atunci, in dependenta de coraportul dintre viteze, vapoarele care se deplaseaza in acelasi sens
ar putea sa se ajungd unul pe altul. Va fi aceasta intalnire considerata la raspuns sau nu?

Daca vapoarele sunt aranjate in coloana pe directia est-vest la 0 anumita distanta si se
deplaseaza cu viteze egale, atunci problema va fi similara problemei propuse la Turneul dintre
orase in anul 2001.

Exemplul 3. La o activitate in gradinita copii stau intr-un rand drept cu fata spre
educatoare. Aceasta da comanda la stanga”. Copiii se intorc, care la stinga, care la
dreapta. Daca doi copii vecini se pomenesc fata in fata, ambii fac “stanga imprejur”.
Demonstrati ca dupd un timp copii stau nemiscati (Revista Kvant [5]).

Discutie: Sunt patru cazuri diverse privind pozitionarea copiilor de la extremitatile
randului:

Cazul I: ambii copii s-au intors la stanga;

Cazul II: copilul din extremitatea stanga s-a intors la stanga, iar copilul din extremitatea
dreapta s-a intors la dreapta;

Cazul III: copilul din extremitatea stdngd s-a intors la dreapta, iar copilul din
extremitatea dreapta s-a Intors la stanga;

Cazul 1V: ambii copii s-au intors la dreapta.

in cazul al lll-lea copiii situati la capetele rAndului vor rimane nemiscati chiar dupa
prima intoarcere. Cercetarea diferitor configuratii de aranjare a copiilor conduce la
constatarea faptului ca In acest caz se vor stabili doud secvente ale sirului de copii: secventa
din stanga - sunt intorsi spre stanga, iar cea din dreapta — spre dreapta.

Incercarea de a considera diverse situatii de aranjare in interiorul sirului de copii
intampina multe obstacole si indeparteaza rezolvitorul de solutie.

Este eficient ca in loc sa spunem ca doi copii care se trezesc fata in fata fac stanga
imprejur, ne imagindm ca ei isi schimba locurile intre ei fard a-si schimba directia. In loc de
doi copii care stau fata in fata vom avea doi copii care stau spate in spate. Acest mod de a
vedea lucrurile nu schimba configuratia aranjarii copiilor ci, doar identitatea acestora, lucru
neesential, exact ca in problema 1. Privind astfel problema, este clar ca fiecare copil poate
face doar un numar finit de pasi, prin urmare numarul total de schimbari de pozitie este si el
finit.

Exemplul 4. Un oras este inconjurat de un zid circular. 12 gardieni deservesc zidul. La

amiaza, fiecare gardian isi paraseste postul si incepe sa patruleze intr-o anumita directie, cu
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0 viteza cu care iar lua exact o ora ca sa inconjoare intregul oras. Cand doi gardieni se
intdlnesc, amadndoi fac stanga-imprejur si incep imediat sa patruleze, cu aceeasi viteza, in
directia opusa. Aratati ca la miezul noptii fiecare gardian se afla din nou la postul sau.

Discutie: Dacad gardienii pornesc in acelasi sens, €1 nu se vor intdlni, dar fiecare va
reveni la postul sdu peste fiecare ord, inclusiv peste 12 ore. Conteaza oare ca posturile sunt
amplasate uniform pe cercul zidului? Gardienii isi vor schimba ordinea (consecutivitatea
aranjarii pe traseul circular)?

Solutie. Vom numerota gardienii si posturile in care sunt pozitionati cu numerele 1 —
12. Vom demonstra ca gardienii nu-si schimba ordinea. Presupunem contrariul. La miscarea
in Intdmpinare, in momentul intilnirii, gardienii iau cale intoarsa, prin urmare, ei nu-si
schimbad ordinea. Atunci constatam cd un gardian ar trebui sd-1 ajungd din urma pe altul si sa-
1 depdseasca. Aceasta nu este posibil, deoarece gardienii au viteze egale. Deci, gardienii nu-
si schimba ordinea aranjarii de-a lungul zidului circular.

Consideram ca gardianul numarul 1 are o scrisoare care urmeaza a fi transmisa altui
gardian Tn momentul Intalnirii. Atunci scrisoare va circula din mana in mana pe directia de
miscare initiald a acestui gardian. Peste o ora scrisoarea va fi in mana unui gardian care se va
afla in acel moment in postul numarul 1. De asemenea, la acel moment in fiecare post se va
afla cate un gardian, nu neaparat cel care era acolo la momentul initial.

Fie cd gardianul numarul 1 s-a deplasat intr-o ora cu k posturi, adica a trecut in postul
cu numarul k+1. Atunci gardianul numarul 2 va trece in postul cu numarul k+2, s.a.m.d. Peste
2 ore gardianul numarul 1 se va afla in postul cu numarul 2k+1, gardianul numarul 2 va trece
in postul cu numarul 2k+2, s.a.m.d. Peste 12 ore gardianul numarul 1 se va afla in postul cu
numdrul 12k+1, gardianul numarul 2 va trece in postul cu numarul 12k+2, s.a.m.d. Prin
urmare, fiecare va reveni la postul sau.

Putem mai intdi considera, pierzand din vedere identitatea gardienilor, ca atunci cand
doi gardieni se Intalnesc, ei 1si continua mersul in aceeasi directie. Atunci, dupa o ora, fiecare
gardian va ajunge intr-un anumit post, nu neaparat cel in care se afla initial. Pe de alta parte,
de asta data urmarind identitatea gardienilor, observam ca ordinea gardienilor pe zid nu se
poate modifica. Astfel, daca dupa o ora un gardian a ajuns intr-0 pozitie situata cu k posturi
mai la dreapta 1n sensul acelor de ceasornic, atunci dupa cmmmc(12,k) fiecare gardian se va
fi intors la propriul sau post, deci dupa cel mult 12 ore fiecare gardian s-a intors la postul sau
initial.

Exemplul 5. Un ceas mecanic avea geamul spart. La orele 12:00:00 trei muste s-au
asezat pe cdte un segment reprezentat de acul orar, minutar, respectiv secundar al ceasului
si au ramas asezate pe ele la aceeasi distanta diferita de zero, de centrul discului determinat
de cadranul ceasului. Cand pozitiile oricaror doua ace indicatoare coincideau, cele 2 muste
asezate pe ele treceau una in locul celeilalte. In cazul in care coincideau pozitiile la toate

cele 3 ace indicatoare, doar mustele de pe acul orar si cel secundar isi schimbau locul. Cdte
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rotatii complete de forma unui cerc imaginar generat de miscarea acului pe care se afla, a
efectuat fiecare musca pana la ora 24:00:00? (Concursul "Scoala cu ceas”, 2011).

Discutie: Acele ceasornicului se rotesc cu viteze constante, revenind periodic la pozitia
initiald in diferite intervale de timp. Se va Intampla oare asta si cu mustele?

Solutie. Fie M; — musca care initial se afla pe acul secundar, M, — musca care initial se
afla pe acul minutar, M; — musca care initial se afla pe acul orar. Pe parcursul miscarii
distingem doua situatii In care mustele schimba cu locurile: 1) se suprapun doua ace; 2) se
suprapun trei ace. In decursul celor 12 ore orarul face un tur, minutarul 12 ture, iar secundarul
720 de ture. In total mustele fac 733 de ture.

Fie cd musca M; se apropie de M;, aflindu-se pe un ac mai rapid decat musca M;. Evident
ca cea de a treia musca, M, nu este intre mustele M; si M; pe directia migcarii. (Consideram
directia conform migcarii acelor ceasornicului.) Initial putem avea pozitionarea My, M;, M;
sau M;, M;, M,.. Dupa suprapunerea acelor pe care erau mustele M; si M;, in primul caz vom
avea ordinea My, M;, M;, iar in cel de al doilea — M;, M;, M;.. Musca M, raimane nemiscata.

Din ipoteza avem ca, daca toate acele se suprapun, adica se intdlnesc toate mustele,
musca care se afld pe acul secundar in acel moment si musca care se afla pe acul orar se
schimba cu locurile, iar musca de pe minutar rdimane nemiscatd. Deci, oricare doud muste ar
fi examinate, ele sau efectueazd numar egal de rotatii sau una va face cu o rotatie mai mult.

Sa privim iarasi ce se intampla cand o musca ajunge din urma o alta musca. Ordinea
acelor se schimba, dar cea a mustelor - nu: musca M, ramane mereu in urma mustei M;. Asta
inseamna ca intre muste nu exista depasiri: mai intai incheie o turd musca aflata initial pe
secundar, apoi termina tura musca aflata initial pe minutar, apoi termina o prima tura si musca
aflata initial pe orar. Urmeaza iardsi prima musca, a doua musca, a treia musca, etc. In final,
prima musca va face 245 de ture, a doua musca 244 de ture, iar ultima musca tot 244 de ture.

Concluzii si recomandiri pentru cadre didactice: - Sa compund cu grija probleme cu
caracter aplicativ; - Sa ofere elevilor timp pentru a trece prin ”zbuciumul” cautarii solutiei; -
Sa descopere Tmpreuna cu copii situatii care necesitd declansarea fenomenului ”insight”; - Sa

testeze modelele focusandu-si atentia pe aspecte neevidente ale functiondrii acestuia.
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