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Rezumat. In acest articol se aduc exemple de determinare si aplicare a locurilor geometrice
de puncte la rezolvarea problemelor geometrice de constructie.
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APPLICATION OF GEOMETRIC PLACES OF POINTS
TO SOLVE CONSTRUCTION PROBLEMS
Abstract. In this article we provide examples of determining and applying geometric points
to solve geometric construction problems.
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Problemele de constructie au atras atentia matematicienilor din toate timpurile. in
secolul IV ie.n. au aparut problemele, care au devenit clasice: problema cuadraturii
discului, problema dublarii cubului si problema trisectiei unghiului. Abia la sfarsitul
secolului XIX s-a demonstrat, ca aceste probleme de constructie nu pot fi rezolvate numai
cu rigla si compasul. Cercetdrile facute in solutionarea acestor probleme au stat la baza
dezvoltarii diferitor ramuri ale matematicii, mai cu seama a algebrei si analizei matematice.

Nici un fel de alte probleme nu contribuie atat de mult pentru dezvoltarea gandirii
logice a elevilor decat problemele de constructie.

Planul de rezolvare a oricarei probleme de constructie reprezintd un lant de constructii
de baza (elementare), care fiind efectuate duc la solutia problemei. Prin urmare, acest plan
poate fi privit ca un oarecare algoritm si de aceea poate fi folosit ca un material util in cursul
de informaticd si in tehnica de calcul. Problemele de constructie dezvolta deprinderile de a
solutiona problemele practice. Prin intermediul acestor probleme se dezvoltd deprinderile de
cercetare si de lucru independent.

Rezolvand problemele de constructie, chiar si cele mai simple, mai profund se
constientizeazd materialul teoretic acumulat despre figurile geometrice, deoarece in
procesul rezolvarii acestor probleme se formeaza un model ilustrativ a proprietatilor si a
relatiilor studiate, se lucreazd cu acest model. Rezolvarea problemelor de constructie
dezvolta asa calitdti ale personalitatii ca atentia, disciplina, initiativa, gandirea logica,
creativitatea, dragostea de munca.

Cu parere de rau in manualele scolare de matematica actuale nu se acordd o atentie
meritatd problemelor de constructie. Probabil autorii manualelor de matematica n-au
consultat suficient manualele [2, 3].

Metodele de rezolvare a problemelor de constructie sunt foarte variate. Una din aceste
metode este metoda locurilor geometrice de puncte.

Se numeste loc geometric de puncte (LGP) figura, toate punctele careia posedd o

anumita proprietate si care proprietate o poseda doar punctele acestei figuri.
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Exemple de locuri geometrice de puncte sunt: mediatoarea segmentului, bisectoarele
unghiului, cercul, elipsa si altele.

Aplicarea (LGP) la rezolvarea problemelor de constructie poartd denumirea de metoda
locurilor geometrice.Esenta acestei metode consta in urmatoarele:

Solutia problemei de constructie se reduce la determinarea unui oarecare punct, care
satisface la doua conditii independente. Se omite una din aceste conditii si se determind
(LGP) , care satisface la a doua conditie. Fie acest loc este figura F;.Se omite apoi a doua
conditiec si se determina figura F,, care satisface primei conditii. Fiecare punct din
intersectia F; N F, permite posibilitatea de a determina o oarecare solutie a problemei.

In [2, 3] existd problema de a construi triunghiul, fiind date latura a, unghiul A si
inaltimea h, dusa pe latura a.

Aceastd problema a fost propusa la mai multe clase de elevi, grupe de studenti si
uneori profesorilor de matematica de la cursurile de perfectionare. La niciunul din aceste
experimente rezultatele n-au fost satisfacatoare. Daca chiar unii isi aminteau despre (LGP)
din care latura a se vede sub unghiul A, nu erau in stare si construiasca acest (LGP).

In [1] se demonstreazi ce reprezinta (LGP) din care segmentul [AB] se vede sub unul
si acelasi unghi de marimea a (Fig.1). Astfel se determina ca locul geometriei de puncte F,
din care segmentul dat se vede sub unghiul dat reprezintd reuniunea a doud arce de cerc

deschise, care trec prin extremitatile segmentului dat, fiind simetrice fata de segmentul dat .
Daca «a =§ , atunci figura F se transforma intr-un cerc cu diametrul [AB] (fara

punctele A si B). Daca a = 0, atunci F reprezinta diferenta dintre dreapta (AB) si segmentul
[AB]. Dacda a = 180°, atunci acest loc geometric de puncte reprezintd intervalul determinat
de punctele A si B.

Majoritatea elevilor si studentilor intdimpind mari greutdti in constructia acestui loc

geometric de puncte. In cele ce urmeazi vom aduce citeva metode de constructie a unui loc
geometric de puncte, din care segmentul dat [AB] se vede sub unghiul dat a.
1. Problema pusa se reduce la construirea uneia din cercurile care trec prin extremitatile
segmentului dat. Asa cum doua puncte ale cercului sunt cunoscute, raimane sa determinam
incd un punct. Usor poarte fi determinat punctul cercului cautat care apartine
perpendicularei la segmentul [AB] duse prin punctul A (sau B). (Fig. 2). Pentru a determina
un asa punct este suficient de construit perpendiculara la segmentul [AB]in punctul A (sau
B) si de construit unghiul ABC de marimea 90° — a. La intersectia semidreptei [BC) cu
perpendiculara dusa in punctul A se obtine cel de-al treilea punct M a cercului cautat.

2. Cel de-al treilea punct al cercului cautat poate fi determinat si in felul urmator: se

construiesc unghiurile ABC si BAD de marimi %~% (Fig. 3). La intersectia semidreptelor

[BC) si [AD) se obtine punctul M din care se vede segmentul [AB] sub unghiul . Acelasi
punct M poate fi determinat si ca intersectia semidreptei [AD) a unghiului BAD cu
mediatoarea segmentului [AB].

68



3. Fie pentru segmentul dat [AB] este construit arcul deschis AMB din punctele caruia
segmentul [AB] se vede sub unhgiul dat a.Atunci unghiul la centru AOB are masura 2asi
triunghiul AOB este isoscel. Triunghiul AOB poate fi construit dupa latura AB si unghiurile

alaturate de marime 90° — % Ramane din punctul O, ca din centru, de construit cercul de
raza r = |0A| (Fig. 4).

N N N N
Fig. 1 Fig. 2 Fig.3 Fig. 4
Exemplul 1. Este dat un cerc w, doua puncte A si B pe acest cerc si o dreapta | . Pe cercul
w de construit asa un puct C incat dreptele AC si BC sa taie pe dreapta | un segment [MN]
de lungime m. Solutie. Sa presupunem ca problema este rezolvata si punctul C este cel
cautat (Fig. 4). Translam punctul A paralel la dreapta | in punctul A; la distanta m. Unim
punctele A si N. Atunci figura AA;NM este un paralelogram deoarece |AA;| = |[NM]| si
[AA.]||[NM]. Prin urmare A = N = a , unde a este mirimea unghiului inscris in cercul w ,
care se sprijind pe coarda AB.
Constructia.
1. Translam punctul A paralel la dreapta | la distanta m . Fie A; este imaginea punctului A
2. Pe segmentul A;B construim locul geometric de puncte din care segmentul A;B se vede
sub unghiul «;
3. Fie N este unul din punctele de intersectie a acestui loc geometric cu dreapta | ;
4. Punctul C este punctul de intersectie a cercului w cu segmentul BN.
Cercetarea. In dependenti de mirimea si pozitia elementelor date problema poate avea
pana la patru solutii, deoarece translatia paralela a punctului A poate fi efectuatd in

doua directii.
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Exemplul 2. Pe plan sunt date doud puncte A si B. De aflat locul geometric de puncte M a
planului, astfel incat |[AM|: |[MB| = 2.
Solutie.

Metoda I.

Sa presupunem la inceput, ca punctul M nu apartine dreptei AB. Fie M poseda astfel
de proprietate, adica |AM| = 2|MB]. Prelungim segmentul AB (Fig. 5) si construim
bisectoarele unghiurilor AMB si BMA'. Fie M; punctul de intersectie al bisectoarei
unghiului AMB cu segmentul AB, iar M, punctul de intersectic al bisectoarei unghiului
BMA' cu prelungirea segmentului AB. Conform proprietatii bisectoarei unghiului interior al
triunghiului, avem:

|AM |: M, B| = |AM|: IMB| = 2 1)
Conform proprietdtii bisectoarei unghiului exterior al triunghiului, avem:
|AM,|: [M,B| = |AM|: |MB| = 2 (2)

Din (1) si (2) urmeaza, ca pozitia punctelor M; si M, pe dreapta AB nu depinde de
aceia, unde este situat punctul M. Avand in vedere, ca unghiul dintre bisectoarea unghiului
interior a triunghiului si bisectoarea unghiului exterior al triunghiului este unghi drept,
atunci devine clar, dacd punctul M apartine locului geometric de puncte cautat, atunci
segmentul M; M, se vede din punctul M sub un unghi drept. Aceasta inseamna ca punctul M
apartine cercului, construit pe M; M, ca pe diametru.

Judecata de mai sus isi pierde sensul in cazul, cand punctul M apartine dreptei AB (in
acest caz nu se poate, de exemplu, de cercetat unghiul AMB si bisectoarea acestuia). Pe
dreapta AB, sa determinam punctul M, care satisface locului geometric de puncte cautat ne
ajuta punctele M; si M,, deja construite. Punctul M; imparte segmentul AB (considerand de
la punctul A) in raport 2: 1. Punctul M, este indepartat de la punctul A la o distanta de doua
ori mai mare decat de la punctul B.

Sa demonstram acum afirmatia inversa: fiecare punct M al cercului, construit pe
M;M,, ca pe diametru, posedd prorpictatea: |AM| = 2|BM|, adica apartine locului
geometric de puncte cautat. Extremitatile diametrului M;M,, adica punctele M; si M,,
evident, poseda proprietatea ceruta. Fie M — un punct arbitrar al cercului cu diametrul
MM, (Fig. 6). Construim prin punctul B o dreapta, paralela la dreapta AM si fie K, L
punctele de intersectie ale acestei drepte cu dreptele MM, si MM, corespunzator. Din

asemanarea triunghiurilor AM M, si BKM,, avem:
|AM| __ |AM;|

= = 2.
|BK|  |BM;]
. 3 . . : AM|  |AM
Din asemanarea triunghiurilor AMM,; si BLM;, avem: ||BL|| :BMl: 2. Din
1
oy .. S AM
egalitatile primite urmeaza, ca |BK| = l | si |[BL| = —l ,adica |BK| = |BLJ|.
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Prin urmare, in triunghiul dreptunghic KML, segmentul BM este mediand si deci,

A1 . |AM : AM
|BM| = |BK]|. Avand in vedere, ci ﬁ = 2, obtinem: ﬁ = 2. Asa dar, fiecare punct al

cercului cu diametrul M; M,, poseda propriectatea ceruta.

Metoda I1.

Introducem un sistem rectangular cartezian de coordonate cu originea in punctul A , iar
axa absciselor sa coincida cu dreapta AB . Fie ca in acest sistem punctul B are coordonatele
(m;0).

Sa presupunem ca punctul arbitrar M(X; y) apartine locului geometric pentru care
|AM| = 2|BM|. Deoarece

|AM| = \/x% + y% si |BM| = / (x — m)? + y?,
urmeaza ca coordonatele punctului M satisfac ecuatiei:
VX2 +yi=(x —m)? + y2. (1)
Transformam ecuatia (1) in felul urmator:
x% + y? = 4x% — 8mx + 4m? + 4y?,

x? — gmx + %mz + y? =0,

4 4
(x—gm)2+y2 =§m2. (2)
. . . 4 . .2
Ecuatia primita reprezintd un cerc cu centrul in punctul C ( LY 0) siraza egala cu 3m.
Sa demonstram si afirmatia inversa. Presupunem ca punctul M(X; y) apartine cercului

determinat de ecuatia (2). Aceasta Inseamna cd coordonatele punctului M satisfac ecuatiei

(2), care este echivalentd cu ecuatia (1) (conform judecatii de mai sus). Prin urmare, locul

. g e 4 . 4
geometric de puncte cautat reprezinta un cerc cu centrul C( 3 0) siraza RZE m.
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