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Rezumat. Considerăm sistemul diferențial cuartic general ( )yxPx ,= , ( )yxQy ,= , unde P,Q∈ ℝ[𝑥, 𝑦], 

 max deg ,deg 4P Q = , ( ), 1GCD P Q = . Dacă un sisteme diferențial polinomial posedă un număr suficient 

de drepte invariante, considerate cu multiplicitățile lor, atunci, conform [1], putem construi o integrală primă 

Darboux. În acest articol vom arăta că multiplicitatea maximală a dreptei invariante de la infinit este egală cu 

zece. Deoarece sistemele obținute sunt extrem de voluminoase, nu le vom prezenta în articol, ci doar la 

conferință, iar aici vom arăta doar calea obținerii lor.  

Cuvinte cheie: sisteme diferențiale cuartice, drepte invariante, multiplicitate, integrabilitate Darboux. 

 

Abstract. Consider the generic cuartic differential system ( )yxPx ,= , ( )yxQy ,= , where P,Q∈ ℝ[𝑥, 𝑦], 

 max deg ,deg 4P Q = , ( ), 1GCD P Q = . If a polynomial differential system has enough invariant straight 

lines considered with their multiplicities, then, according to [1], we can construct a Darboux first integral. In 

this paper, we show that the maximal multiplicity of the invariant straight line at the infinity is equal to ten. 

Because the obtained systems are too big, we will not enumerate in this article, but only at the conference, and 

here we’ll show only the way to obtain them. 
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Considerăm sistemul diferențial cuartic, adică sistemul de ecuații diferențiale   
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unde  max deg ,deg 4P Q = . Vom nota câmpul vectorial asociat acestui sistem prin 
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Definiția 1: O curbă algebrică ( ), 0f x y = ,  ,f x yC , se numește curbă algebrică 

invariantă a sistemului (1), dacă există un polinom  ,fK x yC , astfel încât are loc 

identitatea  

( ) ( ) ( ), , .ff f x y K x y=X                            (3) 

Dacă curbele algebrice invariante ale sistemului (1) sunt de gradul întâi, adică au forma 

( ),f x y x y  = + + , atunci ele se numesc drepte invariante ale sistemului (1). 

Dacă există o funcție neconstantă de forma 1 2

1 2 ... s

sF f f f
 

=    , unde 
jf , 1,j s=  sunt  

curbe algebrice invariante și 𝜆𝑗 ∈ ℂ, 1,j s= , astfel încât F  este sau o integrală primă, sau un 
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factor integrant pentru (1), atunci sistemul (1) se numește integrabil Darboux, iar funcția 

1 2

1 2 ... s

sF f f f
 

=     - integrala Darboux. Dacă sistemul diferențial polinomial posedă un 

anumit număr de drepte invariante (pentru care se contorizează și multiplicitățile lor), atunci 

pentru acesta, conform [1], se poate de construit o integrală primă Darboux. 

Dreptele invariante joacă un rol important în teoria calitativă a ecuațiilor diferențiale. 

Estimarea numărului de drepte invariante pentru un sistem diferențial polinomial se 

efectuează în lucrarea [2]. În lucrările [3,4] a fost studiată problema coexistenței dreptelor 

invariante și a ciclurilor limită, iar în [5,6], autorii a rezolvat problema coexistenței dreptelor 

invariante și punctelor singulare de tip centru pentru sistemele diferențiale cubice. 

Determinarea claselor canonice pentru sistemele diferențiale cubice ce posedă un număr 

maxim de drepte invariante incluzând și multiplicitățile lor a fost efectuată în [7,8]. Sistemele  

diferențiale cubice ce posedă exact opt drepte invariante au fost studiate în [9]. În lucrările 

[10,11] au fost cercetate sistemele diferențiale cubice cu șase drepte invariante reale de-a 

lungul a două și trei direcții. În toate aceste lucrări cercetarea sistemelor diferențiale 

polinomiale se efectuează folosind diferite tipuri de multiplicități ale curbelor algebrice 

invariante, de exemplu: multiplicitatea paralelă, multiplicitatea geometrică, multiplicitatea 

algebrică etc [12]. În această lucrare vom utiliza noțiunea de multiplicitate algebrică a unei 

curbe invariante. 

Definiția 2: Fie  m xC  spațiul vectorial de polinoame pe  xC  de gradul maxim m . Atunci 

acest spațiu are dimensiunea n

n mR C += . Fie 1 2, ,..., Rv v v  o bază a spațiului  m xC . Dacă k  este 

cel mai mare număr natural încât funcția ( ),f x y  ridicată la puterea k  divide polinomul 

det RM , unde 
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atunci curba algebrică invariantă f  de gradul m a câmpului vectorial X  posedă 

multiplicitatea algebrică k . 

În definiția de mai sus, expresia ( )1

1

R v−X  semnifică aplicarea operatorului X  de 1R −  

ori asupra vectorului 1v , adică ( ) ( )( )1k k

i iv v+ =X X X . 

Multiplicitatea algebrică a dreptei invariante de la infinit 

Vom cerceta sistemul diferențial cuartic, adică sistemul (1) de forma 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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, , , , ,
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                       (4) 
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unde ( ) ( ), , , , 1,4i iP x y Q x y i =  sunt polinoame omogene de gradul i , iar coeficienții acestor 

polinoame sunt parametri arbitrari ( ) ,

0

,
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Infinitul sistemului (4) se cercetează cu ajutorul uneia din transformărilor Poincaré. De 

exemplu, efectuând transformarea Poincaré 
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sistemul (4) se transformă în 
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Schimbând variabilele ,y x z y→ → , vom putea folosi algoritmii dezvoltați în [13]. Pentru a 

cerceta multiplicitatea dreptei de la infinit, în definiția 2, vom utiliza 

𝑅 = 3, 𝑣1 = 1, 𝑣2 = 𝑥, 𝑣3 = 𝑦, 

𝑀𝑟 = (

1 𝑥 𝑦
0 𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑄(𝑥, 𝑦)
0 𝕏(𝑃) 𝕏(𝑄)

). 

deg(𝑑𝑒𝑡𝑀𝑅) = 12. 

Condiționăm ca dreapta 0y =  a sistemului (6) să fie multiplă. Din acest motiv, 

polinomul det RM  trebuie să conțină 2y  ca factor. Polinomul dat poate fi reprezentat sub 

următoarea formă 

𝑑𝑒𝑡𝑀𝑅 = 𝑦(𝐴1(𝑥) + 𝐴2(𝑥)𝑦 + 𝐴3(𝑥)𝑦2 + 𝐴4(𝑥)𝑦3 + 𝐴5(𝑥)𝑦4 + 𝐴6(𝑥)𝑦5 + 𝐴7(𝑥)𝑦6 +

+𝐴8(𝑥)𝑦7 + 𝐴9(𝑥)𝑦8 + 𝐴10(𝑥)𝑦9 + 𝐴11(𝑥)𝑦10 + 𝐴12(𝑥)𝑦11), 

unde ( )1A x , ( )2A x , ...,  𝐴12(𝑥)  sunt polinoame după variabila x, iar 𝐴𝑖(𝑥)  reprezintă un 

polinom în raport cu parametrii sistemului (6). 

Remarcăm că pentru ca polinomul det RM  să conțină 2y , rezultă că aceasta se poate 

întâmpla dacă și numai dacă se anulează toți coeficienții de pe lângă termenii ce conțin x, 

adică polinomul ( )1A x va fi identic egal cu zero. Rezolvând ecuațiile ( )1 0A x  , ceea ce 

reprezintă în total 12 ecuații, vom obține 9 soluții, adică există 9 sisteme diferențiale cuartice 

ce posedă dreapta de la infinit de multiplicitatea doi. Rezolvarea acestor sisteme este extrem 

de voluminoasă și vom arăta pașii ce au fost parcurși prin următoarea figură: 

69



 

Figura 1. Obținerea sistemelor cuartice cu dreapta invariantă de la infinit multiplă 

 

Observăm că am obținut 3 sisteme de multiplicitatea 10 și, pentru fiecare din ele, cerând 

( )10 0A x  , adică ca dreapta invariantă de la infinit a acestor sisteme diferențiale cuartice să 

posede multiplicitatea 11, obținem mulțime vidă. Astfel am demonstrat că multiplicitatea 

maximală a dreptei invariante de la infinit pentru sistemele diferențiale cuartice este egală    

cu 10. 
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