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Rezumat. Pentru sistemul diferențial cubic cu punctul de echilibru 𝑂(0,0) de tip centru sau focar, care 

posedă două drepte și o conică invariantă, se determină condițiile de existență a centrului. Prezența centrului 

în 𝑂(0,0)  este demonstrată prin construirea integralelor prime de forma Darboux. 

Cuvinte-cheie: sistem diferențial cubic, curbă algebrică invariantă, problema centrului, integrabilitatea 

Darboux. 

 

Abstract. We find conditions for a singular point 𝑂(0,0) of a center or a focus type to be a center, in a cubic 

differential system with two invariant straight lines and one invariant conic. The presence of a center at 

𝑂(0,0) is proved by constructing Darboux first integrals. 

Keywords: cubic differential system, invariant algebraic curve, the problem of the center, Darboux 

integrability. 

 

1. Problema deosebirii centrului de focar  

Fie sistemul cubic de ecuații diferențiale  

{
𝑥̇ = 𝑦 + 𝑎𝑥2 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2 + 𝑘𝑥3 + 𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3 ≡ 𝑃(𝑥, 𝑦),      

                                                                      
𝑦̇ = −(𝑥 + 𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 + 𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3) ≡ 𝑄(𝑥, 𝑦),

    (1) 

în care coeficienții 𝑎, 𝑏, … , 𝑟, 𝑠  și variabilele 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) sunt reale. Originea de 

coordonate 𝑂(0,0) este pentru sistemul (1) punct de echilibru cu valorile proprii imaginare 

(𝜆1,2 = ±𝑖), adică punct de echilibru de tip centru sau focar.  

În lucrarea de față, pentru sistemul diferențial cubic (1) este studiată problema 

deosebirii punctelor de echilibru de tip centru și focar, numită problema centrului. 

Importanța acestei probleme rezidă în faptul că ea are tangențe cu problema locală a 16-a a 

lui Hilbert despre ciclurile limită ce pot apărea la bifurcații, problemă nesoluționată până în 

prezent. Problema centrului pentru sistemul diferențial (1) este echivalentă cu problema 

integrabilității locale a sistemului în vecinătatea punctului de echilibru 𝑂(0,0). Din aceste 

considerente vom studia metoda algebrică de integrare a sistemelor diferențiale polinomiale, 

numită metoda de integrabilitate Darboux [1]. 

Definiția 1. Curba algebrică Φ(𝑥, 𝑦) = 0, unde Φ ∈ ℂ[𝑥, 𝑦], se numește curbă algebrică 

invariantă a sistemului polinomial (1), dacă există un așa polinom 𝐾(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ[𝑥, 𝑦] încât în 

variabilele 𝑥 și 𝑦  are loc identitatea 

𝜕Φ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
∙ 𝑃(𝑥, 𝑦) +

𝜕Φ(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
∙ 𝑄(𝑥, 𝑦) ≡ Φ(𝑥, 𝑦) ∙ 𝐾(𝑥, 𝑦).                       (2) 

Se spune că sistemul (1) este integrabil Darboux dacă el posedă integrală primă de forma  
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Φ1
ℎ1Φ2

ℎ2 ⋯ Φ𝑚
ℎ𝑚 = 𝐶,                                                  (3) 

unde Φ𝑗(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚  sunt curbe algebrice invariante, iar ℎ𝑗  ϵ ℂ. 
Dacă relația (3) este integrală primă pentru sistemul diferențial (1), unde Φ𝑗(𝑥, 𝑦) = 0 sunt 

curbe algebrice, atunci aceste curbe sunt și curbe invariante pentru sistemul (1). 

 

2. Sistemul diferențial cubic cu drepte invariante 

Problema deosebirii centrului de focar a fost rezolvată pentru sistemul cubic (1) ce 

posedă: patru drepte invariante, trei drepte invariante, două drepte invariante și o conică 

invariantă ireductibilă [1]. Condițiile de existență a două drepte invariante  

1 + 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 = 0, (𝐴, 𝐵) ≠ 0, 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ                               (4) 

au fost obținute în lucrarea [2] și a fost demonstrată următoarea teoremă: 

Teorema 1. Sistemul diferențial cubic (1) are două drepte invariante de forma (4) dacă și 

numai dacă se realizează unul dintre următoarele două seturi de condiții: 

(i)      𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑝 = 𝑟 = 0, 𝑚(𝑐2 − 4𝑚) ≠ 0;                                      

(ii)     𝑘 = 𝑔 + (𝑎 − 1)(𝑎1 + 𝑎2), 𝑠 = (1 − 𝑎)𝑎1𝑎2, 𝑟 = −𝑓 − 1, 𝑙 = −𝑏,           
         𝑚 = 𝑑 − 𝑎 + 2 + 𝑐(𝑎1 + 𝑎2) − 𝑎1

2 − 𝑎1𝑎2 − 𝑎2
2, 𝑛 = −𝑑 − 1 − (𝑓 + 2)𝑎1𝑎2, 

         𝑝 = 𝑏 − 𝑐 + (𝑓 + 2)(𝑎1 + 𝑎2), 𝑞 = (𝑎1 + 𝑎2 − 𝑐)𝑎1𝑎2 − 𝑔. 

În cazul (i) dreptele invariante sunt paralele și au forma 

1 +
𝑐 ± √𝑐2 − 4𝑚

2
𝑥 = 0,                                                  (5) 

iar în cazul (ii)  dreptele invariante sunt concurente în punctul (0; 1) și au forma 

1 + 𝑎1𝑥 − 𝑦 = 0, 1 + 𝑎2𝑥 − 𝑦 = 0,   𝑎1 − 𝑎2 ≠ 0,   𝑎1, 𝑎2 ∈ ℂ.                (6) 

În lucrarea de față sunt determinate condițiile de existență a centrului pentru sistemul 

cubic (1) prin construirea integralelor prime de forma Darboux, constituite din două drepte 

invariante și o conică invariantă ireductibilă. 

 

3. Sistemul diferențial cubic cu integrale prime Darboux  

Vom determina condițiile asupra coeficienților sistemului (1) încât acest sistem să 

posede integrală primă de forma Darboux  

𝐹(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑙1
ℎ1𝑙2

ℎ2Φℎ3 = 𝐶,                                                          (7) 

unde 𝑙1 = 0, 𝑙2 = 0 sunt drepte invariante de forma (5) sau (6), 

Φ(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑎20𝑥2 + 𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦2 + 𝑎10𝑥 + 𝑎01𝑦 + 1 = 0 

este o conică invariantă ireductibilă, iar  ℎ1, ℎ2, ℎ3 ϵ ℂ.    
Conform [1], relația (7) este integrală primă pentru sistemul (1) dacă și numai dacă se 

îndeplinește următoarea identitate  

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
∙ 𝑃(𝑥, 𝑦) +

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
∙ 𝑄(𝑥, 𝑦) ≡ 0.                              (8) 
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Egalând coeficienții de pe lângă aceleași puteri a monoamele 𝑥𝑖𝑦𝑗 in (8), vom obține 

un sistem din 14 ecuații  

{𝑈𝑖𝑗 = 0, 𝑖 + 𝑗 = 1,2,3,4 }                                             (9) 

în raport cu coeficienții conicei 𝑎20, 𝑎11, 𝑎02, 𝑎10, 𝑎01, coeficienții dreptelor invariante 𝑎1,

𝑎2, exponenții ℎ1, ℎ2,  ℎ3 și coeficienții 𝑎, 𝑏, … , 𝑠 ai sistemului (1).  

Se studiază compatibilitatea sistemului de ecuații algebrice (9) și pentru sistemul cubic 

(1) se obțin condițiile de existență a integralelor prime de forma Darboux, formate din două 

drepte invariante și o conică invariantă ireductibilă.  

Teorema 2. Sistemul diferențial cubic (1) are integrală primă de forma Darboux (7), 

compusă din două drepte invariante  𝑙1 = 0, 𝑙2 = 0  și o conică invariantă ireductibilă Φ = 0  

dacă se realizează unul dintre următoarele zece seturi de condiții: 

(𝐢)     𝑎 = 𝑣 + 1, 𝑏 =
2𝑢2 − 𝑐𝑢𝑣 − 2𝑣2 − 2𝑣3

2𝑢𝑣
, 𝑑 = 2𝑣, 𝑓 = −2, 𝑙 = −𝑏, 

          𝑚 =
2𝑣6 + 2𝑣5 − 𝑐𝑢𝑣4 + (2𝑢2 − 2𝑔𝑢)𝑣3 + 𝑢2𝑣2 + 𝑐𝑢3𝑣 − 𝑢4

𝑢2𝑣2
, 

           𝑝 =
2𝑢2 − 2𝑣2 − 3𝑐𝑢𝑣 − 2𝑣3

2𝑢𝑣
, 𝑞 =

𝑐𝑢𝑣 + 𝑔𝑢 − 𝑢2 − 2𝑣2 − 2𝑣3

𝑢
, 𝑟 = 1, 

           𝑛 = −2𝑣 − 1, 𝑠 =
𝑣2(𝑐𝑢𝑣 + 2𝑔𝑢 − 𝑢2 − 2𝑣2 − 2𝑣3)

𝑢2
, 𝑘 = 𝑔 − 𝑢 + 𝑐𝑣; 

(𝐢𝐢)     𝑑 = 2𝑎 − 3, 𝑓 = −
3

2
, 𝑔 = 2(1 − 𝑎)(𝑏 + 𝑐), 𝑝 =

2𝑏 − 𝑐

2
, 𝑞 = −𝑔, 𝑟 =

1

2
, 𝑙 = −𝑏,       

            𝑘 = (1 − 𝑎)(2𝑏 + 𝑐), 𝑠 = 2(2𝑎2 + 𝑎𝑛 − 4𝑎 − 𝑛 + 2), 𝑚 = 3 − 3𝑎 − 2𝑛; 

(𝐢𝐢𝐢)    𝑎 = 1, 𝑑 = −2, 𝑓 = −1, 𝑘 = 𝑝 = 𝑔, 𝑙 = −𝑏, 𝑚 = −𝑛, 𝑞 = −𝑔, 𝑟 = 𝑠 = 0;  

(𝐢𝐯)     𝑏 = 𝑙 = 0, 𝑓 = −𝑟 − 1, 𝑑 = 2𝑎 − 𝑣 − 4, 𝑔 =
2𝑐(𝑎 − 1)

𝑣
, 𝑝 =

𝑐(𝑢 + 𝑣)

2
, 

            𝑘 =
𝑐(𝑎𝑣 + 2𝑎 − 𝑣 − 2)

𝑣
, 𝑚 =

𝑎𝑢 + 2𝑎𝑣 + 2𝑎 − 𝑢𝑣 − 2𝑢 − 𝑣2 − 3𝑣 − 2

𝑢
,  

𝑛 =
𝑣3 + (5 + 𝑢 − 2𝑎)𝑣2 + (8 + 5𝑢 − 6𝑎 − 2𝑎𝑢)𝑣 + (8 − 6𝑎)𝑢 + 4 − 4𝑎

2𝑢
, 

  𝑞 =
2𝑐(1 − 𝑎)

𝑣
, 𝑟 =

−𝑢 − 𝑣

2
, 𝑠 =

(𝑎 − 1)𝑣2 + (5𝑎 − 2𝑎2 − 3)𝑣 − 2(𝑎 − 1)2

𝑢
; 

(𝐯)      𝑔 = [2𝑣3(𝑎 − 1)(𝑐 − 2𝑏) + 𝑣2𝑏(5𝑎𝑢 + 8𝑎 + 4𝑏2 − 2𝑏𝑐 − 𝑢2 − 6𝑢 − 8) + 

𝑣𝑏2(𝑢 + 2)(𝑐 − 6𝑏) + 2𝑏3(𝑢 + 2)2]/(𝑢𝑣3),  

            𝑘 = [𝑣3(𝑢 + 2)(𝑐 − 2𝑏)(𝑎 − 1) + 𝑣𝑏2(𝑢 + 2)(𝑐 − 6𝑏) + 

                +𝑏𝑣2(𝑎𝑢2 + 7𝑎𝑢 + 8𝑎 + 4𝑏2 − 2𝑏𝑐 − 2(𝑢 + 2)2) + 2𝑏3(𝑢 + 2)2]/(𝑢𝑣3), 

           𝑚 = [2𝑣3(4𝑏2 − 2𝑏𝑐 − 𝑎 + 𝑢 + 2) + 𝑣2(4𝑏𝑐𝑢 + 10𝑏𝑐 − 28𝑏2 − 12𝑏2𝑢 − 𝑎𝑢 −

                −𝑢 − 2) + 𝑣𝑏(6𝑏 − 𝑐)(𝑢 + 2)(𝑢 + 3) − 𝑏2(𝑢 + 4)(𝑢 + 2)2]/[𝑣2(𝑢 − 2𝑣 + 2)], 

            𝑛 = [𝑣2(4𝑏2 − 2𝑏𝑐 − 𝑢2 + 2𝑎𝑢 + 6𝑎 − 5𝑢 − 8) + 2𝑏2(𝑢 + 2)2 − 

−𝑣(𝑢 + 2)(6𝑏2 − 𝑏𝑐 + 2𝑎 − 𝑢 − 3)]/ [𝑣(𝑢 − 2𝑣 + 2)], 

𝑙 = −𝑏, 𝑝 = 𝑏𝑢 − 2𝑏𝑣 + 3𝑏 + 𝑐𝑣 − 𝑐, 𝑟 = 1 − 𝑣, 𝑣 = 𝑓 + 2, 𝑢 = 2𝑎 − 𝑑 − 4, 
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            𝑞 = [2𝑣3(𝑎 − 1)(2𝑏 − 𝑐) + 𝑣𝑏2(6𝑏 − 𝑐)(𝑢 + 1)(𝑢 + 2) − 2𝑏3(𝑢 + 1)(𝑢 + 2)2 + 

               +𝑣2𝑏(𝑢3 + 4𝑢2 + 8𝑢 + 8 − (2𝑢2 + 7𝑢 + 8)𝑎 + 2𝑏(𝑢 + 1)(𝑐 − 2𝑏))] (𝑢𝑣3), 

            𝑠 = [(𝑎 − 1)(𝑣2(2𝑢 + 2𝑎 + 4𝑏2 − 2𝑏𝑐 − 𝑢2 − 3𝑢 − 2) + 2𝑏2(𝑢 + 2)2 + 

+𝑏𝑣(𝑐𝑢 + 2𝑐 − 6𝑏𝑢 − 12𝑏))]/ [𝑣2(𝑢 − 2𝑣 + 2)]; 

(𝐯𝐢)     𝑏 = 𝑙 = 0,   𝑓 = −2,   𝑛 = −𝑑 − 1,   𝑝 = −𝑐, 𝑠 = (𝑎 − 1)(𝑑 + 2),   

            𝑔 =
(1 − 𝑑 − 3𝑎)(2𝑎 + 𝑑 + 2𝑚 + 2) + 2𝑐2(𝑎 − 1)

𝑐(2𝑎 − 𝑑 − 4)
, 𝑟 = 1, 

            𝑞 =
(2𝑎𝑑 + 7𝑎 − 𝑑2 − 5𝑑 − 9)(2𝑎 + 𝑑 + 2𝑚 + 2) − 2𝑐2(𝑎 − 1)

𝑐(2𝑎 − 𝑑 − 4)
, 

    𝑘 =
(𝑎𝑑 − 2𝑎2 + 3𝑎 − 2𝑑 + 3)(2𝑎 + 𝑑 + 2𝑚 + 2) + 𝑐2(𝑎 − 1)(2𝑎 − 𝑑 − 2)

𝑐(2𝑎 − 𝑑 − 4)
, 

2(2𝑎 + 𝑑 + 2𝑚 + 2)2 − 𝑐2(2𝑎 + 𝑑 + 2𝑚 + 2) − 𝑐2(𝑑 + 2) = 0; 

(𝐯𝐢𝐢)   𝑏 = 𝑙 = 0,   𝑓 = −2,   𝑛 = −𝑑 − 1,   𝑝 = −𝑐,   𝑟 = 1,    

            𝑎 =
(2𝑎1 + 𝑎2 − 𝑐)(𝑐 − 𝑎1 − 2𝑎2) − 𝑎02(𝑎1𝑎2 − 1) + 𝑎02

2

2𝑎02

, 

           𝑔 =
𝑎02(3𝑎1 + 3𝑎2 − 𝑐) + 𝑎1𝑎2(3𝑐 − 5𝑎1 − 5𝑎2) + 𝑐 − 3𝑎1 − 3𝑎2

2(𝑎02 − 1)
+ 

          +
(3𝑎1 + 3𝑎2 − 𝑐)(2𝑎1 + 𝑎2 − 𝑐)(𝑐 − 𝑎1 − 2𝑎2)

2𝑎02(𝑎02 − 1)
, 

            𝑑 =
(2𝑎1 + 𝑎2 − 𝑐)(𝑐 − 𝑎1 − 2𝑎2) − 𝑎02(2 + 𝑎1𝑎2)

𝑎02

,   𝑠 = (1 − 𝑎)𝑎1𝑎2, 

  𝑘 = 𝑔 + (𝑎 − 1)(𝑎1 + 𝑎2), 𝑞 = (𝑎1 + 𝑎2 − 𝑐)𝑎1𝑎2 − 𝑔, 

           𝑚 = 𝑑 − 𝑎 + 2 + 𝑐(𝑎1 + 𝑎2) − 𝑎1
2 − 𝑎1𝑎2 − 𝑎2

2 ;      

(𝐯𝐢𝐢𝐢)    𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑑 = 𝑙 = 𝑞 = 𝑠 = 0,   𝑐 = −2𝑏,   𝑔 = −𝑏,   𝑛 = −𝑚; 

(𝐢𝐱)       𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑑 = 𝑙 = 𝑞 = 0,   𝑔 = 𝑏 + 𝑐,   𝑚 = (𝑐2 − 𝑢2)/4,   

  4𝑏2(2𝑏 + 3𝑐) + 𝑏(𝑢2 + 3𝑐2 − 12𝑛) − 4𝑐𝑛 = 0; 

(𝐱)       𝑎 = 𝑓 = 𝑘 = 𝑝 = 𝑟 = 𝑑 = 𝑙 = 𝑞 = 0,   𝑚 = (𝑐2 − 𝑢2)/4,   

             (𝑐2 − 𝑢2 + 4𝑛 − 4𝑠)[4𝑏2(2𝑏 + 3𝑐) + 𝑏(𝑢2 + 3𝑐2 − 12𝑛) − 4𝑐𝑛] + 

+4(𝑔 − 𝑏 − 𝑐)[(2𝑏2 + 𝑏𝑐 − 𝑛)(𝑐2 − 𝑢2 + 4𝑛)] = 0. 

Condițiile (i) – (x) au fost obținute pentru sistemul diferențial (1) și în lucrarea [1] 

utilizând mai multe etape: găsirea condițiile de existență a două drepte invariante și a unei 

conice invariante ireductibile (89 de cazuri), calcularea și anularea mărimilor Lyapunov, 

studierea integrabilității sistemului (1). 
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