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Rezumat. Pentru sistemul diferential cubic cu punctul de echilibru 0(0,0) de tip centru sau focar, care
poseda doua drepte si o conica invarianta, se determind conditiile de existentd a centrului. Prezenta centrului
in 0(0,0) este demonstrata prin construirea integralelor prime de forma Darboux.
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Abstract. We find conditions for a singular point 0(0,0) of a center or a focus type to be a center, in a cubic
differential system with two invariant straight lines and one invariant conic. The presence of a center at
0(0,0) is proved by constructing Darboux first integrals.
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1. Problema deosebirii centrului de focar
Fie sistemul cubic de ecuatii diferentiale
x=vy+ax?+cxy+ fy?+ kx® +mx%y + pxy? + ry3 = P(x,y),
{3’1 = —(x + gx* +dxy + by* + sx® + gx*y + nxy* + ly®) = Q(x,y),
in care coeficientii a,b,...,r,s si variabilele x = x(t),y = y(t) sunt reale. Originea de
coordonate 0(0,0) este pentru sistemul (1) punct de echilibru cu valorile proprii imaginare
(A1, = £i), adica punct de echilibru de tip centru sau focar.

(1)

In lucrarea de fati, pentru sistemul diferential cubic (1) este studiati problema
deosebirii punctelor de echilibru de tip centru si focar, numita problema centrului.
Importanta acestei probleme rezida in faptul ca ea are tangente cu problema locald a 16-a a
lui Hilbert despre ciclurile limitd ce pot aparea la bifurcatii, problema nesolutionata pana in
prezent. Problema centrului pentru sistemul diferential (1) este echivalentd cu problema
integrabilitatii locale a sistemului in vecindtatea punctului de echilibru 0(0,0). Din aceste
considerente vom studia metoda algebrica de integrare a sistemelor diferentiale polinomiale,
numitd metoda de integrabilitate Darboux [1].

Definitia 1. Curba algebrica ®(x,y) = 0, unde ® € C[x, y], se numeste curba algebrica
invarianta a sistemului polinomial (1), daca exista un asa polinom K (x,y) € C[x, y] incat in
variabilele x si y are loc identitatea
0P (x,y)
ox
Se spune ca sistemul (1) este integrabil Darboux daca el poseda integrala prima de forma

P(x,y) +

0 )
w. Q(x,y) = ®(x,y) - K(x,vy). (2)
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Oy Dy = C, (3)
unde ®;(x,y) =0, j =1,...,m sunt curbe algebrice invariante, iar h; € C.
Daci relatia (3) este integrald prima pentru sistemul diferential (1), unde ®;(x,y) = 0 sunt

curbe algebrice, atunci aceste curbe sunt si curbe invariante pentru sistemul (1).

2. Sistemul diferential cubic cu drepte invariante
Problema deosebirii centrului de focar a fost rezolvatd pentru sistemul cubic (1) ce

poseda: patru drepte invariante, trei drepte invariante, doud drepte invariante $i o conica

invarianta ireductibila [1]. Conditiile de existenta a doua drepte invariante
1+Ax+By =0, (4,B)+#0, AL BeC 4)
au fost obtinute in lucrarea [2] si a fost demonstrata urmatoarea teorema:

Teorema 1. Sistemul diferential cubic (1) are doua drepte invariante de forma (4) daca si

numai daca se realizeaza unul dintre urmatoarele doua seturi de conditii:

(i) a=f=k=p=r=0, m(c*—4m) # 0;

(i) k=g+(@—-1(a;+ay,), s=0—-a)aya,, r=—f—1, l=-b,
m=d—a+2+cla; +a,) —a?—aa,—a3, n=—-d—1—(f +2)a,a,,
p=b—c+(f+2)(a;+ay), q=(a;+a,—cla,a, — g.

In cazul (i) dreptele invariante sunt paralele si au forma

ctVc?—4m
1+ 5 x =0, (5)
iar in cazul (ii) dreptele invariante sunt concurente in punctul (0; 1) si au forma
l1+ax—y=0,1+a,x—y=0, a,—a, #0, a,a, € C. (6)

In lucrarea de fatd sunt determinate conditiile de existenta a centrului pentru sistemul
cubic (1) prin construirea integralelor prime de forma Darboux, constituite din doua drepte
invariante si o conicd invarianta ireductibila.

3. Sistemul diferential cubic cu integrale prime Darboux
Vom determina conditiile asupra coeficientilor sistemului (1) incat acest sistem sa
posede integrala prima de forma Darboux
F(x,y) = I"l? o =, (7)
unde l; = 0,1, = 0 sunt drepte invariante de forma (5) sau (6),
D(x,y) = ayox? + apxy + agy? + ajox + agy + 1 =0
este o conica invarianta ireductibila, iar hq, h,, h; € C.
Conform [1], relatia (7) este integrald prima pentru sistemul (1) daca si numai daca se
indeplineste urmatoarea identitate
dF (x,y
T

d0F (x,
)+ 7522 Q) =0, ®



Egaland coeficientii de pe 1angi aceleasi puteri a monoamele x'y’ in (8), vom obtine

un sistem din 14 ecuatii
{U;=0i+j=1234} (9)

in raport cu coeficientii conicei a,y, @11, gz, A19, g1, coeficientii dreptelor invariante a,,
a,, exponentii hq, h,, hs si coeficientii a, b, ... , s ai sistemului (1).

Se studiaza compatibilitatea sistemului de ecuatii algebrice (9) si pentru sistemul cubic
(1) se obtin conditiile de existenta a integralelor prime de forma Darboux, formate din doua
drepte invariante si o conicd invarianta ireductibila.
Teorema 2. Sistemul diferential cubic (1) are integrala prima de forma Darboux (7),
compusa din doud drepte invariante [; = 0,1, = 0 si o conicd invarianta ireductibila ® = 0
daca se realizeaza unul dintre urmatoarele zece seturi de conditii:

2u? — cuv — 2v? — 2v3

() a=v+1b= d=2vf=-21=—b,
2uv

2v° + 2v° — cuv® + Qu? — 2gu)v3 + u?v? + cudv —ut
m= W22 ’

2u? — 2v?% — 3cuv — 2v3 cuv + gu — u? — 2v? - 2v8
p= ,q = , T = 1,

2uv u
vZ(cuv + 2gu — u? — 2v? — 2v3)

n=-2v—1s= " k=g —u+cv;

3 2b—c 1
(ii) d=2a—3,f=—§,g=2(1—a)(b+c),p= > ,q=—g,r=5,l=—b,

k=(1—-a)2b+c),s=2RQa*’+an—4a—n+2),m =3 —3a — 2n;
(iii) a=1d=-2,f=-1Lk=p=gl=-bm=-nqg=—-g,r=5=0;
_20((1—1) _c(u+v)

(iv) b=1l=0,f=-r—-1d=2a—-v—4,g= " , P >
clav+2a—v—2) au+2av+2a—uv —2u—v?—-3v -2
- v = u ’
3’4+ G +u—2a)v>+ (8 +5u—6a—2au)v+ (8 —6a)u+4—4a
n= 2u ’
_2c(1-a) —u—vS_(a—l)v2+(5a—2a2—3)v—2(a—1)2_
v ’ 2 u ’

(v) g=[2v3(a—1)(c—2b) +v?b(5au + 8a + 4b* — 2bc —u® — 6u —8) +
vb?(u + 2)(c — 6b) + 2b3(u + 2)?]/(uv?),

k=[v3(u+2)(c—2b)(a—1)+vb*(u+2)(c —6b) +

+bv?(au® + 7au + 8a + 4b* — 2bc — 2(u + 2)?) + 2b3(u + 2)?]/(uv?),
m = [2v3(4b? — 2bc — a + u + 2) + v?(4bcu + 10bc — 28b% — 12b%*u — au —

—u—2)+vb(6b—c)(u+2)(u+3)—b*(u+4)(u+2)?]/[v:(u-—2v+2)],
n = [v2(4b? — 2bc — u? + 2au + 6a — 5u — 8) + 2b%*(u + 2)? —

—v(u+ 2)(6b* — bc + 2a —u —3)]/ [v(u — 2v + 2)],

l=-b,p=bu—-2bv+3b+cv—cr=1—-v,v=f+2,u=2a—-d-—4,
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q=1[2v¥a—-1)2b—-c)+vb*(6b—c)(u+1D)(u+2)—2b3uw+1D)(u+2)*+
+v2b(u® + 4u? + 8u + 8 — Qu? + 7u + 8)a + 2b(u + 1)(c — 2b))] (uv?),
s =[(a—1D)W?*Qu+ 2a + 4b*> — 2bc — u* — 3u — 2) + 2b*(u + 2)* +
+bv(cu + 2¢ — 6bu — 12b))]/ [v*(u — 2v + 2)];
(vi) b=1=0, f=-2 n=—-d—-1, p=—-cs=(@-1)d+2),
_(1-d-3a)a+d+2m+2)+2c*(a—1) iy

c(a—d —4) =1
_ (ad+7a—-d?*-5d—-9)(2a+d +2m+2) —2c*(a—1)
1= c(a—d —4) ’
k_(ad—2a2+3a—2d+3)(2a+d+2m+2)+cz(a—1)(2a—d—2)
c(a—d —-4) ’

2Qa+d+2m+2)?>—-c?*QRa+d+2m+2)—c?*(d+2)=0;
(vii) b=1=0, f=-2, n=—-d—-1, p=—¢, r=1,

_ Qay +a, —c)(c—a; —2a;) — agz(aya;, — 1) + ag,

a )
20y,
_ap;(3a; +3a; —¢) + a,a,(3¢c — 5a; — 5a;) + ¢ —3a; — 3a,
2(ag; — 1)

N (3a, +3a, —c¢)(2a; + a, — c)(c — a; — 2a,)

2ap3(ap; — 1)
_ Ray+a;—c)c—a; —2a;) —ap(2 + a,ay)

)

s=(1-a)a,a,,

Qo2

k=g+@—1D(a +ay), q=(a,+a,—Jaa, — g,

m=d—a+2+c(a; +a,) —a?—a,a, —as;
(viii) a=f=k=p=r=d=1l=q=s5=0, c=-2b, g=-b, n=—m;
(ix) a=f=k=p=r=d=1l=q=0, g=b+c, m=(c*—-u?)/4,

4b%2(2b + 3¢) + b(u? + 3¢? — 12n) — 4cn = 0;

x) a=f=k=p=r=d=1l=q=0, m=(c*—-u?)/4,

(c? —u? + 4n — 4s)[4b?*(2b + 3¢) + b(u? + 3¢? — 12n) — 4cn] +

+4(g — b — c)[(2b%* + bc — n)(c* — u® + 4n)] = 0.
Conditiile (1) — (x) au fost obtinute pentru sistemul diferential (1) si in lucrarea [1]

utilizdnd mai multe etape: gasirea conditiile de existentd a doud drepte invariante si a unei
conice invariante ireductibile (89 de cazuri), calcularea si anularea marimilor Lyapunov,

.....
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