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INTRODUCERE

Calculul probabilitatilor a aparut pe la mijlocul secolului al XVII-lea ca
urmare a problemelor ce tin de jocurile de noroc.

Primele definitii fiind introduse de ilustrii savanti B. Pascal (1623-1662),
P. de Fermat (1601-1665), Ch. Huygens (1629-1695) si in special de J. Bernoulli
(1654-1705). De asemenea un rol important in dezvoltarea metodelor analitice ale
teoriei probabilitatilor, I-au avut A. de Moivre (1667-1754), P. S. Laplace (1749-
1827), K. F. Gauss (1777-1855) si S. D. Poisson (1781-1840).

Definitia clasica a probabilitatii a fost introdusd de Laplace (1812) in
tratatul Teoria analitica a probabilitatilor si a fost intr-atat de reusita incat a fost
luata ca baza de toti cercetatorii [1].

O alta etapa importanta in dezvoltarea teoriei probabilitatii au fost datorita
metodelor efective de demonstrare a teoremelor limita pentru sumele de variabile
aleatoare independente, create de P. L. Cebisev (1821-1894) si elevii sai A. A.
Markov (1856-1922) si A. M. Lyapunov (1857-1918).

O data cu dezvoltarea teoriei probabilitatilor, au inceput sa apara probleme
pentru rezolvarea cdrora notiunea clasicd a probabilitatii a devenit insuficienta.
Insa, in anii treizeci ai secolului XX, A. N. Kolmogorov (1903-1987), in lucrarea
Bazele teoriei probabilitatilor, a reusit sa realizeze o axiomatizare a notiunilor de
baza, astfel ca astazi sunt acceptate unanim. lar bazele statisticii matematice au
fost puse de K. Pearson (1857-1936) si K. A. Fisher (1890-1962) [2].

Evident, teoria probabilitatilor si statistica matematica se aplica in diverse
domenii ale stiintei, incepand cu stiintele exacte si ingineresti si finalizand cu
stiintele socio-economice, in special Th domeniile unde Tntalnim conditii de risc si
incertitudine si unde este necesara luarea unor decizii riguros argumentate.

Fiind o ramura important a matematicii, a fost introdusa ca obiect de studiu
incepand cu clasele liceale, apoi continuand cu studiile superioare de specialitate.

Prezenta lucrare cuprinde introducere, patru capitole, bibliografie si anexe,
n care sunt incluse tabelele de valori pentru diverse functii.

In primul capitol sunt aduse datele teotetice si exemple pentru fiecare tip
de probabilitate (clasica, geometrica, conditionata si totald), inclusiv formula lui
Bayes si schemele clasice de probabilitate.

Capitolul doi este consacrat variabilelor aleatoare: operatii cu variabile
aleatoare discrete, functia de repartitie, densitatea de probabilitate, valoarea medie,
dispersia, momente de ordinul k, coeficientul de asimetrie si boltire si legile de
repartitie a variabilelor aleatoare discrete si continue.

In capitolul trei sunt descrise elementele de statisticdi matematici: ce
reprezinta o selectie, cum se inregistreaza datele, se grupeaza, se reprezinta grafic,
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care sunt indicatorii seriei statistice si este expusa detaliat cercetarea statistica
realizata prin sondaj.

in ultimul capitol sunt aduse cateva simuliri, personale, de probleme din
probabilitate, care au fost prezentate anterior la Conferinta "Probleme ale stiintelor
socioumanistice si modernizarii invagamantului", UPSC (2016, 2017 si 2022).

De asemenea, in majoritatea paragrafelor sunt incluse exemple rezolvate,
iar la finele acestora sunt propuse exercitii si probleme pentru aprofundarea
cunostintelor.



CAPITOLUL I. TEORIA PROBABILITATILOR

§1.1. Experiente si evenimente. Operatii cu evenimente

Teoria probabilitdtilor opereaza cu o serie de notiuni specifice care, in mod
succint, pot fi prezentate astfel [1-17]:

Definitia 1. Realizarea practicd a unui ansamblu de conditii si resurse bine
precizate, conform unui anumit criteriu de cercetare, poarta numele de experienta
sau proba.

Definitia 2. Prin eveniment vom inzelege orice rezultat al unei experienze
despre care putem spune ca s-a realizat sau ca nu s-a realizat, dupa efectuarea
experimentului considerat.

.....

g0, v,

realizare, evenimentele se pot clasifica in:
v’ evenimente sigure;
v’ evenimente imposibile;
v’ evenimente aleatoare;
v’ evenimente contrarii.

Definitia 3. Evenimentul sigur este evenimentul care, se produce in mod
obligatoriu, la efectuarea unui experiment si se noteaza cu Q.

De exemplu, la aruncarea unui zar sa obtinem fata cu un numar mai mic ca
6.

Definitia 4. Evenimentul imposibil este evenimentul care in mod obligatoriu
nu se produce in cadrul unui experiment si se noteaza cu .

De exemplu, la aruncarea unui zar sa obtinem fata cu un numar mai mare ca
6.

Definitia 5. Evenimentul aleator (intamplator) este evenimentul care poate,
sau nu, sa se realizeze intr-un experiment, si se noteaza in general prin literele
mari ale alfabetului latin A, B, C, etc., sau prin literele mari urmate de indici
A, Ay A, LA,

Definitia 6. Prin eveniment contrar al evenimentului A, vom intelege
evenimentul A care nu se produce daca s-a produs evenimentul A si invers.

Deci

A={w:w€Q si w¢ A}

Din definitia 6 rezulta

Q=0 s5i 0=Q

in dependentd de numarul de probe din experiment, avem doua tipuri de

evenimente:

Definisia 7. Un eveniment se numeste:
6



1) elementar, daca se realizeaza ca rezultatul unei singure probe si se
noteaza Cu w;

2) compus, daca apare ca rezultatul a doua sau mai multe probe.

Tn sens tehnic, evenimentul legat de un element component simplu se poate
numi eveniment simplu, iar evenimentele referitoare la sistemele tehnice sunt
evenimente compuse.

O analogie intre evenimente si mul{imi, permite o scriere si, in general, 0
exprimare mai comoda ale unor idei si rezultate, legate de conceptul de eveniment.
Astfel, vom intelege evenimentul sigur ca multimea tuturor evenimentelor
clementare, adica

Q={w,, wy, ..., Wy}
si orice eveniment compus ca o submultime a Iui Q.

Definitia 8. Mulgimea tuturor evenimentelor elementare generate de un
experiment aleator, se numeste spariul evenimentelor elementare (spagiul de
selectie) si se noteaza cu Q.

Mentionam ca spatiul evenimentelor elementare poate fi finit sau infinit.

In cazul aruncarii unei monede, o singurd dati, spatiul evenimentelor
elementare este finit

Q= {12},
iar In cazul aruncdrii unei monede pana la aparitia stemei
Q = {s,bs, bbs, bbbs, ..., bb ..., ..}
nori
este o multime infinitd si nu putem preciza un numar exact de aruncari in cadrul
carora sa apard cu siguranta stema.

Exemplul 1. Se arunca doua zaruri, sa se scrie multimea evenimentelor
elementare.

Rzolvare. Fiecare zar are 6 fete, iar pe fiecare fatd sunt indicate punctele de
la 1 la 6. Tn total multimea evenimentelor elementare este formati din 6 - 6 = 36
elemente, deci

{(1;1),(1;2),(1;3), (1;4), (1;5), (1;6),
(2;1),(2;2),(2;3),(2;4),(2;5),(2;6),
(3;1),(3;2),(3;3),(3;4),(3;5),(3;6),

(4;1),(41;2),(4;3),(4;4),(4;5),(4;6),
(5;1),(5;2),(5;3),(5;4),(5;5), (5;6),

A (6;1),(6;2),(6;3),(6;4),(6;5),(6;6)}.

In cazul unui experiment se pot produce simultan mai multe evenimente
aleatoare diferite.



Definitia 9. Prin reunirea evenimentelor A si B, vom ingelege evenimentul
notat A U B, care consta in realizarea a cel pugin unuia dintre evenimentele A si B.

Deoarece evenimentele A si B sunt submultimi formate din evenimentele
elementare ale spatiului Q, rezulta ca reunirea evenimentelor este

AUB ={w € Q|w € Asau w € B}.

Se cunosc urmatoarele proprietati ale reuniunii evenimentelor [2]:

1. AU B = B U A (legea comutativa);

2.(AUB)UC(C =AU (B UQC) (legea asociativa);

3.Daca Ac B= AUB =B;

4AUA=A4AUQ=QAU0=A0UQ=QsiAUA=Q.

Definitia 10. Evenimentul care prezinta realizarea Ssimultana a
evenimentelor 4 si B, se numeste intersectia evenimentelor A si B, notat

ANB={w:w €A si w € B}.

In cazul intersectiei, au loc urmatoarele proprietati:

1. AN B = B N A (legea comutativa);

2.(AnB)NC =An (B nNC) (asociativa);

3.DacicAcB=ANB =24,

4ANA=4LANQ=AANO=0,0NnQ=0siANA=A);

5. Pentru orice eveniment 4, existd A astfel incat AN A = @.

Definitia 11. Evenimentul care se realizeaza daca si numai dacd se
realizeaza evenimentul A, dar nu se realizeaza evenimentul B, se numeste
diferenta evenimentelor A si B, notat

A—B={w:w €A si wé¢B}.

Definitia 12. Evenimentele A si B, S&e numesc compatibile, daca ele se pot
produce simultan in cadrul unui experiment, adicai AN B # Q.

De exemplu, la un echipament electric pus in functiune, dupa un anumit
timp pot sd apara concomitent diverse defecte (evenimente), astfel de evenimente
sunt compatibile.

Definitia 13. Evenimentele 4 si B se numesc incompatibile, daca ele nu se
produc simultan in cadrul unui experiment, adica AN B = @.

Fie evenimentul A care consta din functionarea unui calculator, iar
nefunctionarea lui este evenimentul B, deoarece calculatorul in acelasi timp nu
poate sa functioneze si sd nu functioneze, rezuta ca evenimentele A si B sunt
incompatibile.

Evenimentele contrarii (4 si A) sunt incompatibile, in timp ce evenimentele
incompatibile nu sunt in mod obligatoriu contrarii.

Definitia 14. Evenimentul A implica evenimentul B si vom scrie A € B,
daca realizarea evenimentul A atrage dupa sine si realizarea evenimentului B.
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Daca A c Bsi B c C, atunci A c C reprezinta proprietatea de tranzitivitate
a relatiei de implicare.

Definitia 15. Evenimentele A si B sunt echivalente (egale), daca avem
simultan A € B si B c A si vom scrie A = B.

Operatiile cu evenimente aleatoare si relatiile dintre ele pot fi ilustrate cu
ajutorul diagramelor Venn (fig. 1).

SrRESDRIE T

AnB A—-B
oL

Q Q
AcCB AZB

Fig. 1. llustrarea geometrica a operatiilor cu evenimente aleatoare §i
relatiile dintre ele

Exercitii si probleme propuse

1. Fie evenimentul A - cel putin o piesa este rebut din trei piese

verificate, B - toate piesele sunt bune. Sa se determine evenimentele AU B, AN B,
A B, AUB.

2. Sa se demonstreze echivalenta evenimentelor AN B U A si B — A.
3. Sa se demonstreze compatibilitate/incompatibilitatea evenimentelor A
siAUB.

81.2. Camp de evenimente. Camp de probabilitate. Frecventa relativa

O multime K de evenimente formeaza un cdmp dacda au loc urmatoarele
axiomele:

1) VAEK = JAEK;

2) VAABEK= AUBE€EK si ANBEK.

Definitia 1. Cuplul (Q, K) se numeste spatiu masurabil sau camp finit de
evenimente, daca K este un corp.

Observatia 1. |. Tntr-un camp finit de evenimente (Q, K), sunt adevdrate
afirmatiile

aQ)VA,BEK = A—B €EK;



b) evident J € K 5i Q € K;

C)daca A,B € K,atunciANB € K.

Il. Daca multimea evenimentelor elementare este numarabild, o mulfime
K € P(Q) se numeste corp borelian pe Q, In conditiile

v VAeEK= A€K;

v' dacal € N,I + JgsiA; € K, Vi €I, atunci

UALEK,
v QEK.

Definitia 2. Perechea (€, K) in care K este un corp borelian se numeste
camp borelian (camp infinit) de evenimente.
Definitia 3. Tntr-un camp finit de evenimente (Q, K), evenimentele 4; € K,
i = 1,n, formeazd un sistem complet de evenimente (sau o partitie a campului),
daca
» Ui 4 € Q;
> AiNA;=0, Vi#j, ij=1Ln
Definitia 4. Fie campul de evenimente (Q, K), evenimentele 4,4, A,, ..., A,
formeaza un Sistem complet de evenimente, daca

n
UAi = Q siA; ﬂAj =@, Vi+j;,i,j=1n.
i€l

Propozitia 1. Daca mulfimea Q este format din evenimentele

Q ={w;, 0y, ..., W },
atunci campul (Q, K) contine 2™ evenimente.

Demonstratie. Pentru un experiment din n rezultate elementare si prin
urmare, pentru un eveniment sigur compus din n evenimente elementare, vom
avea diverse evenimente compuse din acestea, dupa cum urmeaza:

o evenimente compuse din cate zero evenimente elementare sunt C_;
o evenimente compuse din cate un eveniment elementar sunt C};
o evenimente compuse din cate doud evenimente elementare sunt C2;

o evenimente compuse din cate n evenimente elementare sunt C;}.
Prin urmare, numarul total de evenimente ale cAmpului K este egal cu
CO+Cr+Ci+--+C =2
Definitia 5. Fie un experiment ce se repeta de n ori, consideram un
eveniment A ca un rezultat al acestor experimente si fixam de cate ori s-a repetat

: o 9 . . K
acest eveniment, atunci prin frecventa relativa vom intelege raportul —care se

noteaza
10



k

fi(A) = E’

unde k este numarul de evenimente care se produc, iar n este numarul total de
evenimente.

Proprietatile frecventei relative

1) 0 < f(4) < 1 pentru orice eveniment A4;

2) il =1, f.(9)=0;

3) Daca A si B sunt incompatibile, atunci

f(AuB) =f(A)+f(B), BcA4,
lar in caz general
) f(AUB) = f(A) +f(B) — (AN B);
4) In cazul evenimentelor arbitrare
f(A\B) = f(AnB) = f(A) - f(An B),
larcand B c A
f(A\B) = f(An B) = f(A) — f(B);

5 fA=1-f.

In secolul al XVIll-lea, naturalistul Buffon si, la inceputul secolului XX,
statisticianul Pearson, au trecut rezultatele unui experiment ce se repeta in aceleasi
conditii practic identice (aruncarea unei monede simetrice si omogene), in
urmatorul tabel [1]

Tabelull. Rezultatele experimentelor naturalistului Buffon si
statisticianului Pearson

Experimentatorul Numarul Frecventa Frecventa
aruncarilor absoluta a stemei relativa
Buffon 4040 2048 0,5069
Pearson 12000 6019 0,5016
Pearson 24000 12012 0,5005

Comte de Buffon (1707-1788) Karl Pearson (1857-1936)

11



S-a observat, conform datelor din tabel, ca frecventa relativd capata o
anumita stabilitate, osciland in jurul unui numar constant p. Asemenea proprietati
pot fi observate si in alte experimente repetate de nu numar suficient de mare si
anume aceste proprietati ne sugereaza urmatoarea definitie:

Definitia empirica sau statisticd a probabilititii [1]. Numarul in jurul
caruia se concentreazd (oscileaza) frecventele relative ale unui eveniment A, In
serii mari de efectuari ale experimentului, 11 vom numi probabilitatea
evenimentului A care se noteaza cu P(A).

81.3. Definitia axiomatica si definitia clasica a probabilitaitii

A defini o probabilitate in raport cu o experientda, inseamna a asocia
fiecarui eveniment A un numar P(A4).

Definitia 1 (definitia axiomatica a probabilitatii) [2]. Fie (©, K) un camp
finit de evenimente, se numeste probabilitate pe campul considerat, o functie

P:K — R
care satisface axiomele

1) P(A) = 0,VA € K,

2) P(QY) =1,

3)P(AUB) =P(A)+P(B), VA BE K si ANB=0.

Tripletul {Q, K, P} se numeste camp finit de probabilitate.

In cazul in care campul de evenimente (Q,K) este infinit, atunci
probabilitatea trebuie sa satisfaca axiomele

1) P(A) > 0,YA € K;

2)P(Q) =1;

) P(U;A) =2 P(A), AiNAj=0, i+#].

Tn conformitate cu [2], avem urmitoarea reguld de adunare a
probabilitatilor: daca evenimentele A; € K (i = 1,2,...,n), sunt evenimente
incompatibile doua céte doua, adica

AinA; =0 (i+})),
atunci
P(A;UA,U ..U A4,) =P(A) + P(A,) + -+ P(A,), (1)
lar daca evenimentele A; € K (i = 1,2, ...,n) sunt compatibile, atunci

P (OAi> = zn P(4) - zn P(A; N 4;) +
i=1 t=1 Lj=1

n
n
+ E P(A;nA;NA) + -+ (—1)"—113( Al-)
i,j,k=1
=1

(i #j#k).
12



Fie multimea finita de evenimente elementare Q ={w;, w,, ..., w, }, atunci,

conform regulii de adunarea a probabilitatilor (1), avem
P(Q) = P(wy) + P(wy) + -+ P(w,) = 1. (2)

Definitie 2. Evenimentele se numesc echiprobabile, daca au aceeasi

probabilitate, adica
P(w1) = P(wy) = -+ = P(wy).

Din conditiile definitiei de mai sus se deduce probabilitatea pentru oricare

eveniment elementar w;

1
P(w;) = - (i =1..n).

Conform relatiei (2) avem
1 1 1 m
PA) = —+—4+ ..+ —=—
n n n n

m ori
unde m este numarul de evenimente elementare favorabile evenimentului A4, deci

m = card A, iar n este numarul total de evenimente elementare echiprobabile
(n = card Q).

Definitia 3 (definitia clasicd a probabilitatii) [3]. Probabilitatea unui
eveniment A este egala cu raportul dintre numarul de cazuri favorabile la
numarul total de cazuri posibile
card A
card Q° (3)

Observatia 1. Conform definitiei de mai sus, nu putem stabili
probabilitatea unui eveniment dintr-un camp infinit, deoarece ne intalnim cu
imposibilitatea stabilirii numarului de cazuri favorabile si a numarului total de
cazuri.

Examinam aruncarea unei monede, aceasta poate inregistra 2 evenimente:
caderea banului (b) sau a stemei (S), deci multimea de evenimente elementare este
Q = {s,b},

iar probabilitatea caderea banului (b), sau a stemei () este

P(A) =

1
P(s) = P(b) = —.

Din definitia probabilitétii, operatiile dintre evenimente si relatiile dintre
acestea, rezulta urmatoarele proprietati ale probabilitatii:
a) P(¥)=0,P(Q) =1;
b) P(A) =1— P(A);
¢) P(Uiz1 A) =X P(A), AinA;j=0, i#j, i,j=1n;
d) P(A\B) = P(ANB) = P(A) — P(B), dacidB C A;
P(A\B) = P(AnB) =P(A) — P(AN B);
13




e) PAUB) =P(A)+ P(B)—P(ANB);

f) P(@)=1—- P(Q), P(Q) =1-P(D).

Exemplul 1. Consideram aruncarea unui zar. Sa se determine
probabilitatea caderii unei fefe cu un numar impar de puncte.

Rezolvare. Multimea evenimentelor elementare este

Q={1;2;3;4;5;6}.

Notam prin A — evenimentul caderii fetei cu un numar impar de puncte,

deci
A ={1;3;5}

In conformitate cu definitia clasicd a probabilititii (definitia 3), formula

(3), obtinem
3 1
P(A) —E—E— 0,5
Raspuns: P(A) = 0,5

Exemplul 2. Se arunca o moneda de 3 ori, sa se determine multimea de
evenimente elementare si probabilitatea caderii a 2 steme.

Rezolvare. Notam:

evenimentul A — caderea a 2 steme din 3 aruncari a monedet;

evenimentul b — caderea banului,

evenimentul s — caderea stemei.

In baza proprietitii de mai sus, rezultdi ci multimea de evenimente
elementare este alcituitd din 23=8 elemente, deci

Q = {(bbb), (bbs), (bsb), (bss), (sbb), (sbs), (ssb), (sss)}.
Din multimea de evenimente elementare determinam cazurile favorabile
A = {(bss), (sbs), (ssb)},

deci avem 3 cazuri favorabile.

Probabilitatea se calculeaza in baza formulei (3)

3
P(4) =5 = 0375.

Raspuns: Q = {(bbb), (bbs), (bsb), (bss), (sbb), (sbs), (ssb), (sss)},
P(A) = 0,375
Exemplul 3. Fie date doud urne cu bile albe §i negre. Prima urna contine 4
bile albe si 6 bile negre, iar a doua 3 bile albe si 5 bile negre. Se extrag la
intamplare cate o bila din fiecare urna. Sa se determine probabilitatea ca:
1) ambele bile sunt albe (evenimentul A,);
2) cel putin o bila este alba (evenimentul A,);
3) din prima — alba, iar din a doua — neagra (evenimentul As).
Rezolvare. Notam: evenimentul A — bila extrasa din prima urna este alba si

evenimentul B — bila extrasa din a doua urni este alba.
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Probabilitatea evenimetelor A si B se calculeaza in baza formulei (3)
4 2

PA=15=5

s
P(B) = >
=5

1) Probabilitatea ca ambele bile sa fie albe reprezinta probabilitatea

intersectiei evenimetelor A si B
23 3

58 20
2) Probabilitatea ca cel putin o bila sa fie alba reprezinta probabilitatea

reuniunii evenimetelor A si B
P(A,) =P(AuUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) =
2 3 3 16+15-6 25 5

5 8 20 40 40 8
3) Probabilitatea ca din prima urna sa extragem o bila alba, iar din a

P(A;)) =P(AnB)=P(A)-P(B) =

doua o bila neagri, reprezinta probabilitatea intersectiei evenimetelor A si B
2 3 8-3 1
P(43) =P(ANnB)=P(A) —P(ANB) ___ﬁ 0 7
Raspuns: P(A,) = 5" P(A,) = g; P(A3) = %
Exemplul 4. Un aparat este formar din 3 piese. Aparatul nu functioneaza
daca 2 din piesele sale sunt nestandarte. Sa se determine probabilitatea ca
aparatul va functiona daca muncitorul are la dispozitie 10 piese dintre care 3 sunt
nestandarte.
Rezolvare Notam evenimentul A — aparatul func‘;ioneazé

g0, v,

ajutorul combinarilor
3 108 _
Cio = 370 = 120.

Conform conditiilor problemei, aparatul functioneaza daca cel putin 2 piese
sunt bune, deci cazurile favorabile sunt:

N=C3+C3-C

- 3 piese bune
;7!
C; = ETIVT] = 35;
- 2 piese bune si una nestandarta
y 1 7!
C7 C3 = 2'—5' -3 =63
Obtinem
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N =35+ 63 =98.
Tn baza formulei (3), avem
98 49
P(A) = 120 = &0 4

Raspuns: P(A) = 6—3

Exercitii si probleme propuse

1.  Searuncd o moneda de 5 ori. Sa se determine probabilitatea ca
a) stema cade de 2 ori;
b) stema cade cel putin o data.

2. Se arunca un zar sSimetric. Sa se determine probabilitatea caderii
a) unui numar par de puncte;
b) unui numar divizibil cu 3;
C) unui numar nu mai mic ca 5.

3. Sa se determine probabilitatea ca cifrele, dintr-un numar de trei cifre
alese la intamplare, sa fie consecitive?

4. Intr-o wrnd sunt cartonase numerotate de la 1 la 10000, fird
repetare. Sa se determine probabilitatea ca un cartonas extras la intdmplare sa
contind cifra 7.

5. Intr-o urnd sunt 6 bile albe, 2 negre si 8 rosii. Se extrag la intamplare
2 bile. Sa se determine probabilitatea ca ambele bile sunt de aceeasi culoare
(evenimentul A) si probabilitatea ca ambele bile sunt de culoare rosie
(evenimentul B).

6. Fie o cladire cu 10 etaje. In accensorul acestei cladiri urcd 4
persoane. Sa se determine probabilitatea ca persoanele au cobordt la etaje
diferite

7. La o fabrica se produc piese pentru aparate foto, se stie ca 2% din ele
nu corespund standartului din cauza componentelor, iar 4% din cauza montarii.
Sa se determine probabilitatea ca o piesa extrasa la intamplare sa fie nestandarta.

8. Dintr-o urna cu 100 bile numerotate de la 1 la 100, fara repetare, se
extrage o bila la intamplare. Sa se determine probabilitatea

a) obtinerii unei bile cu un numar prim;
b) obtinerii unei bile cu un numar par;
C) obtinerii unei bile cu un numar divizibil cu 3.
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81.4. Definitia geometrica a probabilitatii

Consideram Tn R, un domeniu Q, reprezentat printr-un segment [PQ] de
lungimea L, iar A (A € Q) un segment [RS] € [PQ], de lungimea [ < L (fig. 2).
R 3 S
P ; ! e
L
Fig. 2. Reprezentarea n R a unui domeniu ([PQ)) si a unei pdrti din acest
domeniu ([RS])

Pe segmentul L se ia la intamplare un punct, sa se determine probabilitatea
ca punctul apartine si segmentului L.

Daca consideram ca probabilitatea de a nimeri in segmental [ este direct
proportionald cu lungimea lui, atunci probabilitatea ca punctul dat nimereste pe

segmentul [ este raportul
lung |

P = lung L’ )

Exemplul 1. Se da un segment [AB] de lungimea m, se ia la intdmplare
doua puncte din acest segment C si D. Sa se determine probabilitatea ca

segmentul [CD] are lungimea %m (fig. 3).

A C D B

Fig. 3. Reprezentarea segmentelor [AB] si [CD]

Rezolvare. Aplicam probabilitatea geometrica in R, formula (4), obtinem

1
[CD] 3m 1
PA) =——==—=-,
(4) [AB] m 3
Tn R?, domeniu Q este reprezentat printr-o figura plani G, iar A (A € Q) o
alta figura plana g, incat g € G (fig. 4).

Fig. 4. Reprezentarea in R? a unui plan G si a unei parti din acest plan g
Din figura G se ia la intimplare un punct, sa se determine probabilitatea ca
punctul apartine si figurii g.
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Tn conformitate cu literatura de specialitate [1-17], probabilitatea se
exprima ca raportul dintre ariile figurilor respective

P(A) =

aria G’ ®)
Exemplul 2. Un ceas se opreste la intdmplare. Sa se determine
probabilitatea ca acul minutarul se va opri intre orele 5 §i 8.
Rezolvare. Fie evenimentul A — acul minutarului se opreste intre 5 si 8
Geometric problema data poate fi ilustrata in 2 moduri:
a) Ca lungime (fig. 5)

A 1 U0 % U0 1 0 V0 U VO
o 1 2 3 4 *\\\3\\\7\\\& o 10 11 12

Fig. 5. Reprezentarea conditiilor exemplului 2 ca lungime

In acest caz, probabilitatea se calculeazi ca raportul dintre lungimile
segmentelor respective (formula (4))
lungl 3

= 0,25.

1

lung L 12

b) Ca arie (fig. 6)

Fig. 6. Reprezentarea conditiilor exemplului 2 ca arie

Pentru simplitate vom Tmparte suprafata ceasului in 12 parti egale (fig. 7).

)

Fig. 7. O parte din cele 12 parti egale, obtinute la divizarea ariei ceasului

Avria ceasului G este egala cu 12 g (12 parti egale), iar de la 5 la 8 sunt 3
parti egale, adica 3g. Deci, probabilitatea se va calcula ca raportul dintre ariile
suprafetelor respective (formula (5))

_39 _
P(A) = 129~ 0,25.

Raspuns: P(A) = 0,25
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Exemplul 3. Fie doua ceruri C; si C, de raze r;, = 200 si r, = 100, cu
centrele cercurilor in acelasi punct O(x,y). Se ia la intamplare un punct din
cercul C;. Sa se determine probabilitatea ca acest punct nu apartine cercului C,.

Rezolvare. Fie evenimentul A - un punct luat la intdmplare din cercul C, sa
nu apartina cercului C,.

Reprezentam geometric cercurile C; si C, cu centrele in acelasi punct
O0(x,y) (fig. 8).

Fig. 8. Cercurile C; si C, cu centrele in acelasi punct O(x,y)

Discul format de cercurile C; si C,, reprezinta suprafata cazurilor
favorabile, aria caruia se calculeaza ca diferenta dintre aria cercului mare si aria
cercului mic. Determinam ariile cercurilor C; si C,

Ay = mrf = 40000 T (u.p)
s
Ao, =7mrf = 10000 7 (u.p),
deci aria discului A;, este
A, =nmrf —arf = (rf —rf)m = (40000 — 10000)7r = 30000 7 (u.p).
In baza formulei (5), calculim probabilitatea

PA) = A, 300007 0
Ay 40000m

75.

Raspuns: P(A) = 0,75
Exemplul 4. Doi studenti au hotarét sa se intalneascd intre orele 18% si
19% qu decis sa se astepte 15 min. Sa se determine probabilitatea ca studentii se
vor intalni [1].
Rezolvare. Notam evenimentul x ora cand vine studentul I si y ora cand
vine studentul 1.
Aceasta problem poate fi ilustrata geometric in felul urmator (fig. 9):
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¥
A G B
H
60 min
F
D |nNEm s C X

60 min

Fig. 9. Reprezentarea geometrica a intalnirii studentilor

unde ABCD reprezintd un pitrat cu latura egala cu 60 (intre 18% si 79% sunt 60 de
minute), iar DE=DF=BH=GB=15 (timpul asteptarii). Cazurile favorabile se
determina ca aria figurii hasurate (EDFGBH), iar probabilitatea se determina ca
raportul dintre arii (formula (5))

AgpreeH

P(A) =
Aapcp

Observam, mai simplu este sa calculam ariile triunghiurilor AAGF si
AHCE, apoi din aria patratului s scadem ariile acestor triunghiuri. Mai mult ca
atat, aceste triunghiuri sunt asemenea si coincid
AAGF este triunghi dreptunghic si AHCE este triunghi dreptunghic
s
AF = AG = CE = CH = 45.
De aici rezultd cd suma ariilor acestor triunghiuri reprezintd aria unui
patrat cu latura AF = 45. Deci
AAEDFGBH = Aupcp — (Augr + Apce) = 3600 — 2025 = 1575 (u.p)
In baza formulei (5), obtinem

P(A) = 1575 _ 0,4375
)_3600 o '

Raspuns: P(A) = 0,4375
Tn R3, domeniu Q, este reprezentat printr-un corp V si fie v un alt corp,
incat v € V (fig. 10).

Fig. 10. Reprezentarea in R3 a corpurilor v si V (v c V)
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Din corpul V se ia la intdmplare un punct, sa se determine probabilitatea ca
punctul apartine si corpului v.
Tn conformitate cu literatura de specialitate [3], probabilitatea se exprima

ca raportul dintre volumele corpurilor respective

vol v
P(A) = . (6)

Exercitii si probleme propuse

1. Sa se determine probabilitatea ca un punct luat la intamplare din
segmentul [0,10], sa apartina segmentului [0,1].

2. Fie un segment [AB], pe acest segment se i-au la intdmplare doua
puncte, formand 3 segmente. Sa se determine probabilitatea ca segmentele
obtinute satisfac proprietatii triunghiului.

3. Fie dat un segment [AB] de lungimea t, se iau la intamplare doud
puncte L € [AB] si M € [AB]. Sa se determine probabilitatea cd punctul L sa fie
mai aproape de M decat de A.

4. Sa se determine probabilitatea ca un punct luat la intdmplare, din
sistemul rectangular cartezian de coordonate, sa apartina cadranului IV.

5. O barca trece un rdau, dintr-un mal pana la celalalt, timp de o ora. Sa
se determine probabilitatea ca un vapor va fi observat, daca se stie ca barca vede
vaporul cu 20 de minute Tnaite de ciocnire, dupa sau contra cursului vaporului.

81.5. Probabilitatea conditionata
Fie (X, Q, P) un camp de probabilitate, consideram evenimentele A si B,
incat P(B) > 0.
Definitia 1. Definim Pg: Q — R (sau P(- |B)) prin

P(ANB)
P(A/B) = Pg(A) = W (7)
g1 0 numim probabilitatea lui A conditionata de B.
Tn mod analog
P(ANB)
P(B/A) = P4(B) = “PA) (8)
Teorema 1 [3]. In conditiile ultimii egalitdti, Py este 0 probabilitate si in
plus
P(ANnB) = P(B) - Py(A).
Demonstratie. Deoarece
PcANBCB,
atunci

21



0<Pz(A) <1.
De asemenea
Ps(®)=0 si Pg(X) =1
sunt evidente.
Daca A; N A, = @, atunci si
(A;NnB)N(A,NB) =0,

deci
Py(A, U A,) = P((4, :(;}3) NB) _P((A4:n B;(;J)(AZ nEB)) _
_P(A;nB)+P(A,NB)

Definitia 2. Doua evenimente A si B, se numesc independente, daca
probabilitatea efectuarii unui din ele nu este influentata de efectuarea sau nu a
celuilalt

P(ANB) = P(A)-P(B),
altfel spus
P(A) = Pgz(4).

Propozitia 1. Daca evenimentele A si B sunt independente, atunci si
perechile de evenimente (4, B), (4, B), (4, B) sunt independente.

Demonstratie. Prin definitie avem

P(ANnB) = P(A)P(B).
Deoarece
A=(ANnB)U (AN B) (reuniune disjuncti),
avem
P(A)=P(AnB)+P(AnB)=P(A)P(B)+ P(ANB),
de unde rezulta
P(ANB) =P(A)—P(A)-P(B) =P(A)-(1—-P(B)) = P(A) - P(B).

Analog se demonstreaza independenta si Tn celelalte cazuri.

Fie data o urna cu bile albe si negre. Notam evenimentul A — extragerea
unei bile albe, si evenimentul B — extragerea unei bile negre dupa ce a fost extrasa
o bila care nu s-a intors inapoi pana nu s-a extras a doua.

Notam bilele albe prin a, iar cele negre prin b, atunci

P(A) = PEX
daca se extrage bila alba din prima oara, atunci
P(B) = a+b—-1
insa, daca se extrage din prima oara o bild neagra, atunci avem o alta probabilitate

a evenimentului B si anume
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b—1
A a+b—1
In concluzie putem spune ca evenimentul B depinde de evenimentul A.
Fie doua evenimente dependente A si B, vom determina care este
probabilitatea producerii simultane a acestor doua evenimente (probabilitatea
intersectieti).

P(B) =

Tntr-o operatie in masi avem urmitoarele cazuri posibile:

* se produc evenimentele Asi B, A N B, inh m, cazuri favorabile;

« se produce primul eveniment, dar nu se produce al doilea, A N B,Tn m,
cazuri;

« nu se produce primul eveniment, dar se produce al doilea, A N B, in m5
cazuri;

* nu se produce nici un eveniment, A n B, in m, cazuri.

Tn total avem

my+my,+mg+my=n
cazuri posibile, deci

my
P(ANnB)=—,

n

m;+m
P(4) = 1 2

2

s

m;+m

Evenimentele A si B sunt dependente, adica probabilitatea evenimentului
B este influientata de evenimentul A si se noteaza P,(B) care, din conditiile
exemplului este

my

m,; +mg

Tn caz general, cand evenimentele sunt dependente, obtinem egalitatea

A Pg(A) - P(B) = P(A) - P4(B).

Exemplul 1. Intr-o lada sunt 40 de piese, dintre care 37 sunt bune, iar 3
defecte. Vasile a extras doua piese. Sa se determine probabilitatea ca ambele sunt
bune.

PA(B) =

Rezolvare. Notam evenimentul A; prima piesa extrasa este buna,
evenimentul A, a doua piesa extrasa este buna si evenimentul A ambele piese
extrase sunt bune.

Probabilitatea evenimentului A, este
37

P(Al) = E}
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insd probabilitatea evenimentului A, este dependenta de calitatea primei piese
extrase.
Daca s-a extras o piesa buna, atunci

36
P(4;) = 3—9,
iar daca s-a extras o piesa cu defect, atunci
37
P(AZ) = 3—9

Deci probabilitatea ca ambele piese sa fie bune, este

37 36
P(A) = P(A; NAy) = P(Ay) " Py, (47) =20 39" 0,85.

Raspuns: P(A) = 0,85

Daca evenimentele sunt independente, probabilitatea se calculeaza in baza
formulei

) P(A; N Ay) = P(Ay) - P(4y).

In caz general, probabilitatea mai multor evenimente dependente este

P(ALNA,NAs;N..NA, =
= P(4))- PAl(AZ) ' PAlnAZ(A3) Tt PAlnAznA3n...nAn_1(An)-

Exemplul 2. Fie data o urna cu bile de doua culori 6 albe si 4 negre. Sa se
determine probabilitatea ca la doua extrageri succesive a cdte o bila, cu
intoarcere, sa obtinem o bila alba si una negra.

Rezolvare. Notam evenimentul A; — extragerea unei bile albe, evenimentul
A, — extragerea unei bile negre si evenimentul A — extragerea unei bile albe si apoi
a unei bile negre. Deci

6 3

P(Al) =E=§= 0,6

si

4 2

P(Az) —E—E—O,Ll‘.

Deoarece evenimentele A, si A, sunt independente, avem
P(A) = P(4, N A4,) = P(A,)-P(A4,) =0,6-0,4 = 0,24.
Raspuns: P(A) = 0,24

Daca evenimentele sunt independente, atunci probabilitatea evenimentului
A, in dependenta de A, coincide cu P(A,)

P, (A,) = P(A; N Ay) _ P(Ay) - P(Ay)
! P(A;) P(A;)

= P(4,)

si invers
PAZ(Al) = P(Ay).
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Exercitii si probleme propuse

1. Fie doua urne cu bile albe si negre. Prima urna contine 5 bile albe si
7 negre, iar a doua 3 bile albe si 3 negre. Dintr-o urna luata la intamplare se
extrage o bila, sa se determine probabilitatea ca bila extrasa este alba.

2. Doua masini produc una si aceeasi piesa. Prima masina produce
piese bune cu probabilitatea de 0,96, iar a doua masina cu probabilitatea de 0,93.
Se ia pentru proba cdte o piesa de la fiecare magsind, sa se determine
probabilitatea ca piesele sunt bune.

3. Se ia la inthmplare un numar intreg pozitiv. Sa se determine
probabilitatea ca acest numar se imparte la 2 sau la 3 fara rest.

4. O bunicuta vinde la bucata 15 trandafiri albi si 5 rogii. Sa se
determine probabilitatea ca printre primii patru trandafiri vandusi sa nu fie nici
unul rosu.

5. Intr-o urnd sunt 22 de bile dintre care 10 bile albe, 7 bile negre si 5
bile rosii. Se extrag succesiv, fara intoarcere, trei bile. Sa de determine
probabilitatea ca:

a) cele trei bile sunt albe;

b) numai una este alba;

c) bilele sunt extrase in ordinea alb, negru si rosu.

81.6. Probabilitatea totala

Fie un sistem complet de evenimente A,,A4,,As,...,A,. Evenimentul A nu
se produce sigur, dar se produce Tmpreuna cu unul din celelalte evenimente, adica
A=A NA)UA,NnA)U..U(4,NA).

Probabilitatea evenimentului A poate fi calculata aplicand probabilitatea la fiecare
termen din ultima expresie
P(A) =P(A;nA)+PA,NnA)+ -+ P(A,NA),
Sau
P(A) = P(A1)P4,(A) + P(A2)P4,(A) + -+ P(An) Py, (A).  (9)
Ultima egalitate reprezintd formula de calculare a propabilitatii totale.
Teorema 1. Probabilitatea evenimentului A, care poate sa se produca
conditionata de unul din evenimentele Ay, A,, A, ..., A, , care este un sistem
complet de evenimente, este egala cu suma produselor dintre probabilitatile
acestor evenimente §i probabilitatile conditionate ale evenimentului A.
Deoarece A4, A4,,45,..., A, este un sistem complet de evenimente, rezulta
A=A NnA)UA,NnA)U..U(4,NnA).
Evenimentele din paranteze sunt incompatibile, adica se exclud unele pe
altele
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ANA =0 (i+), i,j=1n),
Sau
AnAu(4nAa)=0.
Deci
P(A)—P(AlnA)+P(AznA)+ 4+ P(4,NA) =

ZP(A N A) —EP(A) P,,(4).

i=1
Aplicam teorema de adunare a probabilitatilor evenimentelor
incompatibile si obtinem
P(A) =P(A;NnA)+PA,NnA)+ -+ P(A,NA),
insa pe de alta parte, utilizand proprietatile probabilitatilor, Tn cazul evenimentelor
dependente, se obtine
P(A) = P(A;) - Py, (A) + P(A2) - Py, (A) + -+ P(Ay) - Py, (A).
Exemplul 1. /n depozitul unei uzine se afld piese de acelasi tip, provenite
de la trei sectii ale uzinei date. Se cunoaste ca prima sectie produce 25% din
totalul pieselor, a doua 35% si a treia 40%, iar rebutul reprezinta: de la prima
sectie 2%, de la a doua 3% si de la a treia 1%. Sa se determine probabilitatea ca
o piesd luata la Tntamplare, din depozit, sa fie rebut.
Rezolvare. Notam: evenimentul A, - piesa provine de la prima sectie;
evenimentul A, — piesa provine de la a doua sectie;
evenimentul A; — piesa provine de la a treia sectie;
evenimentul A — piesa este rebut.
Evenimentul A poate fi reprezentat ca reuniunea intersectiei evenimentelor
AjsiA
A=A, NA)UA,NnA)U(A; N A).
Cunoastem probabilitdtile evenimentelor 4;
P(A;) =025, P(4,) =035
si
P(A3) = 0,4.
De asemenea, din conditiile problemei avem
P, (A) =0,02, P4,(A) =003
s
P, (A) =0,01.
In baza formulei (9), determinim probabilitatea evenimentului 4
P(A) =0,25-0,02+0,35-0,034+0,4-0,01 = 0,0195.
Raspuns: P(A) = 0,0195
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Exemplul 2. Tntr-o urnd sunt 26 de cartonase cu literele alfabetului latin
(fara repetare). Se extrag la intdmplare, de 3 ori, cate un cartonay si se aseaza in
ordinea extragerii. Sa se determine probabilitatea obtinerii cuvantului ARC.

Rezolvare. Notam evenimentul A la extragerea a 3 cartonage, asezate in
ordinea succesiva, fara intoarcere, sa obtinem cuvantul ARC; A, — evenimentul ca
la prima extragere sa obtinem litera A; A, —evenimentul ca la a doua extragere sa
obtinem litera R si A; — evenimentul ca la a treia extragere sa obtinem litera C.

In aceste conditii, evenimentul 4 are loc daci si numai daca

A=A, NA,NAs.
Deci

1 1 1 1
P(A) = P(A) - P(A2/A1)  P(As/A1 N A)) = oo oe o0 = 10

Raspuns: P(A) =

1
15600

Exercitii si probleme propuse

1. Intr-o urnd sunt noud bile albe si cinci bile negre, iar in a doua urnd
sase bile albe si opt bile negre.

a) Din prima urna se extrage intdmplator o bila si se mutd in a doua urnd,
apoi se extrage o bila din urna a doua. Sa se determine probabilitatea
ca bila extrasa din urna a doua este neagra.

b) Din prima urna se muta doua bile, extrase intamplator, in a doua urnd,
apoi se extrage o bila din urna a doua. Sa se determine probabilitatea
ca bila extrasa din urna a doua este alba.

2. Un lot cu 1000 de piese este supus unui control de calitate, acest lot
va fi respins daca se va gasi cel putin un rebut, pe parcursul a cinci verificari
consecutive. Sa se determine probabilitatea ca expertii din comisia de calitate vor
respinge lotul cercetat, daca el contine 5% rebut.

3. Intr-un depozit sunt 3 lizi cu piese: prima ladd are 20 de unitdfi
dintre care 15 sunt standarte, a doua lada are 30 de unitati dintre care 24 sunt
standarte, iar a treia lada are 10 unitafi dintre care 6 sunt standarte. Sa se
determine probabilitatea ca 0 piesa luata la intdmplare este standarta.

4. Fie date 6 urne Uy, ..., U, prima si a doua urna contin 3 bile albe si 4
negre; urna a treia, a patra si a cincea contin 2 bile albe si 8 negre si a sasea
urnd contine 6 bile albe si 2 negre. Se ia la intamplare o bila, sa se determine
probabilitatea ca bila extrasa este alba.

5. Dintr-un set de domino se extrage la intamplare o piesa. Sa se
determine probabilitatea ca a doua piesa extrasa va fi legibila de pus in
continuare.
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§1.7. Formula lui Bayes

In virtutea regulii lui Bayes, pot fi rezolvate probleme de tipul: se
considera un sistem complet de evenimente A;,A,,As,..., A, care reprezintd
cauzele producerii unui experiment necunoscut, cunoscand probabilitatile
P(A,),P(A,), ..., P(A,) si probabilitatile conditionate

P1, (), P, (4), .., Pa, (A),
ce se pot calcula inaintea efectuarii unei probe (apriore). Probabilitatile care pot fi
calculate dupa efectuarea probei, Se numesc aposterioare.

Fie evenimentul compus (4; N A), unde i este un numar fixat. Conform
definitiei probabilitdtii conditionate, formulei de inmultire si respectdnd formula
probabilitatii totale, rezulta formula lui Bayes [1]

P(A;n4)  P(A)-P(A/A)
P(A)  X;enP(4)P(A/4;)

P(Ai/A) =

Sau
P(A4) - Py (4)

Fald) = B P () + P(Ay) - o, () + -+ P(Ay) - Pa (A)

(10)

Thomas Bayes (1702-1761)
Tn cazul in care evenimentele 4; (i = 1,...,n) sunt echiprobabile, formula
lui Bayes devine

P(A/A)
j-1 P(A74))

Formula lui Bayes are numeroase aplicatii in jurisprudenta, in teoria
catastrofelor (cutremure, alunecari de teren etc.), in medicind si in alte domenii
legate de cercetarile stiintifice [1].

Exemplul 1. Consideram conditiile exemplului 1 din 81.6. Sa se determine
probabilitatea ca piesa obtinuta nestandarta sa provina de la prima secfie.

Rezolvare. Tn baza formulei (10), determinam probabilitatea evenimentului
P,(A,), care poate fi exprimata in fel urmator:

P(A;/A) =
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P(A1)P,, (4)
P(A1)Py,(A) + P(A2)P4,(A) + P(A3)Py, (A)

PA(Al) =

Deci
0,25-0,02 _ 0,005 10
0,25°0,02 +0,35-0,03+0,4-0,01  0,0195 39
Raspuns: P,y(A;) = g
Exemplul 2. Un magazin se aprovizioneaza zilnic de la 3 depozite diferite
Di, Dy, Ds, cu aceleasi cantitati globale de marfa, insa in proportii diferite, In
raport cu 2 calitati ale ei (50%,60%,80%). Un cumparator procura la intamplare
o unitate de marfa si se constatd ca este de calitatea a doua. Sa se determine
probabilitatea aposteriorii, ca marfa data sa provina de la depozitul 3 (D3).
Rezolvare. Notam prin evenimentul 4; - marfa provine de la depozitul i
(i = 1,3) si evenimentul A — marfa procurati este de calitatea a doua.
Probabilitatile evenimentelor A; si anume P(A4,), P(A,), P(A3), reprezintd
un sistem complet de eveniente, deoarece avem aceleasi cantitati de marfa. Aceste
evenimente sunt echiprobabile si au probabilitatea

PA(Al) =

P(Ay) = P(Ay) = P(Ag) = 3
Deoarece
AinA=0 (i#j, i,j=1n),
atunci
AnAu(4nA)=0,
iar
A UA, Ud; = Q.
Determindm probabilititile conditionate P, (4) (i = 1,2,3), obtinem

P (A) == Pay(A) = — =3
4 10 2 Az 10 5
P (A) = 8 4
A 4s 0 5
In baza formulei (10), determinam probabilitatea evenimentului P,(45)
1 4 4 4
_ 35 _ 15 _ 15  _
P =TT 13 T4°1,3_ 4°1,7°
32735735 6715715 615
4 4
5§ 5 _4-30 8
~ 5414 19 15-19 19
30 30

Raspuns: Py(A3) = %



Exercitii si probleme propuse

1. lon are 10 monede dintre care una este falsa (pe ambele parti este
stema). Vasile extrage o moneda la intamplare §i o arunca de 3 ori. Sa se
determine probabilitatea:

a) extragerii unei monede false;

b) extragerii unei monede bune;

C) caderii de 3 ori a stemei;,

d) caderii de 3 ori a stemelor de pe moneda falsa.

2. Trel uzine furnizeaza unei intreprinderi aceeasi tip de marfa in
proportie de 20%, 25% si 55%, iar marfa rebut constituie respectiv 4%, 3% si
2%. In baza garantiei, o cantitate de marfi in valoare de 4000 lei, care a fost
vdndutd, este restituita intreprinderii, 1ar suma respectiva este restituitd
cumparatorului. Deoarece nu se cunoaste de la care uzina provine marfa rebut, sa
se determine sumele ce trebuie imputate uzinelor respective.

3. Imprimanta CANON este produs la trei uzine diferite in proporti de
25%, 30% si 45%, iar rebutul constituie respectiv 4%, 3% si 2%. Se procura la
intamplare o imprimanta, sa se determine probabilitatea ca imprimanta provine
de la prima uzina, de la a doua si respectiv de la a treia.

4. Piesele fabricate de o sectie a uzinei “lonel”, trec pe la unul din celi
doi controlori ai uzinei. Probabilitatea ca trece pe la primul este 60%, iar la al
doilea 40%. Insa, sectia produce inclusiv si piese nestandarte, probabilitatea ci la
primul conrolor trec piese bune este de 0,94, iar la celalalt 0,98. Se cunoaste ca 0
piesa extrasa la intdmplare s-a dovedit a fi standarta. Sa se determine
probabilitatea ca a fost verificata de primul controlor.

5. 1In clasa a 12-a a liceului “Mihail Sirghi” sunt 25 de elevi, dintre
care 3 elevi au un nivel ridicat de pregatire, 19 elevi au un nivel mediu si 3 elevi
au un nivel scdzut. In conformitate cu datele statistice, probabilititile de
promovare a examenului de BAC sunt: 0,95, 0,7 si 0,4. Se cunoaste ca un elev a
promovat examenul de BAC. Sa se determine probabilitatea ca:

a) elevul a fost foarte bine pregatit;

b) elevul a fost pregatit mediu;

c) elevul a fost prost pregatit.

6. Doua masini fabrica acelasi tip de piese CU aceeasi productivitate, si
probabilitatea de piese rebut respectiv 0,05 si 0,02. Pentru realizarea unui control
de calitate, se extrage la intamplare o piesa.

a) Sa se determine probabilitatea ca piesa extrasd sa fie rebut.

b) Sa se determine probabilitatea ca piesa extrasa sa fie standart.
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C) Daca se cunoaste ca piesa extrasa este rebut, sa Se determine
probabilitatea ca ea provine de la prima magina.

d) Daca se cunoaste ca piesa extrasa este standart, sa se determine
probabilitatea ca ea provine de la a doua magina.

81.8. Scheme clasice de probabilitate

Sub aceastd denumire se intdlnesc cateva modele de experimente, care
conduc la calculul rapid al probabilitatii unor evenimente care se produc sau apar
in conditii analoage cu cele ale experimentului model.

Cu alte cuvinte, probabilitatea poat fi calculata in baza unor formule sau
scheme de calcul, indiferent de experimentul considerat, evitand procedeele de
calcul care aduc la definitia clasica a probabilitatii.

1. Schema lui Bernoulli cu bila intoarsd (binomiald). Schema lui
Bernoulli se aplica in cazul repetarilor experimentelor independente si la fiecare
repetare se are in vedere aparifia unui eveniment A cu aceeasi probabilitate de
aparitie p. Se cere de calculat probabilitatea ca eveniment A, la n repetari ale
experimentului, sa se realizeze exact de k ori.

vl ||| |
Jakob Bernoulli (1655-1705)
Tn acest caz, spatiul evenimentelor elementare Q contine 2™ evenimente.
Modelul probabilistic se realizeaza cu ajutorul unei urne cu bile de doud
culori: albe si negre. Se extrage cate 0 bila din urna, se Inregistreaza culoarea bilei
extrase, apoi bila se intoarce napoi in urna. Acest experiment se repeta de n ori.
Se considera experimentul care cere determinarea probabilitatii ca dinn
bile extrase, k din ele sa fie albe.
Notam, evenimentul 4 — din n bile extrase k din ele sa fie albe;
evenimentul A; — la extragerea i se obtine o bila alba;
evenimentul 4, — la extragerea i se obtine o bili neagr.
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Fie ca urna examinatd contine in total N bile, dintre care a bile albe si b
bile negre. Deci N = a + b, iar probabilitatea extragerii unei bile albe si respectiv

a unei bile negre este

a _ — b
P(4;) = N & P(A) = N

Probabilitatea unei succesiuni, Tn care evenimentui 4 s-a realizat de k ori,
iar contrarul sau de n — k ori, este
P(Agn-x) =PA1NA;N ..NAp N Ay NApa NN Ay) =

GG =

unde p si g sunt probabiitatile succesului si insuccesului (p — succesul si q—
insuccesul)
p+q=1.

Numarul tuturor evenimentelor elementare, in care evenimentul A se
realizeaza in k experimente din n efectuate, este egal cu numarul permutarilor cu
repetitie de n elemente, din care de k ori sa obtinem bila alba si evident den — k
ori sa obtinem bila neagra, adica

n!
Ck=——-.
k!'(n—k)!

Tn caz general, probabilitatea ci din n bile extrase, k din ele sa fie albe,
este [1]

P,(k) = Ckpkq™* (k=0,1,..,n). (11)

Ultima relatie reprezinta formula lui Bernoulli sau formula shemei
binomiale.

Consideram dezvoltarea binomului lui Newton

n n
(px + " =p"x" + -+ q" = z Cap g™ x" = Z P ()",
k=0 k=0
Observam ci probabilitatea P, (k) coincide cu coeficientul de pe langa x*.
Din relatia (10), rezulta urmatoarele cazuri:
1) probabilitatea ca evenimentul A sa nu apara nici o data la realizarea an
experimente este

P,(0) = q™;

2) probabilitatea ca evenimentul A sa apara cel putin o data este
P,(=1)=1-4q%

3) probabilitatea ca evenimentul A sa apara cel putin de k ori este

n k-1
P(= k) = Z P.(i)=1— Z P.();
i=k i=0
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4) probabilitatea ca evenimentul A sa apara cel mult de k ori este

k
axSk)=2834o.
i=0

Exemplul 1. O unitate hoteliera se considera normal ocupata, daca este
utilizat cel putin 80% din capacitatea totala. Dintr-un studiu statistic s-a obtinut,

s - - : 9 7 o
probabilitatea ca hotelul sa fie ocupat normal intr-o zi este egala cu p Sa se

determine probabilitatea ca unitatea hoteliera este normal ocupata in 5 zile din
cele 7 ale saptamanii.

Rezolvare. Din conditiile problemei rezulta

n = 7 (numarul total de zile cercetate);

k =5 (numarul de zile 1n care hotelul sa fie normal ocupat).

Se cunoaste probabilitatea ca hotelul sa fie ocupat normal intr-0 zi, este
7

p - 8'

Determinam probabilitatea ca hotelul sa nu fie ocupat normal intr-o zi,

adica probabilitatea insuccesului

i, 71
) 1=-7"P=778"%
In baza formulei (11), calculam probabilitatea

5 2

P,(k) =C2 (g) (%) ~ 0,17.

2. Schema polinomiala. Fie A; (i=1,..,r) un sistem complet de
eveminente independnte cu probabilitatile respective p; (i = 1, ..., 1), Incét

T
z Pi = 1.
i=1

Se cere sa calculam probabilitatea ca fiecare eveminent 4;, sa se realizeze

dek; (i=1,..,r)oriiar
r
z ki =n.
i=1

Cu alte cuvinte, fie data o urna cu N bile de r culori, notam cu ¢; (i =
1,..,r) numarul bilelor de culoarea a; (i =1,..,7). Se efectuaza n extrageri
succesive cu ntoarceri. Fie evenimentul a; — extragerea bilei de culoarea a;,
atunci

Raspuns: P,(k) = 0,17

Ci
P(ai) = z
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Observam ca numarul de eveniente elementare este egal cu numarul
permutarilor cu repetitie ce se pot face cu cele n elemente, din care «; sunt egale

cu evenimentele considerate. Deci probabilitatea este

n! .

Puly, @ @) = PP (12)

Ultima relatie reprezinta schema probabilistica polinomiala.

Exemplul 2. La o masina de spalat rufe apar trei tipuri de defectiuni:
pentru tipul A; avem 30%, pentru tipul A, avem 60% si pentru tipul
Az avem 10% . Sa se determine probabilitatea ca din opt defectiuni sa avem doud
de tipul A, cinci de tipul A, si respectiv una de tipul As.

Rezolvare. Acesta problema corespunde schemei polinomiale, deci

a, =2, a, =5, az; =1, n=28
si probabilitatile respective
. =0,3; p, =06; p; =0,1.
Tn baza formulei (12), determindm probabilitatea ca din opt defectiuni sa

avem doua de tipul A4, cinci de tipul A, si respectiv una de tipul A,
8!
P3(2,5,1) = ———(0,3)%-(0,6)°>- 0,1 = 0,11.

2! 51 1!
Raspuns: Pg(2,5,1) = 0,11

3. Schema biomiald cu bila neintoarsa (hipergeometrica). Fie data o urna
ce contine bile de doua culori: albe si negre. Se extrag bilele din urna, una céte
una. Sa se calculeze probabilitatea ca din n bile extase, k din ele sa fie de culoarea
alba si respectiv n — k de culoare neagra.

Numarul total de cazuri se calculeaza cu ajutorul combinarilor C7, ,, unde
a este numarul de bile albe, iar b este numarul de bile negre.

Pentru a calcula probabilitatea extragerii bilei albe, de asemenea aplicaim
formula combindrilor, si nume CJ, respectiv si pentru calcularea extragerii bilei
negre avem CJ*~*. Deci probabilitatea ci din n bile extase, k din ele si fie de

culoarea alba si respectiv n — k de culoare neagra este

Ck Cn—k
P(nk)=-22— (a=b=nk). (13)
a+b
Aceasta formuld poate fi generalizata in felul urmator: fie date bile de r
culori, notam a, — bila de culoarea 1, a, — bila de culoarea 2, ..., a, — bila de
culoarea r. Se extrag n bile fara intoarcere. Sa se determine probabilitatea ca din n
bile k, —sa fie de culoarea 1, k, — sa fie de culoarea 2, ..., k, — sa fie de culoarea

r. In acest caz vom avea
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ki Ky Ky
Ca,Cqy - Cql

P(nl kll kz, ey kr) = Ck1+ kot tk, * (14)

a1+ a2+"'+ ar

4. Schema lui Poisson. Aceasta schema se aplica in cazul in care se fac
repetari independente ale unui experiment si l1a fiecare repetare se are in vedere un
anumit eveniment ce apare, in general, cu probabilitati diferite la fiecare repetare.
Se cere de calculat probabilitatea ca la n repetari ale experimentului, evenimentul
A sa apara de k ori.

Simeon Denis Poisson (1781-1840)

Modelul probabilistic poate fi interpretat ca o multime din n urne fiecare
cu bile de 2 culori, dar in proportii diferite.

Notam: p; - probabilitatea extragerii bilei albe din urna i;

q; - probabilitatea extragerii bilei negre din urnai.

Probabilitatea realizarii unui numar de k evenimente din cele n, este data

de coeficientul de pe langi x* din dezvoltarea binomului lui Newton
(P1x + q1) (P2x + q2) ... (PpX + ). (15

Exemlul 3. Se considera 4 urne, fiecare cu bile albe si bile negre. In prima
urna avem 50 bile dintre care 10 sunt albe, in a doua urna 30 bile dintre care 5
sunt albe, in a treia urna 10 bile dintre care 2 sunt albe, iar in ultima urna 25 bile
dintre care 10 sunt albe. Se se determine probabilitatea ca, extragdand din fiecare
urnd Cate o bila, sa obtinem 3 bile albe.

Rezolvare. Notim urmatoarele evenimente independente:

A, — bila extrasa din urna U, este alba;

A, — bila extrasa din urna U, este alba;

A5 — bila extrasa din urna Us; este alba;

A, — bila extrasa din urna U, este alba;

A — la extragerea a cate o bila din cele patru urne sa obtinem trei bile albe.

Determinam probabilitatile pentru fiecare eveniment

y _10_1 y _4
Py ( 1)—%—5:"611( 1)—?

35



2 _5_1:> " _5
p2( 2)—%—5 q2( 2)_5'
2 _2_1:> 2 _4
p3( 3)_E_§ q3( 3)—§,
4 = O_2=> 2 _3
P4l 4)—£—§ q4( 4)—5-

Probabilitatea ca din cele 4 bile extrase, 3 sa fie albe, este coeficientul de
pe langi x3 din dezvoltarea binomului lui Newton (15)
1 4\ /1 5\ /1 4\ /2 3 1 , Xx+5 2x+3
(57+3)(gx+e) Gx+5)Grrg) =g+ 9 5 =
_ (x* +8x+16)(2x* +13x +15) _

750
B 2x% + 13x3 + 15x%2 4+ 16x3 + 104x% + 120x + 32x% + 208x + 240 B

750
_ 2x* + 29x3 + 151x? + 328x + 240

750
Obtinem, probabilitatea ca din cele 4 bile extrase, 3 sa fie albe este

PA) = 29
750

Raspuns: P(A) = %

5. Schema lui Pascal. Fie un experiment ce se repeta in aceleasi conditii,
iar repetarile sunt independente. La fiecare repetare se urmareste aparitia aceluiasi
eveniment, care apare cu aceeasi probabilitate. Se cere sda determinam
probabilitatea ca pana la cea de-a n-a aparitiec a evenimentului considerat, sa se
realieze contrariul acestui eveniment de k ori.

Modelul probabilistic se realizeaza printr-o urna ce contine bile de doua
culori, albe si negre. Se extrag bile din urna, una cate una, cu intoarcerea bilei
extrase n urna, dupa ce s-a constatat culoarea ei. Vom spune ca avem succes cand
se obtine bila de culoare alba, si respectiv insucces cand se obtine bila de culoare
neagra. La fiecare extragere succesul apare cu probabilitatea p, iar insuccesul cu
probabilitateag = 1 — p.

Este necesar sa determinam probabilitatea ca la aparitia celui de-al n-lea
succes, sa se obtina k insuccese.

Notam evenimentul B, , - pand la aparitia celui de-al n- lea succes sa se
obtina k insuccese. Deci

Bur = An-1 N Apyk
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unde evenimentul A,,_; - la primele n + k — 1 extrageri sa se obtina n — 1 succese
si k insuccese, iar evenimentul A4,,, - la extragerea de rang n + k, sa se obtina
succes.
Evenimentele sunt independente, deci
P(Bnx) = P(An—1)P(Anyr)-
Aplicand schema lui Bernoulli, obtine
P(An-1) = Cii-P™q".
Deci
P(Bni) = Crye-1p"q". (16)
Ultima egalitatea reprezinta schema lui Pascal.

Blaise Pascal (1623-1662)

Exemplul 4. Tn urma unui studiu statistic, s-a constatat, probabilitatea ca o
persoand care intra mtr-un magazin sa deving cumparator este p = 75%. Sa se
determine probabilitatea ca pana la primul cumparator in magazin sa fi intrat 5
clieni.

Rezolvare. Tn conformitate cu schema lui Pascal (16), avem

n=1k=5p=0,75siq =0,25.

Obtinem

P(1,5) =¢2-0,75-(0,25)° = i.
4096

Raspuns: P(1,5) = ﬁ

6. Teorema locala a lui Laplace. Schema lui Bernoulli, Tn special formula
P(n, k) = Cxp*q™*
n cazul cand n este destul de mare, duce la calcule foarte mari si complicate.
O solutie de calculare a probabilitatii a fost propusa de Laplace.
Tn cazul cand probabilitatea aparitiei evenimetului A este p si aceeasi la
orice proba, atunci probabilitatea
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P(n, k)(A) = P (A4),
poate fi calculatd aproximativ pentru n destul de mare, insa cu exactitate foarte
buna.
Teorema locald a lui Laplace. Daca probabilitatea evenimentului A este
egala cu p, este aceiagsi la orice proba si
P(A) #0si P(A) + 1,
atunci P¥(A) se aproximeazd cu valoarea functiei
1 x? 1

1
PY(A) = —e 2 = o (x), (17)
" npqm 1/7’lpq
unde
k—np
X = :
\ Pq
lar
()= e
X)=—¢e
LG

.

Pierre;Simon de Laplace (1749-1827)

Observatia 1. Valorile functiei ¢(x) sunt date tabelar (vezi anexe, Tabelul
Al), functia data este parda @(x) = @(—x), iar pentru valori mai mari ca 5,
valoarea functiei este aproximativ nuld.

S-a constatat [4], cu cat n este mai mare, cu atat exactitatea va fi mai buna.

Exemplul 5. Sa se determine probabilitatea aparitiei evenimentului A,
exact de 80 ori din 400 de probe, daca se stie ca probabilitatea aparitiei
evenimentului A este 0,2.

Rezolvare. Cunoastem n = 400,k = 80 si probabilitatea p = 0,2, deci
probabilitatea insuccesului este

g=1-02=08.
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Tn baza formulei (17) si a tabelelor de valori a functiei ¢ (x) (tabelul A1),
obtinem

80 — 400-0,2 |
\/400 0,2- 08 ’
02

1
0) = ——e 2 ~ 0,3989
@ (0) Nor

s

1 1 1
~p(x)==-¢@(0) ==-0,3989 = 0,04986
400( ) = /400 02 08 @ (x) 3 ®(0) 3

De asemenea, pentru calcularea probabilitatii, putem aplica si formula lui
Bernoulli (11)

P(400,80)(4) = €89 (0,2)8°(0,8)32° = (0,2)8°(0,8)32° ~ 0,04986

Réspuns: P83, (A) ~ 0,04986

Exemplul 6. Probabilitatea de a nimeri in 100, in jocul Dats, la o
aruncare, este de 75%. Sa se determine probabilitatea ca din 10 aruncari, vom
nimeri exact de 8 ori din 100.

Rezolvare. Cunoastem n = 10,k = 8 si probabilitatea p = 0,75, deci
probabilitatea insuccesului este

q=1-0,75=0,25.

Tn baza formulei (17) si a tabelelor de valori a functiei ¢ (x) (tabelul A1),

obtinem

80!320!

8—10-0,75
= = 0,36,
J/10:0,75-0,25
¢(0,36) =~ 0,37309.
Deci
1
Pi(A) = - ©(0,36) = 0,7301 - ¢(0,36) ~

/100,75 0,25
~ 0,7301-0,3739 = 0,273.
De asemenea, ca si in exemplul de mai sus, putem aplica si formula lui
Bernoulli (11)
P(10,8)(4) = €&, - (0,75)8 - (0,25)? =~ 0,282.
Raspuns: PEy(A) ~ 0,28
Analizand aceste exemple, putem concluziona: formula lui Laplace nu
poae fi utilizata pentru n mic, dar ne indica exactitatea necesara pentru n destul de
mare.
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Notam cu A = np numarul mediu de aparitic a evenimentului A in n
experimente. Pentru n destul de mare, iar p — mic, putem aplica formula lui
Poisson

k n—-k k
ww=ma(?) (14" e

Ultima egalitate reprezinta formula lui Poisson. Aceastd formula se
utilizeaza in special la solutionarea problemelor legate de fluxurile de evenimente
elementare, cum ar fi apelurile inregistrate de statia telefonica centrald, aparitia
cumpdratorilor la magazine.

Observatia 2. Valorile repartitiei Poisson
K

sunt date tabelar (vezi tabelul A3).

Daca notam cu A intensitatea fluxului de evenimente, iar p este
probabilitatea aparitiei evenimentului A 1n intervalul de timp ¢, atunci
probabilitatea ca in intervalul ¢ va aparea evenimentul A de k ori, se calculeaza cu
ajutorul formulei

k
(’1]:!) e M, (18)

Exemplul 7. La fabrica “Floarea”, in urma unui control s-a determinat:
probabilitatea pieselor nestandarte este 0,004. Sa se determine probabilitatea ca
printre 1000 de piese fabricate, 5 vor fi nestandarte.

Rezolvare. Determinam valoarea parametrului 4, A = 1000 - 0,004 = 4, si
aplicand formula (18), obtinem

P.(A) =

45

Rdéspuns: Piypo(A) =~ 0,168

Exercitii si probleme propuse

1. Se arunca o moneda de 20 ori. Sa se determine probabilitatea ca
stema apare exact de 10 ori.

2. Se arunca un zar de trei ori. Sa se determine probabilitatea obtinerii
de trei ori a unei fete cu un numadr mai mic ca trei.

3. Fie patru telefoane de acelasi tip ce sunt implicate in experimente
diferite. Probabilitatea ca fiecare din cele patru telefoane sa se defecteze este
p1 = 10%,p, = 20%, p; = 30%, p, = 40%. Sa se determine probabilitatea ca

a) nici un telefon nu se va defecta;

b) se va defecta un telefon;

C) Se vor defecta doua telefoane;
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d) se vor defecta trei telefoane;

e) se vor defecta patru telefoane.

4. Fie date 3 urne ce contin: prima urna contine 3 bile albe si 2 negre,
a doua urna contine o bila alba §i 4 negre si a treia urna contine 2 bile albe si 3
negre. Se extrage din fiecare urna cdte o bila, sa se determine probabilitatea
extragerii unei bile albe si doua bile negre.

5. O fabrica a expediat o comanda de 5000 frigidere. Probabilitatea ca
in timpul deplasarii fiecarui frigider i, se produc defecte, este de 0,0002. Sa se
determine probabilitatea ca in urma deplasarii vor fi exact 3 frigidere defecte.

6. La statia telefonica 112, se fece legatura, in mediu, cu 3 apeluri pe
minut. Sa se determine probabilitatea ca in timp de doua minute se vor efectua:

a) exact 4 apelurti;

b) nu mai mult de 4 apeluri;

C) nu mai putin de 4 apeluri, inclusiv.

7. Fie un experiment din 5 probe independente. Sa se determine
probabilitatea ca evenimentul A va aparea nu mai putin de 2 0ri, daca la fiecare
din ele probabilitatea aparitiei este de 0,3.

8. Evenimentul A apare numai atunci cand un evenimentul B va aparea
nu mai putin de 2 ori. Sa se determine probabilitatea aparitiei evenimentului A,
daca se efectueaza 6 probe independente si la fiecare din ele, probabilitatea
aparitiei evenimentului B este 0,4.

9. Se cunoaste probabilitatea incoltirii semintelor p=0,8. Sa se
determine probabilitatea ca din 1000 de seminte de floarea-soarelui nu vor incolfi
200.

10. Se cunoaste ca probabilitatea de a avea un baiat este de 0,52. Sa se
determine probabilitatea ca printre 200 de nou-nascuti sa se nasca exact:

a) 100 de baieti;

b) 110 de baieti;

c) 60 de fete.

11. Doua personae participa intr-un joc format din mai multe partide.
Primul participant castiga o partida cu probabilitatea egala cu % Sa se determine
probabilitatea ca:

a) prima partida castigata de primul participant, se produce dupd 5

partide pierdute;

b) a treia partida cdstigata de primul participant, se produce dupd un

total de 6 partide pierdute.

12. Piesele produse de 0 wuzina sunt puse la 2 magini control,
independente una fata de alta, probabilitatea ca piesele sa treacd prima masind
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2 . L - . 3 . :
este 3 §i respectiv sa treaca la a doua masina este e Sa se determine

probabilitatea ca din 5 piese extrase la intdmplare, 2 sa treaca ambele teste, una
doar primul test, una doar al doilea test si una sa nu treaca nici un test.

13. TIntr-o cutie sunt 12 bile marcate cu cifra 1, 8 bile marcate cu cifra 3
si 6 bile marcate cu cifra 5. Se extrag la intdmplare 4 bile, sa se determine
probabilitatea ca suma cifrelor marcate pe bile sa fie cel mult 13.

14. Tn urma unui studiu statistic s-a constatat probabilitatea ca o
persoand care intra mtr-un magazin sa devina cumparator este p = 75%. Sa se
determine probabilitatea ca pana la al treilea cumparator in magazin sa fi intrat 7
cliensi.

15. Doua persoane participa intr-un joc format din mai multe partide.
Primul participant cdstigd o partida cu probabilitatea p = % si 0 pierde cu

probabilitatea g = % Sd se determine probabilitatea ca a treia partidd castigatd
de primul participant sd se producd dupd un total de sase partide pierdute.
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CAPITOLUL Il. VARIABILE ALEATOARE

82.1. Definitia variabilei aleatoare

In practica ne intalnim zilnic cu marimi care i-au valori ce se schimba sub
influenta unor factori intdmplatori. De exemplu, numarul de copii care vor raci in
prima saptamdna de gradinita, numarul de zile cu ploaie din luna octombrie,
perioada de functionare a unei lampi sau numarul de puncte care apar la aruncarea
unui zar. Aici ne intereseaza doar acele marimi care iau un numar finit de valori.
Fiecare din marimile de mai sus, poate lua diferite valori, in diverse exeperiente,
insa, modificarea valorilor de referinta au la baza factorii Tntdmplatori. Prin
urmare, apare necesitatea introducerii notiunii de variabild aleatoare, care de fapt
reprezinta o functie reald definitd pe multimea evenimentelor elementare cu valori
reale.

Fie Q multimea de evenimente clementare asociatd unui experiment.
Rezultatele posibile se noteaza cu w, este posibil ca acestea sa nu fie numere, insa
le putem asocia si valori numerice.

Definitia 1 [1]. Se numeste variabila aleatoare, o functie definita pe
multimea de evenimente elementare cu valori numerice

X:Q - R

Este clar ca aceaste valori nu pot fi cunoscute inaintea efectuarii
experimentului, din cauza factorilor intdmplatori, care influenteaza experimentul
considerat.

Exemplul 1. O moneda se arunca de doua ori. Sa se determine variabila
aleatoare care reprezinta numarul de aparitii a banului.

Rezolvare. Notim cu s si b respectiv aparitia stemei si banului. Tn acest
caz, spatiul evenimentelor elementare este

Q = {bb, bs, sb, ss}.

Fie X o variabila aleatoare care reprezintd numarul de aparitii a banului,

deci X este o functie care asociaza fiecarui element un numar real X (w) (tabelul 2)
Tabelul 2. Spatiul evenimentelor elementare in cazul aruncarii unei
monede de doua ori

W; bb bs sb SS
X(w) 2 1 1 0

Observatia 1. Numerele rezultatelor w; sunt diferite intre ele si nu
depasesc n.

Consideram o variabila aleatoare X, care Tinregistreaza s valori
{x4, x5, ..., x,}, in conditiile in care sunt Tnregistrate n evenimente elementare.
Fie w;, w;,, ..., W, €venimentele pentru care
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X(wp) = x5 i =1k
atunci, notand probabilitatile P;;, = X (w;;) primim probabilitatea functiei X, cand
ia valorile x;

A P(X =x;) = P;y + Py

In dependentda de valorile pe care le primesc variabilele aleatoare avem:
variabile aleatoare dicrete si continue.

Definitia 2. O variabila aleatoare se numegste discretd, daca ea are 0
multime finita sau infinita numerabila de valori.

Exemple de valori aleatoare discrete: numarul de apeluri telefonice la statia
112 intr-o unitate de timp; numarul de piese rebut din 100 de piese; numarul de
baieti nascuti la maternitatea numarul 1, or Chisindu, in luna august; masini aflate
pe sosea; numarul de aruncari ale unui zar pana la obtinerea unui fete cu sase
puncte, etc.

Definitia 3. O variabila aleatoare se numeste continud, daca multimea de
valori posibile reprezinta un interval finit sau infinit al dreptei reale.

Variabilele aleatoare continue se intalnesc in problemele ce studiaza
fenomenele unde se efectueazd diverse masurdri de timp, masd, lungime, etc.:
cantitatea de apa de ploaie; duritatea unui anumit material; viteza vantului; viteza
unei molecule de gaz, etc.

82.2. Repartitia variabilei aleatoare discrete

Pentru a defini o variabila aleatoare discretda trebuie sa cunoastem toate
valorile posibile pe care le poate primi. Insi aceastd conditie nu este suficients,
deoarece mai multe variabile aleatoare discrete pot avea aceleasi valori, dar cu
probabilitati diferite. De acceea, este necesar sa cunoastem si probabilitatile
fiecaror valori.

Definitia 1. Se numeste repartitia sau distributia variabilei aleatoare
discrete, enumerarea valorilor posibile si a probabilitatii corespunzatoare.

Repartitia variabilei aleatoare discrete poate fi reprezentatd sub forma

(x1 Xy X3 .. xn>
P1 D2 D3 - Pn/
sau sub forma de tabel (tabelul 3), in care prima linie contine toate valorile
posibile, iar a doua linie contine probabilitatile valorilor respective care se scriu
sub fiecare valoare corespunzatoare datelor.

Tn caz general, avem urmatorul tabel:

Tabelul 3. Repartitia variabilei aleatoare discrete
X X1 X, Xp,
P P1 P2 Pn
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Avand in vedere, ca In urma unui experiment variabila aleatoare ia numai
una din valorile sale posibile, rezultd cd evenimentele respective formeaza un
sistem complet de evenimente, ceea ce inseamna ca suma probailitatilor de jos este
egala cu unitatea

p1+p2+p3t-+p, =1

Exempul 1. Se considera un joc cu zarul, punctajul care se acorda, celui
care arunca zarul, este:

1 punct — daca apare una din fetele 1 sau 2;
2 puncte — daca apare una din fetele 3 sau 4;
3 puncte — daca apare una din fetele 5 sau 6.

Sa se determine repartitia variabilei aleatoare definita de acest joc.

Rezolvare. Notam cu X numarul de puncte obtinute de un jucator la
aruncarea zarului. In rezultat obtinem o variabila aleatoare cu repartitia

1 2 3
X:lll'
3 3 3

Exemplul 2. Sa se determine repartitia variabilei aleatoare definita ca
suma punctelor ce apar in rezultatul aruncarii a doua zaruri simetrice.
Rezolvare. Spatiul evenimentelor elementare este format din 36 de
elemente (vezi 81.1, exemplul 1)
Q={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4), ...,(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}.
Evident, in rezultatul aruncarii a doua zaruri, suma punctelor ce apar poate
avea valoarea de la 2 pana la 12. Cercetam fiecare din aceste evenimente.
Multimea ce defineste suma punctelor egala cu 2 este {(1,1)}, deci
probabilitatea acestui eveniment este
1
P(S = 2) = %
Multimea ce defineste suma punctelor egala cu 3 este {(1,2),(2,1)}, deci
probabilitatea acestui eveniment este
2
P(S = 3) = %
Multimea ce defineste suma punctelor egala cu 4 este {(1,3), (2,2), (3,1)},
deci probabilitatea acestui eveniment este
3
P(S = 4) = %
Multimea ce defineste suma punctelor egalda cu 5 este
{(1,4), (2,3)(3,2), (4,1)}, deci probabilitatea acestui eveniment este

4
P(S=5)=%.
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La fel procedim pani la valoarea sumei punctelor egald cu 12. Tn rezultat
obtinem urmatoarea repartitie a variabilei aleatoare

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X(l 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1)

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
Operatii cu variabile aleatoare discrete. Consideram variabilele aleatoare
X si Y cu repartitiile
X:(1 2 X3 n) si Y:(% Y2 Ym)
P1 P2 P3 -+ Pn a1 492 - Qdm
si un numar real a, atunci in conformitate cu [11-12] avem

Definitia 2. Suma unei variabile aleatoare X cu un scalar a, este notata
a + X CU repartitia

a+x, a+x, .. a+xn) (19)

P1 p2 - DPn
Definitia 3. Suma a doua variabile aleatoare X si Y, este o variabila

aleatoare notata X + Y CU repartitia

a+X:(

x4v:(B ) k= =Tn, j=Tm 20
T p; ) ij = biq;, =L J=Lm, (20)
sau
X4 <x1 Y1 X+ Yy XY Xy +ym>.
P11 P12 Pi' an
Definitia 4. Produsul unei variabile aleatoare X cu un scalar «, este notat
aX Cu repartifia
ax; ax, ... ax
aX: ( e " ) (21)
Pr P2 - DPn

Definitia 5. Produsul a doua variabile aleatoare X si Y, este o variabila
aleatoare notata X - Y CU repartitia

X Y:< lP.}.IJ ) P =pyq;, i=1n, j=1m, (22)
l
Ssau
Y.y (x13’1 X1Y2 - XY e xnym>.
P4 P, o Piiowi P

Definitia 6. Puterea de ordinul k al variabilei aleatoare discrete X, este
variabila aleaoare X* cu repartitia

xkoxko L oxk
X":( v " > (23)
P1 D2 - Pn

Exemplul 3. Fie date doua varibile aleatoare cu repartitiile
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X-(l 2 3) ] Y-(l 2)
02 03 05/ ¥ "\o04 06/

Sa se determine repartitiile variabilelor 4 + X, X +Y,5-Y,X - Y, Y3,
Rezolvare. Tn baza formulelor (19)-(23), obtinem
(5 6 7
X (0,2 0,3 0,5)’
3 3 4 4 5 )

0,08 0,12 0,12 0,18 0,2 0,3

. Y-(S 10)
‘\0,4 0,6/

1 2 2 4 3 6)
0,08 0,12 0,12 0,18 0,2 0,3/

‘\0,4 0,6/

Daca variabila aleatoare X contine doar valori pozitive, atunci se poate
vorbi despre inversa ei X~ cu repartitia
111 1
X1 X1 Xo X3 77 Xy
P1 P2 P3 - Pn

X+Y:(

X-Y:(

Fie variabilele aleatoare X si Y, cu conditia ca variabila aleatoare Y admite
inversa Y1, atunci prin definitie, obtinem

X—X y—1
Y_ )

unde variabila aleatoare X - Y~ are repartitia

X1 Xz X3 Xn
XYy LY Y2 V3 U Yn | P.=pgqg;, i=1n j=1Lm (24
<P11 Pro Py o Bu) 0T ! &

Exercitii si probleme propuse

1. Se arunca o moneda pdna la prima aparitie a stemei si fie X numarul
de repetari. Sa se determine repartitia variabilei aleatoare X.
2. Se arunca doua zaruri simentrice Sa se determine tabelul de
repartitie a variabilei aleatoare definita ca
a) suma punctelor ce apar in rezultatul experimentului sa fie patrat
perfect;
b) produsul punctelor ce apar in rezultatul experimentului sa fie cel
putin 6.
3. Sa se determine repartitiile variabilelor 10 + X, X + 2Y,5X, 3XY,
X3,Y?, daca
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X-(O 1 2 ) ] Y-( 4 9 )
DX\os 02 04) F Viloss 045)
bX-(3 6 9) _ Y-(S 3 2)_
)X \o01 04 05/ * Yoz 04 03)°

5 10 15 , 0 1 2 3
)X (0,3 0,3 0,4) wob <0,27 0,25 0,25 0,23)'

4. Fie 0 urna cu bile de doua culori: 6 albe si 4 negre. Se extrag de
doua ori cate o bila, dupa inregistrarea culorii se intoarce inapoi. Fie X numarul
de bile albe la prima extragere, iar Y numarul de bile albe la a doua extragere. Sa
se determine repartitia lui X, repartitia lui Y si repartitia sumei X +Y.

5. Intr-o urnd sunt 9 bile albe si 3 negre. Se i-au la intdmplare doud bile
si fie ca variabila aleatoare X reprezinta numarul de bile albe. Sa se determine
repartitia variabilei aleatoare X.

6. Se arunca o moneda de trei ori. Sa se determine repartitia variabilei
aleatoare X, care reprezinta numarul de aparitii a stemei.

82.3. Functia de repartitie si densitatea variabilei aleatoare

Tn paragraful precedent, este indicat faptul ci variabila aleatoare discreta
este caracterizata de repartitia ei, Tnsd acest mod de definire nu este valabil pentru
variabilele aleatoare continui, deoarece nu putem enumera toate valorile posibile
ale acestui tip de variabile. Pentru caracterizarea cantitiva a aceastei repartitii, nu
vom utiliza probabilitatea evenimentului {w:X(w) = x}, dar vom utiliza
probabilitatea evenimentului {w:X(w) < x}, unde x este o variabila reala.
Evident, ultima probabilitate depinde de x, adica probabilitatea este o functie de x,
care se noteaza F(x).

Definitia 1. Se numeste functie de repartitie atasata unei variabile
aleatoare X, aplicatia definita pe R cuvaloriin R (F: R = R)

F(x) =P(X <x)
iar daca X este discreta, avand repartitia

Xi
X:( ),
p;i

atunci functia de repartitie nu este altceva decdt functia

FCO =) b

X<x
Din punct de vedere geometric, functic de repartitiec F(x), reprezinta

probabilitatea ca variabila aleatoare X sa i1 se atribuie valori, care pe o axa
numerica se reprezinta la stanga punctului x.
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Tn caz general, o functie de repartitie se defineste dupa tabelul de valori a
variabilei aleatoare 1n felul urmator:

0, daca x <0,
D1, daca x; < x < Xy,

F(x) =< p1+py dacd x,<x<x3,
1, daca X = X

Proprietatile functiei de repartitie
1)  Functia F(x) ia valori din intervalul [0,1], Vx € R.
2) 1Tn cazul variabilei aleatoare discrete
Pla<X<pB)=F(B)—F(a).
3) Dacax; <x, = F(x;) < F(xy)
4) Limita lui F(x), cand n - +oo este
lim F(x) =0 si rlli_)rgoF(x) = 1.

n—-—oo
5) Functia de repartitie este continua la stanga.
in cazul variabilei aleatoare discrete, graficul functiei de repartitie este o
functie in trepte (fig. 11)

Frx) —
A
—_— I
— | |
e | | |
1 ] 1 1
v x; X X3 gt x

Fig. 11. Graficul de repartitie a variabilei aleatoare discrete

Daca variabila aletoare este continud si ia valori dintr-un interval deschis
(a,b), atunci ea poate fi reprezentata grafic in felul urmator (fig. 12):

Fix)

0 a b

x

Fig. 12. Graficul de repartitie a variabilei aleatoare continue

O functie importanta ce caracterizeaza variabila aleatoare este densitatea si
se noteazi cu f(x).
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Definitia 2. Fie X o variabila aleatoare discreta ce ia valorile
X1, X9, X3, ...,Xn, CU probabilitatile py,p,, ps3, ..., Pn. Functia de densitate a
probabilitatii se defineste prin
dacax = x;(i =1,2,3,...),

bi,
fx) = {O, pentru celelalte cazuri.
Tn cazul variabilei continui, densitatea reprezinti probabilitatea aparitiei
valorilor din intervalul x +A x
Px<X<x+Ax) F(x+Ax)—F(x)
Ax B Ax '
Trecem la limita cand A x —» 0
Px<X<x+Ax) lim F(x +A x) — F(x)

(25)

lim
Ax—0 A X Ax—0 A x
In partea stangd, obtinem densitatea
fx) = F'(x).

Proprietatile densitatii
1) Densitatea unei variabile aleatoare ia numai valori pozitive, pentru
Vx € R.
2) Densitatea este egala cu derivata functiei de repartitie
fx) =F'(x).
3) Probabilitatea ca variabila aleatoare X, apartine unui oarecare segment
[a, b], este

b
Pla<X<b)= ff(x)dx.

4) Functia de repartitie este egala cu unitatea

foof(x)dx =1.

Exemplul 1. Fie X o variabila aleatoare discreta care reprezinta numarul
de puncte de pe fata obtinuta, la aruncarea unui zar (tabelul 4).

Tabelul 4. Repartitia variabilei aleatoare la aruncarea unui zar

X1 1]2]3]4[57]cs
p | 1| 1T |1 [ 111

6 6 6 6 6 6
Sa se determine functia de repartitie F(x) si densitatea acestei functii
f(x). Sa se ilustreze grafic functiile f (x) si F(x).
Rezolvare. Tn baza tabelului de valori a variabilei aleatoare X, obtinem
functia de repartitie F(x)
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(0, daca x <1,
1
% daca 1<x<2,
1 5
3 daca 2<x<3,
1

F(x)=<§, dacd 3<x<4,
2
3 daca 4<x<5,
5 y
% daca 5<x<6,

\1, daca X = 6.
Cu ajutorul functiei de repartitic F(x), construim graficul acestei functii
(fig. 13)

fo-} _Iil' - o - __
55 ———————————— M
Wh——— == — - — - +— |
2r-——-——-—— A | |
13— - — — —
16 = — ] | | | |
| I | | | I
0 ] 2 3 4 5 6
Fig.13. Functia de repartitie F (x)
Tn baza formulei (25), obtinem functia de densitate a probabilititii
1
_I E 1)2'3)4'5'6 )
f) =1 *EL )
0, pentru celelalte cazuri.
Reprezentam geometric functia de densitate f(x) (fig. 14)
fix)
4] . » . » » .
9]
: : ; : : . =
0 1 2 3 4 5 6 x

Fig.14. Functia de densitate f(x)
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Exercitii si probleme propuse

1. Se arunca doua zaruri si se noteaza cu X numarul de puncte ce apar.
Sa se determine functia de repartitie si sa se ilustreze grafic aceasta functie.

2. Intr-o urnd sunt 10 bile de doud culori (albe si negre), dintre care 2
negre. Se i-au la intdmplare doua bile. Sa se determine legea de repartitie a
numarului de bile albe dintre cele extrase.

3. Fie X o variabilei aleatoare discreta cu repartitia data de tabelul 5

Tabelul 5. Repartitia variabilei aleatoare

X 1 2 3 4
p| 6/16 | 5/16 | 3/16 | 2/16

Sa se determine functia de repartitie, functia de densitate a probabilitatii si
sa se ilustreze grafic aceaste functil.

4. Se arunca o moneda de patru ori. Sa se determine functia de

repartitie si densitatea obtinerii stemei. Sa se reprezinte geometric functiile
obrinute.

5. Inaintea punerii pe piatd, un produs finit (utilaj) este supus la trei
probe succesive de functionare. Probabilitatea ca sa treaca de oricare din cele
trei probe este de 0,8. Daca se presupune ca cele trei incercari sunt independente
una de alta, sa se determine:

a) Repartifia variabilei aleatoare care reprezinta numarul de probe
trecute pana la prima nereusitd,

b) Sa se determine functia de repartitie si sa se construiasca graficul
functiei de repartitie al variabilei aleatoare de la punctul a).

6. Fie X o variabila aleatoare cu densitatea

F(x) = {Zx, pentru x € (0,1),
0, pentru celelalte cazuri.
Sa se determine urmatoarele probabilitati:

1 1
a) P (— <X< —) ;
4 2
3 1
b) P(X >Z/X >5).
7. La trei magazine se gdsesc articole ce provin de la doud uzine: primul
: . .1 . . . :
magazin se aprovizioneaza cu - din articolele de la prima uzina, magazinul al
: . 1. : : L :
doilea se aprovizioneaza cu > din articolele de la prima uzina, iar magazinul al

: . . 3 . : : . y
treilea se aprovizioneaza cu " din articolele de la prima uzina. O persoand

cumpdrd cate un articol de la fiecare magazin. Fie X numdrul articolelor
cumpdrate de persoana respectiva. Sd se determine repartitia variabilei
aleatoare X, funcria de repartitie, iar apoi sd se reprezinte grafic aceasta functie.
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82.4. Valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare

Repartitia variabilei aleatoare, in general, ne descrie comportarea acestei
variabile. Tn cazul cdnd nu este necesard o caracterizare completi a variabilei
aleatoare, ne folosim de anumite caracteristici numerice, printre care un loc
important il ocupa valoarea medie, dispersia, mediana, moda si momentele de
diferite ordine.

Fie X o variabila aleatoare cu repartitia

(x1 Xy X3 ... xn)
P1 P2 P3 - Pn/

Se realizeaza k experimente independente, atunci, este evident,
evenimentele x; (i = 1,...,n) apar de mai multe ori.

Fie ca x; aparede k; (i = 1,...,n) ori

x, — apare de k, ori;
X, —apare de k, ori;

X, —apare de k, ori.
Suma tuturor valorilor k; (i = 1,...,n) este

n
ky + Ky + ot Ky =Zki - k.
i=1
Determinam media aritmetica
kix; + kyxy + -+ kyxy,
k

X =
Sau

n
kq ka Kn ki
X=—X1+—x,++—x =Z—x-.
kot kTP k"t Lkt

=1
Evident cé% (i=1,...,n) sunt frecventele relative ale evenimentelor

x;i (i=1,...,n), deci

n
X=fixy+ foxy + -+ foxpy = Zfixi-
i=1

Daca numarul de experimente este mare, atunci frecventele relative ale
evenimentelor x; (i = 1,...,n) sunt aproximativ egale cu probabilitdile p; (i =
1,...,n).

Definitia 1 [1]. Valoarea medie a unei variabile aleatoare discrete X, se
numeste numarul care este egal cu suma produselor dintre valorile ei posibile si
probabilitatile corespunzatoare, notata M (X)
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n
M@X) = p1xy + DXz + -+ PpXn = zpixi- (26)
i=1

Proprietatile valorii medii

1) Valoarea medie de la o constanta este insasi constanta

M(c) =c.

2) Daca c este 0 constanta realda si X 0 variabila aleatoare, atunci

valoarea medie de la suma ¢ + X este
M(c+X) =c+ M((X).

La fel si valoarea medie a produsului unei constante reale C si o variabila

aleatoare X este
M(c-X)=c-M(X).

3) Daca X si Y sunt doua variabile aleatoare, atunci valoarea medie de la

suma/diferenta lor este
MXtY)=MX)xM®).
4) Daca X si Y sunt doud variabile aleatoare independente, atunci
valoarea medie de la produsul acestora este egal cu produsul valorilor medii, este
MX-Y)=MX) -M().
5) Daca pentru oricare doua variabile aleatoare avem X <Y, atunci
M(X) < M(Y).

6) Daca X siY sunt doua variabile aleatoare independente, iar a si b sunt
doua constante reale arbitrare, atunci valoarca medie de la suma produselor
constantelor a si respectiv 8 cu variabilele aleatoare X si Yeste

Ma-X+p-Y)=a-MX)+ B -M().

Definitia 2. Fie variabila aleatoare X cu functia de repartitie F(x), atunci

variabila aleatoare X se numeste continua, daca functia de repartitie este

F(x) = Jf(x)dx, (27)

unde f(x) este densitatea variabilei aleatoare X.
Definitia 3 [1]. Daca X este 0 variabila aleatoare continud, avind
densitatea de repartitie f (x), atunci numarul

(0]

M(X) = fxf(x)dx (28)

“oo
se numeste valoarea medie a variabilei aleatoare X, daca integrala din membrul
drept este absolut convergenta.

Daca variabila aleatoare continua X, ia valori numai din intervalul (a, b),
atunci f(x) = 0 pentru x & (a, b) si deci
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b

M(X) = fxf(x)dx.

a
Exemplul 1. Se arunca doua zaruri simetrice. Sa se determine valoarea

medie:

a) asumei punctelor obtinute;

b) a produsului punctelor obtinute.

Rezolvare. Cunoastem ca in cazul zarurilor, probabilitatea caderii fetelor
este echiprobabila si fie X si Y numerele de puncte obtinute in rezultatul
experimentului considerat.

a) In caz general, pentru variabilele X si Y avem repartitia

1 2 3 4 5 6
( 1 1 1 1 1 1 )
6 6 6 6 6 6
Determinam valorile medii

MX)=MY) =1 1+2 1+3 1+4 1+5 1+6 1_7
B 6 6 6 6 6 6 2

MX+7Y) = M(X)+M(Y)=%+z=7.

2
b) Evindent, variabilele X si Y sunt independente, deci
M(X V) = M(X) - M(Y) = (7)2 P
)= )=\z) =7 =1%¢

Raspuns: M(X +Y) = T;M(X -Y) = 12
Definitia 4 [1]. Mediana unei variabile aleatoare X este valoarea Me a
argumentului x, pentru care
F(Me) < l
2
si
1
F(Me +0) = 5
Geometric mediana este valoarea variabilei aleatoare cu proprietatea ca
dreapta x = Me Tmparte in jumatate aria figurii de sub curba denstétii de repartitie.
Definitia 5. Valoarea modala a unei variabile aleatoare X, se numeste
valoarea sa cea mai probabila (pentru X discret) sau valoarea, care este abscisa
punctului maxim al curbei densitatii de repartitie (pentru variabila aleatoare X
continua), daca aceasta curba are un singur varf determinat.
Dispersia caracterizeaza gradul de imprastire a valorilor variabilei
aleatoare fata de valoarea medie.
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Definitia 6. Se numeste dispersia variabilei aleatoare X, valoarea medie a
variabilei aleatoare (X — M(X))2.
Dispersia se noteaza prin D

D(X) = M(X - M(X))" =

2
=Pt = M(X))? + pa(ay = M(X))? + - + 02 = MCD)". (29)
Definitia 7. Variabila aleatoare X — M (X) se numeste abaterea patratica
fata de valoarea medie a variabilei aleatoare X
X, —MX) x;—MX) .. x,—MX
X_M(X)z(l () =M@ . x ())_
P1 b2 Pn
In baza proprietitilor valorii medii, obtinem
2
D(X) = M(X?) — (M(X))
unde
M(X?) = x{py + X3Pz + = + Xipy
s
M(X)? = (x1p1 + 22Dz + -+ XnPp) .
Aceastd proprietate usor se aratd cu ajutorul proprietatilor de mai sus
D(X)=M(X —MX) =M (XZ — 2fM(X) + (M(X))Z) =

= M(X?) —2MX)M(X) + (M(X))" = M(x2) — (M(X))".
Exemplul 2. Fie variabila aleatoare X cu repartitia

y 2 3 2
'(0,2 0,3 0,5)'

Sa se determine dispersia variabilei aleatoare X.

Rezolvare. Determinam valoarea medie a variabilei aleatoare X
MX)=2-02+3-03+2-05=2,3.

Repartitia variabilei X este

le(4 9 4
'\0,2 0,3 0,5)'

Deci
M(X?)=4-024+9-03+4-0,5=5,5.
Tnlocuim valorile determinate, in formula dispersiei (29), obtinem
D(X) =5,5—-(2,3)? =0,21.
Raspuns: D(X) = 0,21
Proprietatile dispersiei
1) Dispersia de la o constanta este zero
D(c) = M(c?) — (M(c))2 =c?—-c?=0.
2) Dispersia de la produsul unei constanta si a unei variabile aleatoare
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D(c-X) =M(c?-X?) — (M(c-X))" = c?-M(X?) — c2- (M(X))" =
= c2(M(X?) — (M(X))") = 2 D(X).

3) Dispersia de la suma unei constante ¢ si a unei variabile aleatoare X

este
D(c+X)=0+DX) =DX).
4) Dispersia de la suma/diferenta a 2 variabile aleatoare X si Y este
D(X +Y) = D(X) + D(Y).
5) Pentru orice numere reale « si § avem
D(aX + B) = a?D(X).
6) 1Tn cazul cand variabilele x,, x, ..., x,, sunt independente avem
D(xy +x, ++x,) =D(x) + D(xy) + -+ D(xp).

Pentru variabilele aleatoare continue, exprimam dispersia prin valoarea sa

medie (28), adica

D(X) = M(X - M(X))" = J(X - MX)* fx)dx =

- j (X2 = 2XM(X) + (M(X))") f(x)dx =

= jXZ f(x)dx — 2M(X) ij(x)dx+ (M(X))2 f f(x)dx =
] - M) - MO,
deci

(0.0]

M(X?) = jXZ f(x)dx

“oo
s
o(X) =+DX). (30)

Observatia 1. Valoarea medie si dispersia, in cazul variabilei aleatoare
continue, au aceleasi proprietati ca si in cazul variabilei aleatoare discrete.

Exemplul 3. Se arunca o moneda de 3 ori. Fie X variabila aleatoare care
reprezinta numerele de aparitii a stemei. Sa se determine tabloul de repartitie a
variabilei aleatoare X, valoarea medie M (X) si dispersia D (X).

Rezolvare. In acest caz, spatiul evenimentelor elementare este format din
23 = 8 elemente

{bbb, bbs, bsb, bss, sbb, sbs, ssb, sss}.
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De aici rezulta ca intr-un singur caz obtinem trei steme

1
Pl == §,
in trei cazuri cate o stema
3
P2 == §,
in trei cazuri cate doua steme
3
P3 = g,
si intr-un singur caz nici o stema
p 1
4= g
8

Tn baza celor obtinute, compunem tabelul de valori (tabelul 6)
Tabelul 6. Tabelul repartitiei variabilei aleatoare X

X 0 1 2 3
P 1 3 3 1
8 8 8 8

Calculdam valoarea medie M (X)

MX)=0 1+1 3+2 3+3 1_3
) = 8 8 8 8 2

Determinidm (X — M (X))? pentru fiecare valoare a lui X

2
Dacé X = 0, atunci (X — M(X))2 = (0-3) =2
Dacé X = 1, atunci (X — M(X))? = (1 - -) =2
Dacé X = 2, atunci (X — M(X))? = (2 - ) =
Dacé X = 3, atunci (X — M(X))? = (3 - -) =2
Determinam dispersia (formula (29)), obtinem
DEX) = M(X - M(X ;91,1313 913
= M( @) =78t2s 18 a8 7

Raspuns: M(X) = z; D(X) = %

Observatia 1. Daca valorile medii, ale n valori aleatoare cu aceleasi
caracteristici, sunt egale

M(x) = M(xp) = = M(x,) =m
si de asemenea dispersiile sunt egale
D(x1) =D(x;) =+ =D(xp) =d

atunci valoarea medie M(X) = m, iar D(X) = %.
Daca x4, x5, ..., X, Sunt independente, atunci
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o(x; +x,+ - +x,) = \/D(xl) + D(x,) + -+ D(x,) =

= Jo2G) + 03 0) + 4 R,
Definitia 8. Marimea o(X) este raddcina de ordinul doi din dispersie
o0(X) = D(X) si se numeste abaterea patratica (standarta).

Exercitii si probleme propuse

1. Sa se determine media si dispersia pentru urmdtoarea serie de valori:
2,2,3,3,3,4.

2. Sa se determine valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare care
reprezinta numarul de puncte ce apar la aruncarea unui zar.

3. Fie doua variabile aleatoare independente X si Y cu repartitiile

1 2 4 _ 1 3 5 7
X (0,7 0,1 0,2) st F <0,1 0,2 0,3 0,4)'

Sa se determine M(2X + 4Y) si D(2X + 4Y).

4.  Fie o moneda care se arunca de doua ori, iar numarul de aparitii a
banului reprezinta o variabila aleatoare X. Sa se determine valoarea medie si
dispersia variabilei aleatoare X.

5. Fie doua variabile aleatoare cu repartitiile

3 5 2 _ 0 1 2 3 4
X:( >$lY:1 8 24 32 16|

01 04 05 81 81 81 81 81
Sa se determine media si dispersia variabilelor X si Y.
6. Intr-o ladd sunt 8 piese dintre care 6 standarte si 2 nestandarte. Se i-

au la intamplare 2 piese. Fie X o variabila aleatoare care reprezinta numarul de
piese standarte. Sa se determine repartifia lui X, valoarea medie M(X) si
dispersia D (X).

7. Sa se determine valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare X,
care reprezinta numarul de aparitii a evenimentului A, din 100 de experimente
independente, daca probabilitatea aparitiei lui A este 0,85 la toate experimentele.

8. Sa se determine variabilele aleatoare independente

x x+1 x+2 x+3 , y 2y 3y
X :( ) Si Y:( ),
p 2p 3p 4p a q* ¢
daca M(X) =2 si M(X) =7.Sa se determine M(2X + 3Y), D(X), D(Y) si
D(2X + 3X).

9. Se arunca o moneda de patru ori. Sa se determine valoarea medie §i

dispersia variabilei aleatoare X, care reprezinta numarul de aparitii a stemei.
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82.5. Momente. Coeficientul de asimetrie si boltire

In teoria probabilitatilor, o caracteristici a variabilei aleatoare, ce
generalizeaza notiunile de valoarea medie si dispersie, sunt momentele.
Momentele sunt de doua tipuri [1]:
*  momente initiale,
=  momente centrate.

Fie X o variabila aleatoare cu repartitia
X (x1 Xy X3 . Xp )

P1 P2 P3 -+ Pn
Definitia 1. Momentul initial de ordinul k, al variabilei aleatoare X, se

numeste valoare medie a variabilei aleatoare X* si se noteazd cu
my = M(X"). (31)
Daca variabila aleatoare X este discreta, atunci
_ k
my = Z Xi Pis
i

iar daca variabila aleatoare X este continua, cu densitatea de repartitie f(x), atunci

(00]

my = jxkf(x)dx.

Definitia 2 [2]. Momentul absolut de ordinul k, al variabilei aleatoare X,
se numeste valoare medie a variabilei aleatoare |X k |, unde
) my = M(|x*|). (32)
In particular, utilizdnd momentele
m=MX)=m si m, =M(X?)
si aplicAndu-le n calculul dispersiei, obtinem
D(X) = m, —m3. (33)
Exemplul 1. Sa se determine momentul initial de ordinul k si dispersia
variabilei aleatoare X cu repartitia

1 0
X: ( )
R P q
Rezolvare. In baza formulei (31), determinam momentul initial m,
m,=1%-p+0%-q =p,
iar in baza formulei (33), obtinem
D(X) =m, —mi =p—p®=p(1l-p)=pq.
Raspuns: my, = p; D(X) = pq
Definitia 3. Momentul centrat de ordinul k, al variabilei aleatoare X, se
numeste valoare medie a variabilei aleatoare (X — M(X))* si se noteazd cu
W = M[X — M(X)]*. (34)
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Daca repartitia variabilei aleatoare este simetrica fata de valoarea medie,

atunci momentele centrate de ordinul k, cand k este impar, sunt nule, adica
My =y = Uz =+ = 0.

Definitia 4. Momentul centrat absolut de ordinul k, al variabilei aleatoare

X, se numeste Numarul
M(IX = MX)|*). (35)

De asemenea, o importantd deosebitd, in studiul teoriei probabilitatilor, Tl
ocupa urmatoarele caracteristici numerice: coeficientul de asimetri si excesul.

Definitia 5 [1]. Raportul dintre momentul centrat de ordinul 3 si cubul
abaterii medii centrate (daca momentele respective exista), se numeste coeficient

de asimetrie si se noteaza

_ H3

As ==, (36)

Observatia 1. Daca variabila aleatoare este simetrica fata de valoarea
medie, atunci coeficientul de simetrie este zero.

Definitia 6. Numarul

Ha
Ef = F - 3, (37)
- . - o . 4 . o - l,l,4_
se numeste exces al variabilei aleatoare X (daca u, si 0 exista), iar raportul o

se numeste coeficient de boltire.

Exercitii si probleme propuse

1. Fie X o varabila aleatoare cu repartitia data in tabelul 7.
Tabelul 7. Tabelul repartitiei variabilei aleatoare X

X 1 2 3 4 | 5
p 0,1 02 {04020,
Sa se determine momentele initiale si centrate de ordinul doi si trei, coeficientul
de asimetrie si excesul.

2. Sa se determine momentul initial de ordinul k al variabilei aleatoare

X cu repartitia
a b
X: ( )
p q
3. Sa se determine momentele m, si m, pentru variabila aleatoare X cu

repartifia
0 1 2
X: 1 1 1}
2 4 4

4. Fie X ovariabila aleatoare care are densitatea de probabilitate
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0, dacax € (0,2),
flx) =41

> daca x € (0,2).

Sa se determine momentul initial de ordinul k.

5. Fie X o variabila aleatoare care reprezinta numarul de angajati ai
unei firme divizati pe sectii (tabelul 8). Sa se determine asimetria si boltirea
datelor din tabel.

Tabelul 8. Repartitia variabilei aleatoare X

Sectia S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9

Nr.de |, 5 10 | 10 | 16 | 18 | 18 | 14 5
angajati

p 0,04 | 005 | 01 01 | 016 | 0,18 | 0,28 | 0,14 | 0,05

82.6. Legi de repartitie discrete clasice

Tn literatura de specialitate [1-17], intalnim urmitoarele legi de repartitie
discrete clasice:

1) Repartitia binomiala (Bernoulli)

Repartitia binomiald corespunde urmatorului tip de experiment: Fie A un
eveniment care se produce cu probabilitatea p si respectiv evenimentul contrar A
care se produce cu probabilitatea gq. Cele doua evenimente formeaza un sistem de
evenimente, producerea unuia excluzand producerea celuilalt. Se repeta
experimentul de n ori.

Tn cele n experimente, evenimentul A s-ar putea si nu se produca nici o
data, s-ar putea sa se produca o datd, sau s-ar putea produce de n ori. Ne
intereseaza sa determindam de fiecare datd probabilitatea de realizare a
evenimentului A. Tn acest caz, scrim un tablou de repartitie de forma

x: (P(:, o)

unde k = 0,n, iar P(n, k) se calculeazi conform schemei binomiale (11)
P(n, k) = Cxp*q™™".
Observatia 1. Repartitia binomiala, Tn general, este determinata de schema
urnei cu 2 bile (albe/negre) si bila revenita.
Teorema 1. Daca variabila aleatoare X, urmeaza legea de repartitie
binomiala, atunci valoarea medie este numarul
M(X) = np, (38)
lar dispersia
D(X) = npq. (39)
Demonstratie. Media variabilei aleatore X, care ne da k bile albe din n bile

extrase, va fi, prin definitie
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M(X) = z kCxp* qn*.
Pentru a calcula aceasta suma, consideram urmatoarea identitate:
(pt+ )" = z Crp*thqnt,
derivam ultima egalitate Tn raport cu t
((pt+q)") = z Cip tkq"*,

np(pt + @)t = z Cip*kt q™,
pentru
t=1= z Ckp*kq™*.
Tn rezultat, am obtinut
M(X) = np.

Folosind aceiasi identitate, dar derivind de doua ori, usor se arata ca

dispersia este
D(X) = npq.

Cunoasterea mediei si dispersiei unei variabile aleatoare da o indicatie
asupra intervalului Tn care se afla valorile variabilei, cu cea mai mare probabilitate.
Mai exact, cu cat ne Tndepartam mai mult de valoarea medie, cu atat valorile
respective sunt mai putin probabile ca valori ale variabilei date.

Exemplul 1. Sa se determine media si dispersia variabilei aleatoare X,
care reprezinta numarul de nimeriri in tintd, din zece trageri, daca Se cunoaste
probabilitatea nimeririi la fiecare tragere p = 0,6.

Rezolvare. Variabila aleatoare X are repartitie binomiala, unde

n=10 si p=0,6.
Media variabilei aleatoare X, formula (38), este
M(X)=10-0,6 = 6.
Dispersia variabilei aleatoare X, formula (39), este
D(X)=npg=np(1—-p)=10-0,6-(1—-0,6) =24
Raspuns: M(X) = 6; D(X) = 2,4

2) Schema hipergeometrica

Modelul matematic al acestei repartitii este similar celui binomial,
diferenta constand in faptul ca elementul extras pentru control nu se mai intoarce
in lot, si-n consecinta, la fiecare extragere se modifica conditiile si deci si
probabilitatea de extragere a unei piese rebut. Din acest motiv, extragerea se mai
numeste fara intoarcere.
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Se considera un lot de piese, pentru care trebuie verificat coeficientul de
rebut p. Cunoscand marimea lotului de piese n, se poate determina numarul de
piese rebut a si respectiv numarul de piese bune b

a = npb = n(1— p).

Se efectueaza m extrageri consecutive, fara a pune piesa extrasa la loc, n
cele m extrageri consecutive pot fi obtinute 0 piese rebut, 1 piesa rebut, ..., sau m
piese rebut. Tn consecinti putem construi un tablou de repartitie in care pe prima
linie sa trecem numarul de piese rebut si-n a doua linie probabilitatea extragerii

fiecareia. De exemplu
0 1 .. n
X: ( )
Po P1 - DPn

Tn acest caz, spunem ca variabila aleatoare X urmeazi legea
hipergeometrica CuU repartitia

X (P(rlf, k))'

unde k = 0,n, iar P(n, k) se calculeaza conform formulei (13)

cxcy™

n
a+b

(a — numarul de piese rebut si b — numarul de piese bune).
Teorema 2. Daca X este o variabila aleatoare discreta si urmeaza legea

P(nk) =

hipergeometrica, atunci valoarea medie este

M(X) = np, (40)
iar dispersia la patrat este
D%(X) = N—n (41
=npq "7 )

unde N = a + b este numarul total de piese, n este numarul de piese care se
extrag, p este probabilitatea ca piesele extrase sunt rebut, p = ﬁ si q este

.q- o b
probabilitatea ca piesele extrase sunt bune g = —

Exemplul 2. Sa se determine media si dispersia variabilei aleatoare X,
care reprezinta numarul de de piese rebut, dintr-un lot de 100 de piese, la
extragerea a 20 de piese fara intoarcere, daca se stie ca probabilitatea extragerii
unei piese rebut este p = 0,02.

Rezolvare. Variabila aleatoare X are repartitie hipergeometrica, unde

n=20 si p=0,02.

Media variabilei aleatoare X, formula (40), este

M(X)=20-0,02 =0,4.

Probabilitatea insuccesului este

q=1—-p=1-0,02=0,98.
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Dispersia variabilei aleatoare X, formula (41), este

B N-n _ 100 —20
D(X) = TlpCIm— 200,020,98m~ 0,56
Raspuns: M(X) = 0,4; D(X) = 0,56
3) Repartitia lui Poisson
Notam cu A, densitatea de aparitie a unui eveniment A, intr-o unitate de timp
t, atunci
U= At
reprezintd media aparitiilor in intervalul cercetat. Posibilitatea aparitiei de k ori a
evenimentului A, in acelasi interval, este
O ot
k! k! '
Repartitia Poisson se aplica in cazul repartitiei binomiale daca coeficientul
de rebut este foarte mic p < 0,1 si marimea lotului mare np > 5. Relatia care se
aplica este

P(X=k)=P(k) =

k
P)” np
k
Teorema 3. Daca variabila aleatoare urmeaza legea lui Piosson, atunci

valoarea medie este

P(X =k) = P(k) =

M(X) = D?(X) = At. (42)
Demonstratie.
k i k
M(X)—Zk( 2 —Mzk(’z? _
k=0

( t)k 1
= Ate ™ » ———— = Jte MM = ).
— (k—1)!

Observatia 2. Legea de repartitie a lui Poisson este cunoscutd si sub
denumirea de repartitia evenimentelor rare. Aceasta repartifie se aplica in cazul
avariilor auto sau a accidentelor acestora.

4)  Repartitia geometrica
Variabila aleatoare X urmeaza legea geometrica, daca este definitd de
repartitia

X ((1 —kp)p">'

Teorema 4. Daca variabila aleatoare X urmeaza legea geometrica, atunci

valoarea medie este
p
MX) =——-:o, 43
(0 =15 (43)
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iar dispersia la patrat
_P
(1-p)?

Exercitii si probleme propuse

D*(X) = (44)

1. Consideram jocul Dats si X 0 variabila aleatoare care reprezinta
numarul de nimeriri in 100 din trei aruncari. Sa se determine media si dispersia
variabilei aleatoare X, daca se cunoaste ca probabilitatea nimeririi in 100 este de
40% la fiecare aruncare.

2. Fie X 0 variabila aleatoare definita de repartitie Poisson cu
parametrul A. Pentru aceasta variabila, sa se determine momentul inifial ms(X) si
momentul central u;(X).

3. Sa se determine valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare X,
care reprezinta numadrul de aparitii a evenimentului A Tn 100 de experimente
independente, daca se cunoaste probabilitatea aparitiei evenimentului A, la toate
experimentele, p = 75%.

4. Sa se determine media si dispersia variabilei aleatoare X, care
reprezinta numarul de bile negre, dintr-o urna cu 50 de bile, la extragerea a 10
bile fara intoarcere, daca se stie ca probabilitatea extragerii unei bile negre este
p =0,3.

82.7. Legea numerelor mari

Tnaintea efectudrii unei experiente nu putem cunoaste ce valoare va lua o
variabila aleatoare pe care o cercetaim. Intrucit dispunem de putine informatii
despre fiecare variabila aleatoare, s-ar parea ca determinarea comportarii mediei
aritmetice a unui numar suficient de mare, de variabile aleatoare, este o problema
dificila. Insa in realitate, in conditii putin restrictive, media aritmetica a unui
numar mare de variabile aleatoare isi pierde caracterul intamplator, iar in practica,
este foarte important sa cunoastem conditiile Tn care actiunea combinata a mai
multor factori intdmplatori conduce la un rezultat care sa nu depinda de
intdmplare, deci care sa ne permita sa prevedem mersul fenomenului studiat.
Aceste conditii se dau in calculul probabilitatilor, in teoreme cunoscute sub
denumirea comuna de legi ale numerelor mari [19].

Legea numarului mare a fost mentionatd pentru prima datd de
matematicianul Gerolamo Cardamo, desi fara nici o dovada riguroasa. Mai tarziu,
Jacob Bernoulli a reusit sd facd o demonstratie completd in lucrarea sa ,,Ars
Conjectandi”, in 1713. Tn anii 1830, matematicianul Siméon Denis Poisson, a
descris in detaliu legea numarului mare, care a ajuns sa perfectioneze teoria.
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e A Z
Gerolamo Cardamo (1501-1576)
Insa, In 1867 Cebisev a precizat riguros, din punct de vedere matematic,
legea numerelor mari in conditii mai generale.
Teorema 1 (Inegalitatea lui Cebisev). Fie ¢ > 0 si X o variabila aleatoare
pentru care existd M(X) si D?(X), atunci are loc egalitatea lui Cebisev

D(x)
PUX-MX)|<e)21-—77, (45)
Sau
D(x)
PIX-M@X)| 2z &) <—~. (46)

Pafnuti Cebisev (1821-1894)

Definitia 1. Vom spune ca sirul de variabile aleatoare (x,) converge in
probabilitate catre o variabila aleatoare X daca, fiind date doua numere reale
pozitive, suficient de mici, € si n, exista un intreg N, Incat pentru orice n > N
avem

P(lx, —X|=¢) <n.

Teorema 2. Daca (x,) este un sir de variabile aleatoare si a € R, astfel

Tncat
M(x,) > a si D?%*(x,) — 0,
atunci x,, = a.
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Demonstratie. Se aplica inegalitatea lui Cebisev

MG =)

5 0.

P(x, —x|=2¢) <

Fie sirul de variabile aleatoare (x;,,), definit pe campul (Q, K, P) si fie (¢,,)
un sir de aplicatii ¢,,: R® = R, simetrice in raport cu argumentele lor. Fie sirul
(y,,) dat de y,, = @(xq, x5, ..o, Xp).

Definitia 2. Daca exista un sir de constante (C,)nep, astfel incat

Ai_)rgp(l%l -l <& =1,

pentru orice € > 0 dat, atunci spunem ca sirul (x,) urmeaza legea slaba a
numerelor mari.
Cu alte cuvinte |y, — c,| = 0. Una din cele mai frecvente alegeri pentru

@, este

X1 +xy + 0+ Xy,

¢n(x1'x2' "'rxn) = n )

lar pentru c,,

- :
Teorema 3 (Markov). Daca sirul (x,,) verifica conditia lui Markov

1 n
A oz D7 (Z xi) =0

i=1

n

atunci

1
X~ M (x;)

n n
i=1 i=1

S|r

lim P (
n—-oo

pentru orice € > 0 dat.

< 8) =1, (47)

Andrei Marcov (1856-1922)
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Teorema 4 (Cebisev). Daca variabilele aleatoare xq,x,...,x, sunt
independente doua céte doua si au dispersii finit marginite (dispersiile nu
depdsesc o animitd constantd), atunci cat de mic nu ar fi € >0, avem
probabilitatea mai mica decat €, si va fi aproape egala de 1, daca n este destul de
mare cand n — oo, adica
_ X1+ x,+ - +x, M(x)+ M(xy)+ -+ M(xy,)
lim P ( —

n—oo n n
Observatia 1. Daca valorile medii sunt egale, adica
M(x,) =m, k =1,n,

atunci teorema primeste urmdtoarea forma.
n

lim P lek—m <egl|l=1
e nkzl

Aceasta observatie explica de ce putem sa facem afirmatii asupra unei
populatii pe baza unei selectii, avand un volum mic comparativ cu cel al intregii
populatii. Explicatia consta in aceea ca selectia implica un numar de masuratori
suficient.

Teorema 5 (Poisson). Daca intr-un sir de repetari a unor experimente,
probabilitatea aparitiei evenimentului A, la repetarea i, este P;, atunci

<e):1.

n
_ m 1
lim P ———ZPk <eg|=1,
n-co n n
k=1
pentru Ve > 0, unde m este numarul de aparitii a evenimentului A, la primele n

repetari.
Teorema 6 (Bernoulli). Daca se fac n repetari independente si
probabilitatea evenimentului A este constanta la fiecare repetare, atunci
lim P(|T—P| <e)=1
n—oo n
unde € > 0, n reprezinta numarul total de experimente, iar m numarul de aparitii
a evenimentului A n acest experiment.
Teorema (Moivre-Laplace). Daca variabila aleatoare urmeaza legea
binomiala de repartitie, atunci
P(n, k) = Cip“q"*
pentru a < b avem

co b
P< <X_"p<b) ! f 4 1f T d
a < — ~—— | e x=——1|¢€ X.
A/ Pq V2T V2T
Z p

Utilizand functia lui Laplace obtinem
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X —np
P (a < <b ) = O(b) — ®(a), (48)
e
unde x = 1,2, ...,n si

Hﬁ<k<b)z¢(b—mj_¢<a—mv (49)
-~ \Jnpq Jnpq )

Exercitii si probleme propuse
1. Fie valoarea media M(X) = 360000kWh si abaterea medie
patratica o(X) = 40000 kWh a consumului de energie electrica in raionul
Causeni, in luna ianuarie. Sa se determine probabilitatea ca in luna ianuarie anul
curent, consumul va depasi 1000000 kWh.
2. Fie variabilele aleatoare x;, x5, ..., x,, care sunt independente doua

cite doud si pot lua valorile +\k si zero, cu urmdtoarele probabilitdti:

Py =0}=1, Pl =V} = P{x, = vk} = 7

si

2
Pl =0}=1->, k=23

Sa se demonstreze ca sirul x, e supune legii numerelor mari.

3. Se cunoaste ca magazinul X, poate deservi zilnic un numdr de 3000
de cliensi. Probabilitatea ca un client devine cumpdrdtor este p=70%. Sd se
determine probabilitatea ca numdrul cumpdrdtorilor sd fie mai mic decét 2150.

4. Fie o variabila aleatoare X, care reprezinta lungimea unor bastoane,
care are media M(X) = 50 si dispersia D(X) = 0,1. Utilizand inegalitatea lui
Cebisev, sa se determine probabilitatea ca lungimea variabilei aleatoare X sa fie
intre 49,5 cm §i 50,5 cm.

§2.8. Legi de repartitie continue clasice

1) Repartitia uniforma. O variabila aleatoare X este uniform

repartizata pe segmentul [a, b], daca densitatea sa de repartitie este

1 y
fo =1 5=a daca x € [a, b],

0, daca x ¢ [a, b].
Functia de repartitie corespunzatoare este

0, daca x <a,
F)=d—2 daci a<x<b
x) = Py aca a<x <b,
1, daca x > b.

Geometric, functiile f(x) si F(x) sunt reprezentate in figura 15.
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,f.-lr.‘lf ) F I":'l') i

0 a b ‘i 0 a b :'ln.'

Fig. 15. Graficile functiilor f(x) si F (x) pentru repartitia uniformad
Probabilitatea cd variabila X si ia valori intre @ si f (a <a < f <b),
este

f—a
b—a’

P{a<X<B}=j dx__ (50)
b—a

Aceasta probabilitate este proportionald cu f — a si nu depinde de a si f3,
dar de lungimea acestui interval.

Teorema 1. Daca X este o variabila aleatoare uniform repartizata pe
intervalul inchis [a, b], atunci valoarea medie este

(00]

b
M(X) = jxf(x)dx—jb =0‘J2r , (51)
lar dispersia -
N ’ a+by 1 (b — )2
D(X) = f(X—M(X)) f(x)dxzf(x— > )b_adx— .(52)

a
Observatia 1. Abaterea medie patratica o(X), in cazul variabilei aleatoare

continue cu repartitie uniforma, este

_ _ |ta=b)? a-b ~3(a-b)
o(X) =yDX) = |~ =R 6 (53)

2) Repartitia exponentialid. Variabila aleatoare X urmeaza legea
exponentiald de repartitie cu parametrul A > 0, daca are densitatea de repartitie
0, daca x <0,
flx) = { -ix <
le daca x> 0,1> 0.
Functia de repartitie corespunzatoare este
0, daca x <0,
Fe =1, '
1—e™ ", daca x =0,
deoarece
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0

x x
F(x) = ff(t)dt = JOdt +f/1€_ltdt = —e~ M 3(; =1 —e M,
_oo :

Geometric, functiile f(x) si F(x) sunt reprezentate in figura 16.
L5 Fix) l_’l

0.z =

=)
L
b )

0.5

0,4

0.2+

T T T T T ™ i 1 - ¥ . v - v ==
i} 1 2 3 X ] | ) 3

e

Fig. 16. Graficul densitatii si functiei de repartitie exponentiale
Daca variabila aleatoare X urmeaza repartitia exponentiala, atunci
PIX<Y+Z/X>2Y}=P{X<Z}=1-e,
pentru oricare numere nenegative Y si Z.
Toerema 2. Daca X este variabila aleatoare cu repartitia exponentiald cu
parametrul A > 0, atunci valoarea medie este

1
M) =3, (54)
lar dispersia
1
D(X) = = (55)

Exemplul 1. Consideram o variabila t, care reprezinta timpul necesar
pentru instalarea unui conditioner, Ce urmeaza o repartitie exponentiala cu
parametrul A = 0,3 (ore). Sa se determine probabilitatea ca timpul de instalare a
unui conditioner sa nu intreacd 5 ore.

Rezolvare. Probabilitatea, in cazul repartitiei exponentiale, este

P{t<5}=F()=1-e79%>=1-10,223 =0,777.
Raspuns: P{t <5} =0,777.

3) Repartitia normala (Gauss-Laplace). Este cea mai importanta lege
de repartitie fiind cunoscuta sub denumirea de legea Gauss-Laplace. Variabila
aleatoare continud urmeazd legea de repartitie normala de parametrii m si o2,
notatd N(m, c?), dacd are densitatea
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_(x-m)?

f(x)— 202 meR,o>0.
27‘[
In mod evident f(x) > 0. Efectuand schimbarea de variabila
X —m = at,
obtinem
f(x)dx = J e_Tdt =— = 1.
[ o= = o
Functia de repartitie corespunzatoare este
1 [ e
F(x) = e 202 dt
V2T .
Geometric, functiile f(x) si F(x) sunt reprezentate n figura 17.
1 A ) Fix) |
— | - — L b e e e e e
ov2n

[
|
|
I L
[ 2 [
I |
I |

Y e

0 m X - 0 m x

Fig. 17. Graficile functiilor f (x) si F (X) pentru repartitia normala

TIn cazul cand m = 0 si ¢ = 1, atunci legea de repartitie se numeste legea
normal normata (Sau standart) si se noteaza cu N(0,1), cu densitatea de reprtitie
1 x?

p(x) = Ee_?

Observatia 1. Valorile functiei ¢ (x) sunt date tabelar (vezi tabelul Al).
Teorema 3. Tn cazul cand variabila aleatoare X urmeazd legea normald,

atunci
P(aSX<ﬁ)=F(ﬂ)—F(a)=CD<'B_Tm>—CD(a;m), (56)
unde
o) = —— [ea
=7 e

Observatia 2. Valorile functiei @ (x) sunt date tabelar (vezi tabelul A2).
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Foarte des, este nevoie de calculat probabilitatea abaterii de la M(X) cu
conditia ca sd nu depdseasca ¢
P(X—-MX)| <e).
Tn acest caz avem

P(—s+m<X<e+m)=d)((m+8)_m>—cb<(m_€)_m>:

o o

€ € €
=o(S)+o(;)=20(;)

Daca notém§ = t, atunci avem asa numita regula celor 3 sigma, iar n

cazul cand t = 3, avem
P(|X —m| < 30) = 3®(3) = 0,99.

n figura 18, sunt ilustrate doua curbe normale pentrum = 0, cand o = 1
siog = 2.
L fix)

m=0

Fig. 18. Graficul curbelor normale pentrum = 0,cdndo =1sio = 2

Teorema 4. In cazul variabilei aleatoare X cu repartitie normald, avem
MX)=m si D(X) = o2, (57)
4) Repartitia Gamma generalizata. O variabila aleatoare are
repartitia Gamma generalizata cu parametrii a,A > 0, daca densitatea de
repartifie este

1% A
a—-1_,—-Ax b4
Flx) = _F(a) x4 e ™, daca x = 0,
0, daca x <0,
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unde I'(a) este functia Gamma

[00]

I'(a) = J x% e *dx.
0
Ultima elagitatea reprezinta functia Gamma, care, geometric este
reprezentata in figura 19,
fix)

1_

0 2 4 6 2 x

Fig. 19. Repartitia Gamma pentru diverse valori

Integrénd I'(a) prin parti, obtinem
Na)=(a—Dl'(a—1),a > 1.
Deoarece

(0.0)

ray) = j e *dx =1,
0
obtinem

'(n)=mMm-1)L
Teorema 5. Daca variabila aleatoare X wrmeaza legea de repartitie
Gamma generalizata, atunci momentele initiale de ordinul k sunt
ala+1)..(a+k—-1)

m, (X) = Tk , k € N*. (58)
Din ultima relatie deducem media si dispersia acestel repartitii
a , a
M(X) = 7 Si D(x) = = (59)
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5) Repartitia x%. Repartitia Gamma cu parametrii
a=1,/1=§§in€N,
se numeste repartitia x* (hi patrat) cu n grade de libertate [21].
Consideram o variabila aleatoare X, cu valorile x4, x,, x5, ..., x,, normal
repartizate N(0,1), atunci suma patratelor variabilelor aleatoare z;, constituie o

noui variabila aleatoare si anume y?2.
Matematic, aceasta reprezinta suma erorilor masuratorilor pana la valoarea

i i 2
2 2 (xi - m)
xi=) zt=) ——
L o
0 =0

i=
Densitatea de probabilitate a repartitiei 2, pentru v =n — 1 grade de
libertate, este

L6, dacs
ﬁxZ e 2, daca x>0,
= v —
fe) =1 2v/r (3)
0, daca x<0.
Observatia 3. Valorile densitatii de probabilitate a repartitiei y? sunt date
tabelar (vezi tabelul A4).
Tn figura 20 sunt reprezentate graficile functiei f(x), pentru diverse valori
ale parametrului v.

fix)

0,4 -

0,3 S

X

Fig. 20. Repartitia y* pentruv = 1,v = 10 si v = 20
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Teorema 6. Daca variabila aleatoare X urmeazd repartitia y* cu v grade
de libertate, atunci momentele initiale de ordinul k sunt
m,(X)=v(v+2)..(v+ 2k —2), keN™. (60)
Din ultima relatie, deducem ca media si dispersia variabilei X cu repartitie
x2, cu v grade de libertate, sunt
MX)=v si DX)=2wv. (61)
6) Repartitia Beta. Variabila aleatoare X urmeaza legea beta (X are
repartitie beta) cu parametrii p si q (p,q > 0), daca densitatea sa de
probabilitate este
Flx) = ﬁxp‘l(l —x)971, daca x € (0,1),
0, daca x ¢ (0,1),

unde
1

B(p,q) = pr‘l(l —x)4Ydx, p,q >0,
0
este integrala lui Euler de primul tip, sau functia beta a lui Euler [21].

Teorema 7. Daca variabila aleatoare X are repartitie beta cu parametrii p
si q (p,q > 0), atunci momentele initiale de ordinul k sunt

pp+1).(p+k—-1) )
) TGt Dtk <V O
Din ultima relatie, deducem ca media si dispersia variabilei X cu repartitie
beta cu parametrii p si g sunt
MX)=—— si D)= pa .
ptq +a)?@+q+D)
7) Repartitia Student. Variabila aleatoare X urmeaza legea Student (X
are repartitie Student) cu parametrul v (v € N*), daca densitatea sa de

probabilitate (repartitie) este

f(x) _ F(VJ2r1)<1+x >_V2L1 ER
xX) = — , X :
DA

Cu alte cuvinte, ultima relatie reprezinta repartitia Student cu v grade de
libertate.

Teorema 8. Daca variabila aleatoare X are repartitie Student cu v grade
de libertate, atunci momentele initiale de ordinul k, sunt

My (X) =0, 2k+1<v,
vEQ2k — 1)!

My (X) = TR R RS Tk 2k <v € N". (64)

(63)
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Din ultima relatie, rezulta ca daca v > 1, atunci media variabilei X este
M(X) = 0, iar daca v > 2, atunci dispersia variabilei X este

v

Exercitii si probleme propuse

1. Fie X o variabild aleatoare cu repartitia normald N(m,c?) si
densitatea

_(x-m)*?

flx) = Ume 202 meR,o>0.
Sa se determine valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare X.
2. Sa se determine momentele de ordinul unu si doi a repartitiei
exponentiale cu parametrul A.

3. Sa se calculeze probabilitatea P{0 < X < 3}, pentru variabila
aleatoare X, cu repartitia normald N(2,2?).

4. Fie X 0 variabila aleatoare cu repartitie uniforma in intervalul
(—1,1). Se se determine valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare X.

5. O variabila aleatoare X are repartitie normala cu parametrii
M(X) = 30 si 0 =10. Sa se determine probabilitatea ca variabila aleatoare X sa
ia valori in intervalul (10,50).
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CAPITOLUL III. ELEMENTE DE STATISTICA MATEMATICA
“Intr-o zi, gdndirea statistica
va fi la fel de necesara oricarui cetatean folositor societatii,
ca si scrisul sau cititul”
H. G. Wells

83.1. Notiuni generale

Tn acest capitol este explicatd esenta statisticii, cum diferd ea de teoria
probabilitatilor, ce 0 leaga de aceasta, care sunt partile ei componente si cum
Tncepe demersul practic intr-o problema de statistica.

Céand omul nu a mai putut intuit, a inceput sa masoare. Masuratorile si
observatiile au devenit prima treapta spre intelegerea legilor naturii. Dar, in acest
fel, omul nu mai poate sd cunoasca direct realitatea, el poate numai sa o
aproximeze succesiv prin modele fizice si apoi prin modele matematice. Dar
aceste modele nu descriu exact realitatea. Ele 0 aproximeaza si apar asa numitele
erori. Unele erori sunt previzibile, altele insd sunt Intdmplatoare (aleatoare).
Aceste ultime erori (aleatoare), au si ele legile lor de manifestare. Apar deci
fenomenele aleatoare descrise prin variabilele aleatoare.

Teoria probabilitatilor pleacd de la ipoteza cd se cunosc exact aceste
variabile aleatoare si anume prin functiile de probabilitate, prin functiile de
repartitie, prin functiile caracteristice, etc. Statistica pleaca de la masuratorile brute
si cautd sd regaseascd modelul probabilistic teoretic exact, care se afla in spatele
acestor masuratori [4].

Deci, statistica si probabilitatea sunt doud domenii strans legate, dar
distincte ale matematicii.

Se spune ca "probabilitatile sunt vehiculul statisticii”. Aceasta este
adevarat, in sensul cd dacd nu ar fi legile probabiliste, teoria statistica nu ar fi
posibild. Pentru a ilustra insa diferenta dintre probabilitdti si statisticd, sa
considerim doud urne: una probabilistici si una statistici. In cazul urnei
probabilistice se stie ca urna contine 5 bile albe, 5 bile negre si 5 bile rosii;
problema de probabilitate este: daca scoatem o bild, care este sansa ca aceasta sa
fie alba? In cazul unei urne statistice, nu cunoastem care este combinatia de bile
din urna. Extragem un esantion si din acest esantion conjecturam ce credem ca se
gaseste in urna. Trebuie retinutd deosebirea: probabilitatea pune intrebarea sansei
cunoaste populatia). Statistica ne cere sa selectdim un esantion, sa analizdm
esantionul si pe urma sa facem predictie asupra populatiei pe baza informatiei
gasite la cercetarea esantionululi.
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Utilizarea statisticii este nelimitatd. Este greu de gasit un domeniu in care
statistica nu se foloseste. lata cateva exemple, unde si cum este folosita statistica
[1]:

v' In educatie - statistica descriptivi este adesea folosita pentru a

prezenta rezultatele;

v In stiinta - rezultatele experimentale trebuiesc colectate si analizate;

v"guvernele - aduna diferite date statistice.

Multi oameni sunt indiferenti fatd de descrierea statisticd, altii cred ca
statisticile sunt minciuni. Majoritatea minciunilor statistice sunt inocente si rezulta
din folosirea unei statistici neadecvate, sau date obtinute dintr-un esantion
nepotrivit. Toate acestea conduc la o intelegere gresitd a informatiei din partea
consumatorului. Folosirea gresita a statisticii duce uneori la incurcaturi majore.

83.2. Selectii. Functia empirica de repartitie

Tn general, la studierea unei mirimi pe cale experimentali se efectueazi
diferite masurari si se inregistreaza rezultatele. Este clar ca in continuare, datele
trebuie prelucrate pentru a putea face cateva concluzii, de aceasta se ocupa
statistica.

Definitia 1 [2]. Statistica este stiinsa colectarii, clasificarii, prezentarii,
interpretarii datelor numerice si a folosirii acestora pentru a formula concluzii si
a lua decizii.

Exista doua tipuri de statistica: descriptiva si inferentiala.

Definitia 2. Statistica descriptiva se ocupa cu colectarea, clasificarea si
prezentarea datelor numerice.

Definitia 3. Statistica inferentiala (inferential statistics) se ocupa cu
interpretarea datelor oferite de statistica descriptiva si cu folosirea acestora
pentru a formula concluzii si lua decizii.

Fie o problem de cercetare, atunci multimea de obiecte care sunt supuse
cercetarii se numeste populatie statistica, iar fiecare element separat din populatia
statisticd se numeste unitate statistica, membru al populatiei sau individ. Evident,
populatia statistica poate fi o multime atat finita cat si infinita, daca este infinita se
Ia 0 parte a populatiei si se cerceteaza (din populatia statistica).

Trasatura comuna a tuturor membrilor unei populatii, care ne intereseaza
in cercetare, se numeste caracteristicd. In statistici se studiaza doua tipuri de
caracteristici:

> calitative;
> cantitative.
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Caracteristici calitative — marimile care exprima o anumita calitate, de
exemplu culoarea ochilor, culoarea parului, cetatenia, sexul, etc.

Caracteristici cantitative — marimile care pot fi masurate, de exemplu
inaltimea, greutatea, nota la un examen/evaluare, etc.

Daca caracteristica care se cerceteaza se schimba cantitativ, atunci ea se
numeste variabila statistica, iar daca se schimba calitativ, se numeste atribut.

Numarul de elemente din care este formatad populatia statistica, se numeste
volumul populatiei sau efectivul total.

O populatie statistica poate avea mai multe caracteristici.

Daca se studiaza fiecare componenta a populatiei statistice, atunci se spune
ca se efectueaza o cercetare completa, iar cercetdrile care se fac asupra unei parti a
populatiei, se numeste cercetare selectiva, atunci indivizii care au fost selectati,
formeaza selectia sau esantionul.

Fie ca x4, x5, ..., X, sunt valorile de selectie observate pentru o variabila X.
Valorile caracteristicii se aranjeaza in ordine crescatoare

X(1) S X2) S o S Xy

si in asa mod se obtine seria variationala.

Definitia 4 [1]. Sirul de perechi ordonate (x;, n;), reprezinta repartitia de
frecvente (seria statistica) a variabilei statistice X

¥. (x1 Xy X3 . Xg )
ng Ny N3 .. Ny
care variaza de la o selectie la alta, unde
. n;
Z n;=n si . o= 1.
l l

Selectia este punctul de plecare al oricarei cercetari statistice asupra unei
variabile aleatoare X date. Tn continuare, notam functia de repartitie prin F, x un
numar real arbitrar, iar v,, numarul valorilor de selectie mai mic ca x.

o, O % . .. . ..
Definitia 5. Frecventa relativa f a valorilor selectiei date mai mici ca x,
se numeste functie epirica de repartitie.
Functia data se noteza cu F,(x), unde n este volumul selectiei cercetate,

deci
Vx

F,(x) = ;
Mentionam ca functia empiricd F,(x), poseda aceleasi proprietati ca si
functia de repartitie F(x), a unei variabile aleatoare X (vezi 82.3).
Observatia 1. Cu cat este mai mare volumul selectiei cu atat, functia
empiricd de repartitic ne da o imagine mai precisd despre functia teoretica de
repartitie.
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Dacda avem un numdr mare de experiente, atunci constructia functiei
empirice de repartitie F, (x), este mai complicati. In acest caz este mai comod s
utilizam alte caracteristici ale repartitiei empirice analogice densitatii de repartie
f ().

Definitia 6. Numarul unitatilor cu aceeasi valoare sau apartinand unuia §i
aceluiasi interval, se numeste frecventa absoluta.

Definitia (. Frecventa absoluta cumulata se numeste suma frecventelor
absolute a tuturor variabilelor ce apar pana la X, frecventa relativa cumulata se
numeste raportul dintre frecventa absolut cumulata si numarul total de elemente
al populatiei stasistice.

83.2. Gruparea datelor. Reprezentarea grafica a datelor statistice

Colectarea datelor referitoare la o caracteristica a populatiei statistice
urmareste scopul stabilirii valorii care poate caracteriza un individ sau formarea
unei concluzii observate.

Statistica discriptiva reprezinta forma cea mai simpld de analizd a unei
caracteristici a populatiei statistice si include: colectarea datelor in forma de tabel,
intocmirea reprezentarii grafice si stabilirea indicatorilor statistici.

In cazul cand valorile caracteristice sunt aranjate, atunci primim tabelul
primar.

Exemplul 1. [n rezultatul unei evaludri, studentii grupei X au primit
urmatoarele rezultate:

9,4,8,7,6,8,7,6, 10,8,5,6,7,5,8,9,6,7,5,8,5, 9,7,6,8,5,8,6,7,9, 8, 7.

Sa se grupeze datele intr-un tabel.

Rezolvare. Observam ca aceste note (valori), pot fi grupate dupa valoarea
lor.

Tabelul. 9. Gruparea rezultatelor obtinute de studenti

Notele |10, 9 |8 |7 |6 |5 |4|3]|2]|1
Nr.

studentilor

1148|7651 [0|0|0

Valorile unei caracteristici reprezentate in tabel, nu intotdeauna sunt
simple, de exemplu cercetim toatd facultatea dupd o anumitd caracteristica. In
cazul cand datele sunt multe, pot fi utilizate si tebele restranse, adica gruparea pe
intervale.

Gruparea simpld, pentru anumite cazuri, reprezinta un tabel in care sunt
valorile caracteristicii si numarul de aparitii respective (vezi tabelul din exemplu
1). Tn cazul cand avem m intervale distincte, gruparea valorilor pe acest interval ne

va conduce la un numar de intervale concret, si respectiv, la o frecventa anumita.
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Tn cazul cand este nevoie de gruparea pe intervale, lungimea intervalului se
calculeaza 1n baza formulei
| = Xmax — Xmin
m
unde x,,,4, reprezintad valoarea maxima a caracteristicii, X,y,;, reprezinta valoarea

minima a caracteristicii, m se calculeaza dupa regula lui Sturges

)

10
m=1 +?lgn,

n este numarul total de date, iar cand n > 100, m se calculeaza dupa regula lui

Wald si Mann
1

1 5
m = 4(Z(n— 1)) .

Reprezentarea grafica a datelor statistice, se numeste diagrama si n
general, poate sa ne ofere informatia privind legile carora se supun caracteristicile
date

in dependenta de reprezentarea graficd, diagramele se impart in:

1) diagrame prin butoane;

2) histograme;

3) poligonul frecventelor absolute;

4)  poligonul frecventelor relative;

5) diagrame structurale.

Diagramele prin butoane se aplica in cazul cand caracteristica ia valori
discrete care nu sunt grupate in clase si atunci pe axa OX se i-au valorile
caracteristicii x4, x,, ..., x, si in fiecare punct se duc drepte (butoane) verticale de
lungimi respective (fig. 21).

1 ,h

0 yoooXn o XN X X x, X

Fig. 21. Diagrama prin butoane

L
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Exemplul 2. Sa se reprezinte diagrama prin butoane a datelor din

exemplul 1.
Rezolvare.
Rezultatele evaluarii
9
8
7
6
5
4
3
2
1 _
O ':. T T T T T T . T T T 1
Nota 10 Nota9 Nota8 Nota7 Nota6 Nota5 Notad4 Nota3 Nota2 Notal

Fig. 22. Reprezentarea rezltatelor evaluarii unei grupe de studenti

Histograma este un termen introdus de Karl Pearson (gr. histos - fesut,
grama — scriere, desen) si se utilizeaza in cazul in care volumul selectiei este mare.
Tn acest caz, datele sunt grupate pe intervale disjuncte, egale intre ele [1].

Presupunem cd datele de selectie apartin unui interval [a,b] care se
imparte in intervale distincte [c;_;,¢;), i=1,..,k—1 si [c;—q1,¢], i =k, cu
capetele c, = asic, = b.

Fie n; numarul valorilor din selectie care apartin intervalului

[ci,6)i=1,...,k—1si[ci_q,¢], i = k.
Deci n; reprezinta frecventa absoluta.
Datele obtinute se trec intr-un tabel de forma
Tabelul 10. Gruparea datelor pe intervale

Intervalul Frecventa
absoluta
[co,€1) ny
[c1,¢2) n;
[c2,¢3) ns;
[Cr—1, Ck] Ny

Tn baza tabelul 10 se construieste histograma, pe axa 0X vor fi reprezentate
segmente de lungimile intervalului respectiv si pe aceste intervale se construiesc
dreptunghiuri de inaltimile n; (fig. 23).
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L A X J

Fig. 23. Histograma

Exemplul 3. In rezultatul unei evaludri, studentii grupei Y au primit
urmatoarele rezultate: 9,9; 8,7; 5,5; 6,3; 8,0; 7,8; 10; 8,4; 5,0; 7,1; 6,6; 8,2; 7,9;
8,8;64;58;74;73;81;6,9; 93;59; 64; 75; 89; 7,591, 8,6; 7,9; 8,3; 7,7;
8,5, 7,1, 8,05i6,7. Sa se reprezinte histograma rezultatelor obtinute.

Rezolvare. Observam ca aceste note pot fi grupate pe intervale

Tabelul. 11. Gruparea rezultatelor pe intervale
Intervalul | [5,6) | [6,7) | [7,8) | [8,9) | [9,10]
Frecventa
absoluta

4 6 10 11 4

Tn baza tabelului 11, construim histograma corespunzitoare datelor
exemplului (fig. 24).

Frecventa

12

5 6 . 7 . 8 9 10

Fig. 24. Reprezentarea datelor problemei 3, prin histograma

Poligonul frecventelor absolute este linia poligonald care uneste punctele
(x;,n;), unde x; reprezinta mijlocul intervalului i
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1
X =5 (ci—1 + ci), (66)

lar n; este frecventa absoluta.
Datele obtinute se trec intr-un tabel, de forma
Tabelul 12. Gruparea datelor si frecventa absoluta corespunzatoare fiecarui

interval
Intervalul Mijlocul Frecventa
intervalului absoluta
[¢o, €1) X1 ny
[c1, ¢2) X2 ny
[¢2,¢3) X3 ns;
[Ck—1, Ci] Xk Ny

Tn baza tabelului 12, se construieste poligonul frecventelor absolute, pe axa
OX fiind reprezentat sirul x;, adica mijlocurile intervalelor cercetate si respectiv
frecventele absolute corespunzatoare n;. Unind aceste puncte vom primi poligonul
necesar (fig. 25).

/
/ AN

x1 %2 *3 wed xk

Fig. 25. Poligonul frecventelor absolute

Exemplul 4. Sa se reprezinte poligonul frecventelor absolute pentru datele
din exemplul 3.

Rezolvare. Tn exemplul 3, datele au fost grupate pe intervale, insa, trebuie
sa determinam si mijlocul pentru fiecare interval, in baza formulei (66), obtinem

1 1
1 1
1
x5 =5(9+10) = 95.
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Tabelul. 13. Gruparea datelor pe intervale, mijlocul intervalelor si

Intervalul Mijlocul Frecventa
intervalului absoluta
[5,6) 5,5 4
[6,7) 6,5 6
[7,8) 7,5 10
[8,9) 8,5 11
[9,10] 9,5 4

In baza tabelului
corespunzatoare datelor exemplului (fig. 26)

12

10

8

5,5

13,

6,5 7,5

construim  poligonul

8,5 9,5

Fig. 26. Poligonul frecventelor absolute, exemplul 4

frecventa absoluta corespunzatoare fiecarui interval

frecventelor absolute

Poligonul frecventelor relative este linia poligonala care uneste punctele

n;

fi =

n

(x;, f;), unde x; reprezinta mijlocul intervalului i, iar

Datele obtinute se trec intr-un tabel de forma
Tabelul 14. Gruparea datelor si frecventa relativa corespunzatoare fiecarui

Intervalul Mijlocul Frecventa relativa
intervalului
[€o,€1) X1 fi
[c1,¢2) X2 f2
[c2,¢3) X3 f3
[Cr—1, Ck] Xk Jr

(67)

frecventa relativa (greprezentarea grafica este asemenea poligonului frecventelor
absolute).
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Tn baza tabelului 14, se construieste poligonul frecventelor relative, pe axa
OX fiind reprezentat sirul x;, adica mijlocurile intervalelor cercetate si respectiv
frecventele relative corespunzatoare f;. Unind aceste puncte vom primi poligonul
necesar (fig. 27).

/ N,

x1 %2 %3 wd sk

Fig. 27. Poligonul frecventelor relative

Exemplul 5. Sa se reprezinte poligonul frecventelor relative pentru datele

din exemplul 3.

Rezolvare. Tn exemplul 3, datele au fost grupate pe intervale, iar in
exemplul 4, au fost determinate mijlocurile intervalelor, insd, trebuic sa
determindm si frecventele absolute pentru fiecare interval. In baza formulei (67),

obtinem

—4 0,11; —6 0,17;
f1_35~ ) ) f2_35~ ) )

_10 0,29 _4 0,32
B‘35~’ ’ ﬁ_35~' ’

2 o
fs =35~ 011

Tabelul. 15. Gruparea datelor pe intervale, mijlocul intervalelor si
frecventa absoluta corespunzatoare fiecarui interval

Intervalul Mijlocul Frecventa relativa
intervalului
[5,6) 55 0,11
[6,7) 6,5 0,17
[7,8) 7,5 0,29
[8,9) 8,5 0,32
[9,10] 9,5 0,11
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In baza tabelului 15, construim poligonul frecventelor relative
corespunzatoare datelor exemplului (fig. 28)

0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1

0,05

55 6,5 7,5 8,5 9,5

Fig. 28. Poligonul frecventelor relative, exemplul 5

Diagrame structurale sunt folosite pentru a vizualiza, specifica, construi si
documenta, aspectele statice ale sistemului. Acestea sunt organizate in jurul
grupelor majore de elemente ce pot fi gasite in modelarea unui sistem. Din aceasta
categorie fac parte:

- Diagrame de clase — contin o multime de clase, interfete si colaborari,
precum si relatiile dintre ele. Sunt cele mai folosite diagrame ce
ilustreaza vederea statica de proiectare a unui sistem.

- Diagrame de obiecte — contin 0 multime de obiecte si relatiile dintre ele.
Sunt folosite pentru a ilustra structurile de date, imagini statice ale
instantelor elementelor din diagramele de clase.

- Diagrame de componente — contin 0 multime de componente si relatiile
dintre ele. Se folosesc pentru a ilustra vederea statica de implementare a
unui sistem.

- Diagrame de amplasare — contin o0 multime de noduri si relatiile dintre
ele, ilustrand vederea statica de amplasare a unei arhitecturi.

Exemplul 6. Sa se reprezinte datele din exemplul 3, printr-o diagrama
structurala.

Rezolvare. In exemplul 3, datele au fost grupate pe intervale si determinata
frecventa pe aceste intervale (tabelul 11). In baza tabelului 11, construim o
diagrama structurala circulara (fig. 29).
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W([56) W[67) W([78) WM([83) W[S1C]

Fig. 29. Diagrama structurala corespunzatoare datelor exemplului 6

Exercitii si probleme propuse

1. Fie data repartitia elevilor unui liceu, dupa rezultatele obtinute la
examenul de limba romana, bacalaureat 2021 (tabelul 16)
Tabelul 16. Repartitia elevilor dupa rezultatul la limba romana, bacalaureat 2021
Nota 5 6 7 8 9 10
Nr. de
elevi

Sa se reprezinte grafic seria statistica:

a) prin butoane;

b) printr-o diagrama structurala.

2. Un cercetator a studiat timpul de functionare a 60 de lampli (in ore)
si a obtinut urmatoarele date: 134, 147, 180, 154, 156, 136, 184, 149, 165, 162,
129, 143, 168, 175, 154, 125, 168, 148, 152, 167, 138, 172, 165, 141, 180, 157,
139, 147, 162, 155, 165, 148, 135, 168,159, 145, 167, 144, 158, 152, 146, 171,
158, 164, 133, 169, 155, 168, 142, 160, 157, 166, 148, 137, 152, 169, 134, 182,
190, 125. Sa se reprezinte grafic datele obtinute. Sa se construiasca poligonul

38 46 86 72 78 51

frecventelor absolute si relative.

3. Sa se cerceteze notele, la obiectul X, a unei grupe (a unui torent) de
studenti a facultatii. Sa se reprezinte grafic datele obtinute. Sa se construiasca
poligonul frecventelor absolute si relative.
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83.3. Indicatorii variabilelor statistice (seriilor statistice)

La cercetarea unei serii satistice este nevoie de cateva caracteristici care ar
indica unele rezultate sau concluzii asupra volumului sau populatiei statistice.
Pentru orice caracteristica a populatiei se observa o tendintd de variatie cu doua
aspecte:

- de localizare in jurul unei valori (localizarea poate fi simetrica si
asimetrica);
- de imprastiere.

Daca dorim sd analizdm localizarea, atunci trebuie sd cunoastem ca
graficile de frecventd ne prezintd doar aspecte calitative, doar o analizd mai
profunda care ne permite compararea tendintelor de localizare/imprastiere poate fi
realizatd cu ajutorul indicatorilor statistici.

Definitia 1 [24]. Indicatorul statistic este expresia numericd a unui
fenomen, proces sau a unei categorii economico-sociale, definite in timp, spatiu si
structura organizatorica. Obtinut ca rezultat al procesului cercetarii statistice,
indicatorul are continut real, obiectiv determinat, o formula de calcul si o forma
specifica de exprimare.

Indicatorii, ca si aspectele tendintei de variatie, se clasifica in:

- indicatori de pozitie sau localizare;
- indicatori de variatie sau de imprastiere.

§3.3.1. Indicatorii de pozitie sau localizare

Un indicator de pozitie este un numar real care face posibila localizarea
valorilor unei serii statistice a variabilei cantitative. Poate fi un indicator de
tendinta central sau o valoare descentrata, ca maximul sau minimul seriei [1], care
in unele cazuri sa nu existe printre valorile populatiei. De fapt, acest indicator ne
indica valoarea spre care tinde sa se grupeze datele reale.

Indicatorul de baza al tendintei de localizare este media, care se noteza cu
M(X).

Clasificarea marimilor medii se diferentiaza intre ele, in functie de rolul pe
care 1l ocupa Tn analiza statistica si dupa modul de obtinere a lor [24]:

1. Clasificrea mediilor dupa rolul pe care il ocupa in statistica:

a) marimi fundamentale (media aritmeticd, modul, mediana);

b) marimi cu aplicatii speciale (media geometrica, armonica, patratica).

2. Clasificrea mediilor dupa modul de obtinere:

a) marimi medii de calcul (media aritmetica, armonica, geometrica,
patratica);

b) medii de pozitie (modul, mediana).
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Media aritmetica se noteaza X si se utilizeaza cand fenomenul supus
cercetarii inregistreaza modificari aproximativ constante in progresia aritmetica.
Media aritmetica este de doua tipuri:

- simpla;
- ponderata.
Daca exista o caracteristica numerica x, care ia valorile x4, x,, x5, ..., X,,,
atunci
_ x1 + xZ + + X
X = z (68)
n

reprezintd media aritmetica simpla.

Exemplul 1. Un elev a obtinut urmatoarele note la semestrul I: 8,75; 9,4,
82; 915, 8,45; 9,5, 7,9, 825, 885 si 9,1. Sa se determine media simestriala a
elevului.

Rezolvare. Aplicand formula (68), obtinem
8,75+94+82+915+845+95+ 79+ 8,25+ 8,85+ 9,1

10
= 8,755.

X =

Raspuns: x = 8,755

Tn cazul seriilor de distributie, cand unele caracteristici se inregistreazi de

mai multe ori, media aritmeticd simpld se inlocuieste cu media aritmetica
ponderata. Si anume, daca caracteristicile numerice xq,x,, x3, ..., x,, apar cu

frecventele ny, n,, ..., n,,, atunci media aritmetica ponderata este
nixy +nyx, + o+ nyx
f=—"2Z M i=1,..,m (69)
i=1 "
Exemplul 2. Intreprinderea “lonel” are 1000 de angajati a caror salarii
au fost grupate pe intervale (tabelul 17). Sa se determine salariul mediu primit de

angajatii intreprinderii mentionate.
Tabelul. 17. Salariul angajatilor intreprinderii “lonel”

Salariul (lei) Numarul de

angajati (n;)
[3500,4500) 10
[4500,5500) 30
[5500,6500) 100
[6500,7500) 150
[7500,8500) 250
[8500,9500) 210
[9500,10500) 200
[10500,11500] 50
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Rezolvare. Se determina mijlocurile intervalelor x;
x; = 4000; x, = 5000; x3 = 6000; x, = 7000;
x5 = 8000; x4 =9000; x;, = 10000; xg = 11000.
Aplicand formula (69), obtinem

1
X = m(4000 +10 + 5000+ 30 + 6000 - 100 + 7000 - 150 +

+8000-250 +9000-210 + 10000 - 200 + 11000 - 50) = 8280 (lei).
Raspuns: x = 8280 (lei)
Media armonica se noteaza x; si se calculeaza din valorile inverse ale
termenilor seriei ca medie simpla si ponderata.
Media armonica simpld se calculeaza in baza formulei

Xp = 1 (70)
m -
=1y

iar media armonicd ponderata

m
N

— =1""

x : 71
=1 X;

Exemplul 3. Fie datele din exemplul 2. Sa se determine salariul mediu al
angajatilor aplicand media armonica.
Rezolvare. Pentru comoditate vom dezvolta tabelul 17, adaugand coloanele

1 .1 n -
— s1 — * n;, In urmatorul tabel:
Xi Xi

Tabelul. 18. Salariul angajatilor intreprinderii “lonel”

. . Numarul de 1 1
Salariul (lei) .. X; — — Ny

angajati (n;) Xi Xi
[3500,4500) 10 4000 0,00025 0,0025
[4500,5500) 30 5000 0,00020 0,0060
[5500,6500) 100 6000 0,00017 0,0167
[6500,7500) 150 7000 0,00014 0,0214
[7500,8500) 250 8000 0,00012 0,0313
[8500,9500) 210 9000 0,00011 0,0233
[9500,10500) 200 10000 | 0,00010 0,0200
[10500,11500] 50 11000 | 0,00009 | 0,0045

Rezolvare. Aplicand formula (71), obtinem
1000

*h = 01257

~ 7955,45 (lei).

Raspuns: x = 7955,45 (lei)
93



Media patratica se noteaza X,, si este acea valoare, care inlocuind termenii

seriei ridicati la patrat nu modifici suma patratelor lor. Tn cazul seriilor simple
avem

_ P X:
X, = =1t (72)

(73)

Exemplul 4. Fie datele din exemplul 2. Sa se determine salariul mediu al
angajatilor, aplicand media patratica.
Rezolvare. Pentru comoditate vom dezvolta tabelul 17 Tn urmatorul tabel:

Tabelul. 19. Salariul angajatilor intreprinderii “lonel”
m

) ) Numarul de

Salariul (le) || X Z X2

[3500,4500) 10 4000 | 16-10° | 160- 106

[4500,5500) 30 5000 | 25-10° | 750-10°
[5500,6500) 100 6000 | 36-10° | 3600 10°
[6500,7500) 150 7000 | 49-10° | 7350-10°
[7500,8500) 250 8000 | 64-10° | 16000- 10°
[8500,9500) 210 9000 | 81-10° | 17010-10°
[9500,10500) 200 10000 | 100- 105 | 20000 - 10°
[10500,11500] 50 11000 | 121-10° | 6050- 10°
1000 70920- 10°

Rezolvare. Aplicand formula (73), obtinem

) 70920 - 106 _
Ty = |[———— ~ 8421,4 (lei).

103
Raspuns: X, ~ 8421,4 (lei)
Media geometrica se noteaza X, si Se bazeaza pe relatia de produs a

termenilor seriei.
Tn cazul seriilor simple avem

(74)
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lar pentru seriile de frecventa (ponderate) avem

- Tizqn
Xy, = VXM a2 L =

Prin logaritmare, media geometrica capata o forma similara celei a mediei
aritmetice, cu deosebirea ca nu se aplica termenilor seriei ca atare, ci logaritmilor
acestora.

Pentru serii simple

Yiz1lgx;
lax, = ——— , 76
9%g - (76)
lar pentru seriile de frecventa (ponderate)
mon;-lgx;
lg%, = z_1m1 g P 77)
i=1 T

Exemplul 5. Fie datele din exemplul 2. Sa se determine salariul mediu,
aplicand media geometrica, primit de angajatii intreprinderii “lonel”.
Rezolvare. Tn cazul dat, putem aplica formula (75), sau formula (77),
obtinem
lgx, = (10-1g4000 + 30-1g5000 + 100 - [g6000 +
+150-1g7000 + 250 - (g8000 + 210 - Ig9000 + 200 - [g10000 +
+50-1911000)/1000 =~ 3,9098.
Din ultima relatie, determindm media geometrica
X, ~ 8124,56 (lei).
Raspuns: x5 ~ 8124,56 (lei)
Relatia dintre mediile de mai sus, este
Th < Xy <X <y
Modul sau dominanta, se noteaza M,, este valoarea caracteristicii cea mai
frecventd observatd intr-o distributie si se determind doar in cazul seriilor cu
frecvente diferite.
I. In cazul variabilei discrete caracterizatd de seria (x;n;), i = 1,..,n,
pentru a determina modul se parcurg urmatorii pasi:
a) Se determina frecventa maxima a serei cercetate 1n; = 1,4
Observatia 1. Daca repartitia are un singur maxim, atunci se numeste
unimodala, daca doua maxime, atunci bimodala si daca are mai mult de douad
maxime se numeste polimodala.
b) Se citeste in dreptul frecventei
max = My(x; = M,).
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Cu alte cuvinte, aflarea modulului constd in analizarea grafica a seriei si
determinarea valorii maxime.

1. Tn cazul variabilei continue, pentru determinarea modulului avem doui
moduri:

a) Determinarea modulului M, presupune realizarea urmatoarelor operatii:

- aflarea frecventei maxime max(n;, Nyqx);

- citirea intervalului modal (x;_q, x;);

- determinarea modulului M, in baza formulei

Al

Al + A2’
unde x;,, s — reprezinta limita inferioara a intervalului modal,

[ — lungimea intervalului modal;
A1 — diferenta dintre frecventa maxima si frecventa intervalului precedent
Al = n,—n;_q,

MO = xinf +1- (78)

A2 — diferenta dintre frecventa maxima si frecventa intervalului urmator
A2 = (n; — nyyq).

b) Determinarea grafica, care presupune construirea histogramei
corespunzatoare seriilor de intervale. Modulul M, se afla prin metoda
diagonalelor ce corespunde cu punctul de intersectie al diagonalelor ce
uneste coloana cu Indlfimea maxima si coloanele alaturate.

Mediana se noteaza Me si se defineste ca acea valoare a caracteristicii unei
serii ordonate crescdtor sau descrescator, pana la care, si peste care, sunt
distribuite in numar egal, unitatile colectivitatii observate, jumatate din unitati au
valori mai mari decat mediana, iar alta jumatate au valori mai mici.

Definirea medianei Me incepe de la idea de descompunere a unei
distributii in 2 parti: 50% din efectiv, Tnainte de valoarea medianei si 50% din
efectiv, dupa valoarea medianei.

Ca urmare locul medianei corespunde valorii UM¢, denumitd unitate
mediand, care se calculeaza dupa relatia [24]:

n
yMe — i’ 79
: (79)
iar In cazul cand n < 100 unitate mediana se determind in baza formulei
gMe — ==~ 80
; (80)

Determinarea medianei Me se realizeaza in mod diferit, in functie de tipul
seriei cercetate:
1. Pentru o serie simpld cu numar impar de termini, aflarea medianei Me
consta in gasirea termenului central al seriei:
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Exemplul 6. Sa se determine mediana si unitatea mediana definita de sirul’
510 20 25 35.

Rezolvare. Evident Me = 20, iar unitatea mediana (80), este
_5+1 3

Me
e
Raspuns: Me = 20,UM¢ =3
2. Pentru o serie simpla cu numar par de termini, aflarea medianei Me
constd in calculul mediei aritmetice simple a celor doi termeni centrali
ai seriei.
Exemplul 7. Sa se determine mediana si unitatea mediana definita de sirul:
51020253542,

Rezolvare. Evident

20 + 25
Me = — = 22,5,
lar unitatea mediana (80), este
6+1
UMe = T = 3,5

Raspuns: Me = 22,5; UM¢ = 3,5
3. In cazul caracteristicilor discrete, pentru o serie de frecventa,
determinarea medianei Me presupune efectuarea urmatoarelor operatii:

a) Aflarea frecventei cumulate
l
N; = z Np.
h=1
b) Determinarea unititii mediane UM¢ si aflarea locului ei in sirul
frecventelor cumulate, respectand conditia: N; = UMe,
c) Se determina nivelul caracteristicii egal cu mediana Me, in dreptul
frecventelor cumulate egale sau mai mare ca unitatea mediana UMe,
4. Tn cazul caracteristicii continue, pentru o serie cu frecvents,
determinarea medianei Me presupune efectuarea urmatoarelor operatii:
a) Aflarea sirului frecventelor cumulate.
b) Determinarea unitatii mediane si gasirea locului ei in sirul frecventelor
cumulate respectand conditia
N; = UMe,
¢) Determinarea intervalului medianei in dreptul N; = UMe,
d) Determinarea medianei Me dupa formula

B UMe _ Ni—l
Me —xinf+l'T; (81)
e

unde x;,, s — reprezinta limita inferioara a intervalului median;
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[ — lungimea intervalului;

N;_; — frecventa cumulata anterior intervalului median;

ny. — frecventa intervalului Me.

e) Determinarea medianei Me dupa modelul grafic.

Exemplul 8. Fie datele din exemplul 2. Sa se determine nivelul mediu cu
ajutorul medianei.

Rezolvare. Pentru comoditate vom dezvolta tabelul 17, adaugand o coloana
cu frecventele cumulate (tabelul 20).

Tabelul. 20. Salariul angajatilor intreprinderii “lonel” si frecventa

cumulata
. Frecventa
) ) Numarul de g
Salariul (lei) angaiati (n,) cumulata
o (N)
[3500,4500) 10 10
[4500,5500) 30 40
[5500,6500) 100 140
[6500,7500) 150 290
[7500,8500) 250 540
[8500,9500) 210 750
[9500,10500) 200 950
[10500,11500] 50 1000
1000
Rezolvare. Aplicand formula (79), obtinem
1000
uMe = —— = 500.
Primul interval pentru care
UMe < Fc;
este
[7500,8500).
Determindm mediana (81)
500 — 290 ,
Me = 7500 + 1000 - —tp - 8340 (lei).

Rezulta ca jumatate din angajati obtin un salariu de pana la 8340 lei, iar

cealalta jumatate obtin salarii de peste 8340 lei.
Raspuns: Me = 8340 (lei)
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Exercitii si probleme propuse
1. Sa se determine mediile simestriale personale, pentru anul precedent
de studii.
2. La examenul national de bacalaureat 2021, s-au obtinut urmdtoarele

medii (tabelul 20):
Tabelul. 20. Rezultatele la examenul national de bacalaureat 2021

Mediile liceelor la BAC 2021 Numarul licee
(grupate pe intervale) (n;)
[5,6) 6
[6,7) 54
[7,8) 219
[8,9] 17

Sa se dtermine media aritmetica, geometrica, patratica, armonica §i
nivelul mediu cu ajutorul medianel, a rezultatelor obtinute.

3. Sa se determine mediana si unitatea mediana definita de sirurile:

a) 5,17, 22, 25, 29, 33, 38, 45;

b) 16, 34, 47,59, 66, 78, 88, 92, 99.

83.3.2. Indicatorii de variatie sau imprastiere

Indicatorii de variatie permit separarea actiunii cauzelor esentiale de cea a
cauzelor intamplatoare si oferd posibilitatea identificarii modului in care
actioneaza factorii esentiali de la o grupa la alta. Daca avem de caracterizat o serie
de repartifie unidimensionald, vom calcula indicatorii de variatie in raport cu
media seriei, sau daca avem o serie de repartitie bidimensionala, putem calcula
indicatorii de variatie in interiorul fiecarei serii si indicatorii de variatie intre serii
[24].

Indicatorii simpli ai variatiei Servesc pentru a caracteriza gradul de
imprastiere a unitatilor colectivitatii cercetate fatd de medie (X), sau fata de o
anumita valoare din serie. Acesti indicatori se pot exprima in unitati absolute (kg,
lei, metri, etc), aceleasi ca si ale caracteristicii studiate, cat si in marimi relative (%)
calculate in raport cu media.

Indicatorii simpli sunt:

1)  Amplitudinea absoluta a variatiei Se obtine ca diferenta dintre
valoarea maxima (x,,,4,) i valoarea minima (x,,,;,,) a seriei

A A = Xmax — Xmin- (82)

In cazul unor serii de distributie pe intervale, amplitudinea se determina ca
diferenta dintre limita superioara a ultimului interval si limita inferioara a primului
interval.
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2) Amplitudinea relativa a variatiei se calculeaza ca raportul dintre
amplitudinea absoluta si media aritmetica, exprimandu-se procentual

A
4,(%) = —x100. (83)

3) Abaterile individuale absolute se calculeaza ca diferenta dintre fiecare
valoare inregistrata si media aritmetica a seriei
di = x;- X. (84)
4)  Abaterile individuale relative se calculeaza ca raportul dintre abaterile
individuale absolute si media aritmetica a caracteristicii studiate, exprimandu-se
procentual

Xi—f

d;% = x100. (85)

Acesta abateri pot fi pozitive sau negative in functie de marimea fiecarui
termen fatd de media lor. Indicatorii simpli ai variatiet nu pot exprima si
caracteriza intreaga variatie a caracteristicii studiate. De aceea, este necesar sa se
calculeze indicatorii sintetici ai variatiei.

Indicatorii sintetici ai variatiei exprima, in mod sintetic, imprastierca
tuturor nivelurilor individuale ale unei caracteristici fatd de nivelul lor mediu. Tn
calitate de indicatori sintetici, statistica calculeaza:

1) Abaterea medie liniard (d) care indicd variatia medie in plus si in
minus de la valoarea medie a distributiei si este cu atdt mai mica cu cat valorile
sunt mai grupate n jurul mediei si se determina

a) pentru seriile simple avem

- *ld;l
q=2=1r 86
- (86)
b) pentru seriile de frecventa (ponderate), avem
_ *old;] -
d="— (87)
=114
2) Dispersia (o2), pentru seriile simple se calculeazi dupa formula
yn 1d-2
2 1=1"7"1
=, 88
0% === (88)
iar pentru seriile de frecventa (ponderate)
Yo d.?n,
cl=2 (89)

n
i=1 T

Dispersia este un indicator abstract, nu are forma concreta de exprimare si
aratd modul in care valorile caracteristicii graviteaza in jurul mediei. Ea masoara
variatia totala a caracteristicii studiate datorita cauzelor esentiale si intdmplatoare.
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3) Abaterea medie patratica

o=+ 02 (90)

4) Coeficientul de variatie (v), se calculeaza ca raport dintre abaterea

medie patratica sau abaterea medie liniara si nivelul mediu si arata cate unitati din
abaterea medie liniara sau patratica revin la 100 unitati de medii

Sau

1100. (91)

Coeficientul de variatie ia valori de la 1% - 100%, iar cand tinde spre 0
(zero), se considera o variatie slaba si deci este o colectivitate omogena, in acest
caz media are un grad de reprezentativitate ridicat. Cu cat coeficientului de
variatie tinde spre 100%, cu atat variatia este mai intensa, iar media are un grad de
reprezentativitate mai scazut.

Ca urmare coeficientul de variatie poate fi folosit ca un test de semnificatie
a reprezentativitatii mediei considerandu-se urmatoarele praguri de semnificatie
[24]:

1. 0 <v < 17% media este strict reprezentativa, iar colectivitatea este
omogena;

2.17% < v < 35% media este moderat reprezentativa, iar colectivitatea
este omogena,

3. 35% <v<50% media este reprezentativa in sens larg, iar
colectivitatea este neomogena,

4. v > 50% media este nereprezentativa.

Exemplul 1. Consideram datele din exemplul 2 (§3.3.1). Sa se determine
indicatorii simpli si sintetici ai variatiei.

Rezolvare. Amplitudinea absoluta a variatiei (82), este

A = Xpmax — Xmin = 11500 — 3500 = 8000.

Cunoastem, din exemplul 2 (83.3.1), media aritmetica X = 8280 (lei),

deci amplitudinea relativa a variatiei (83), este

A 8000

Campul de variatie al salariului muncitorilor este de 8000 lei, aceasta reprezentand
96,62% din salariul mediu al angajatior.
Abaterile individuale absolute (84), sunt
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(x1 - x =4000— 8280 = —4280,
x, - X = 5000 — 8280 = —3280,
x3 - x = 6000 — 8280 = —2280,
- x = 7000 — 8280 = —1280,
- x = 8000 — 8280 = —280,
- x =9000 — 8280 = 720,

- x = 10000 — 8280 = 1720,
\xg - X = 11000 — 8280 = 2720.

Abaterile individuale relative (85), sunt

X
X
X
X

g = 2280 00~ 5169 d, =230 100 ~ —3961;
1= gogo 0 T TS B2 T Tgogyn VY E TOU0L
g = 22280 00~ 2754  d, = —28% 100 ~ —1546:
3T Tgag0 0 T TAlOm 4= gago 0 T TR
. =280 100~ —338 i =22 100~ 870:

5= g280 0% 6= 8280 "
4, =720 00 ~ 20,77: 4. = 2720 00 ~ 32.85.
778280 " 878280 "

Pentru a determina indicatorii sintetici ai variatiei, vom dezvolta tabelul 17
si obtinem
Tabelul. 21. Salariul angajatilor intreprinderii “lonel”

) ) Numarul de
Salariul (lei) angaiafi (1) |d;| | |d;| - n; d;* d;*n
[3500,4500) 10 4280 | 42800 |18318400 | 183184000
[4500,5500) 30 3280 | 98400 | 10758400 | 322752000
[5500,6500) 100 2280 | 228 000 | 5198400 |519840000
[6500,7500) 150 1280 | 192 000 | 1638400 | 245760000
[7500,8500) 250 280 | 70000 | 78400 | 19600000
[8500,9500) 210 720 | 151200 | 518400 |108864000
[9500,10500) 200 1720 | 344 000 | 2958400 |591680000
[10500,11500] 50 2720 | 136 000 | 7398400 | 369920000

Aplicand formula (87), obtinem abaterea medie liniara

o ¥r.on 1000 T

Determinam intervalul mediu de variatie

_ 3 {f +d = 8280+ 1262,4 = 9542,4;
x+d=1{ -
X —d =28280—-1262,4 = 7018,4.
Determinam dispersia (89)
, 2361600000
c° = = 2361600.
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Abaterea medie patratica (90), este

& =1/2361600 = 240V41.
Coeficientul de variatie (91),
1262,4

8280
Deoarece 0 < v < 17%,rezulta ca media este strict reprezentativa, iar

colectivitatea este omogena.

V= 100 = 15,25.

Exercitii si probleme propuse

1. Sa se dtermine indicatorii simpli si sintetici ai variatiei pentru datele
din exemplul 2 (§3.3.1, exercitii §si probleme propuse).
2. La o proba sportiva de aruncare a unei greutati in lungime, 50 de
elevi au obtinut urmatoarele rezultate (in metri): 15,0; 16,8; 25,6; 35,0; 26,5;
18,5; 17,3; 21,9; 28,0; 23,4; 31,1; 27,9; 25,4; 22,8; 29,3; 31,2; 28,6; 33,5; 19,3;
21,7; 16,8; 28,6; 30,4; 31,7, 28,2; 26,5; 22,2; 31,6; 22,7, 24,8; 26,8; 27,1; 29,2;
16,9; 28,4; 33,0; 29,7, 27,8; 29,6; 33,4; 31,8; 29,6; 31,2; 28,9; 34,0; 26,1; 27,8;
31,4; 26,4 si 28,1. Sa se deremine:
a) Amplitudinea absoluta si relativa a variatiei.
b) Abaterile individuale absolute si relative.
c) Abaterea medie liniara.
d) Abaterea medie patratica.

§3.3.2. Indicatorii asimetriei si boltirii

In analiza seriilor de distributie unidimensionald si unimodale, un interes
deosebit prezintd cunoasterea formei distributiei statistice care poate fi apreciata
cu ajutorul a 2 categorii de valori tipice:

a) indicatorii de asimetrie, care dau informatii asupra modului de
reprezentare a frecventelor de o parte sau alta a valorii centrale a unei serii;

b) indicatorii de boltire care exprima masura aglomerarii frecventelor in
zona centrala pe 1anga medie.

Asimetria reprezinta o deviatie de la forma simetricd de distributie
(observatiile exprimate prin frecventele lor sunt distribuite identic pe de o parte si
de alta a valorii centrale). Ca valori centrale, pentru aprecierea asimetriei sunt
folosite: media aritmetica, modul si mediana.

Indicatorii de asimetrie pot fi calculati atdt in marime absoluta céat si in
marime relativa.
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Pentru determinarea tipului de asimetrie se utilizeaza metodele elementare:
metoda grafica, momentul centrat de ordinul 3, coeficientul de asimetrie al lui
Pearson si al lui Fisher.

» Metoda grafica, pentru determinarea gradului de asimetrie se
analizeaza indicatorii tendintei centrale: media, mediana si modul. Astfel, in
functie de raportul dintre acesti indicatori, avem:

- x =Me =Mo - serie simetrica (fig. 30.a);
- X <Me <Mo - serie cu asimetrie spre stanga (negativa) (fig. 30.b);
- x >Me >Mo - serie cu asimetrie spre dreapta (pozitiva) (fig. 30.c).

l
=Mo X<Me<Mo X Mo<Me<X X
a b c

Fig. 30. Serii de repartitie: a) simetrica, b) cu asimetrie spre stanga
(negativa); c) cu asimetrie spre dreapta (pozitiva)
»  Momentul centrat de ordinul 3:
20—y
Hs = nn; '
In functie de valoarea lui usz, avem:
- u3 =0 - serie simetrica;
- U3 < 0 - serie cu asimetrie spre stanga (negativa);

(92)

- Uz > 0 serie cu asimetrie spre dreapta (pozitiva).

Pentru masurarea statisticA a asimetriei se utilizeaza coeficientul de
asimetrie al lui Pearson si coeficientul lui Fisher.

>  Coeficientul de asimetrie al lui Pearson, este cel mai des utilizat si
reprezintd un indicator pentru determinarea asimetriei si se obtine pe baza relatiei

urmatoare:

X — Mo
Cps = — (93)

Valoarea acestui indicator este abstractd, insd nu este lipsita de
semnificatie si oferd informatii despre sensul asimetriei, dar si despre intensitatea
acesteia. C, 1a valori din intervalul (- 1,1), dar pentru seriile de repartitie moderat
asimetrice, C,, ia valori din intervalul [—0,3; 0,3].
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Semnul indicatorului arata sensul asimetriei, si anume:

- C4s = 0 - serie simetrica;

- C,5 < 0 - serie cu asimetrie spre stanga (negativa);

- C4s > 0 - serie cu asimetrie spre dreapta (pozitiva).

Daca seriile sunt usor asimetrice si Se bazeaza pe un numar mare de cazuri
observate, si se verifica relatia

Mo ~x —3(x —Me),

se poate folosi un alt coeficient de asimetrie, care se determina in baza formulei
_ 3(x -Me)
=—

Coeficientul C,;" ia valori din intervalul (- 3,3) si va prezenta un grad mai
mare de simetrie cu cat se va apropia mai mult de 0.

Pearson a mai propus un alt coeficient de asimetrie bazat pe momentele
centrate de ordinul 2 s1 3:

*
as

B, = (u3)?
! (12)?
Observam ca ;>0. Acest indicator nu se utilizeaza pentru aprecierea
sensului asimetriei, dar avem urmatoarele cazuri:
- B1 =0 - serie simetrica,
- B, >0 - serie cu asimetrie (spre dreapta sau spre stanga).
» Coeficientul lui Fisher, se determina in baza formulei
v1 =B (95)
Exemplul 1. Sa se analizeze asimetria serie din exemplul 2 (83.3.1).
Rezolvare. Determinam

(94)

100 2
My = 7500+ 1000 - —— = 8214,

140 7
iar
8280 — 82142 652
Coe = 7— 7 ~0,043.
240v41 240v41

Deci, avem 0 serie cu asimetrie spre dreapta (pozitiva)

Boltirea (aplanarea) se defineste prin raportarea unei distributii empirice
la distributia normala sub aspectul variatiei variabile x; si a frecventei relative f;.
Boltirea apare cand distributia prezinta o variatie slaba a variatiei x; insotita de o
variatie puternica a frecventei relative.

Boltirea se masoara cu ajutorul coeficientilor de boltire:

- coeficientul de boltire Pearson, se determina pe baza momentelor
centrate
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ﬁz = ,u_:’
)
unde u, si uy, sunt momentele centrale de ordinal 2 si 4.

Pentru distributia normala coeficientul de boltire ia valoarea 8, =3, iar
distributia este mezocurtica.

Daca B, > 3, distributia este leptocurtica.

Daca 5, < 3 distributia este platicurtica.

- coeficientul de boltire Fisher masoara excesul fata de boltirea unei
distributii normale Gauss-Laplace, stiind ca pentru o distributie normala 8, = 3,
gradul de exces se determina in baza formulei

Y2 = B2 — 3.

Daca B, = 3, atunci y, = 0 si avem o distributie mezocurtica.

Daca y, > 0, atunci avem o distributie leptocurtica.

Daca y, < 0, atunci avem o distributie platicurtica.

Exemplul 2. Sa se analizeze boltirea serie din exemplul 2 (83.3.1) in baza
coeficientului de boltire Person.

Rezolvare. Determinam momentul centrat de ordinal 4

Ua =0,
deci §, = 0 < 3 distributia este platicurtica.

(96)

Exercitii si probleme propuse

Situatia salariului lunar obtinut de angajatii unei intreprinderi este
prezentata in tabelul 22:
Tabelul. 22. Salariul lunar al angajatilor

Mediile liceelor la BAC 2021 Numarul licee
(grupate pe intervale) (n;)
[4000,5000) 10
[5000,6000) 25
[6000,7000) 30
[7000,8000) 20
[8000,9000] 15

Sa se determine:
a) Coeficientul de asimetrie.
b) Coeficientul de boltire Pearson.
c) Coeficientul de boltire Fisher.
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83.4. Cercetarea prin sondaj

Obiectul statisticii clasice reprezinta obtinerea datelor cu ajutorul
observatiei totale, in timp ce obtinerea informatiilor pe baza cercetarii partiale,
adica prin utilizarea unui esantion din populatia statistica, este studiata de catre
statistica inferentiala sau cercetarea prin sondaj [26].

Cercetarea prin sondaj vizeaza cunoasterea unei populatii statistice pe baza
observatiilor facute asupra unuia sau mai multor esantioane reprezentative extrase
din aceasta, si constd in estimarea unor caracteristici ale repartitiei statistice, la
verificarea unor ipoteze privind legaturile dintre fenomene, in previzionarea
evolutiei viitoare a acestora etc.

Cercetarea partiala are drept scop estimarea, in baza rezultatelor prelucrarii
datelor obtinute la nivel de esantion, folosind principiile teoriei probabilitatilor, a
parametrilor necunoscuti ai populatiei statistice studiate.

Tn acest sens, se culeg si se prelucreaza datele aferente unitatilor statistice
incluse in esantionul studiat, obtinandu-se diversi indicatori sau parametri
statistici, care descriu in detaliu respectivul esantion.

in cazul sondajului, volumul colectivititii generale se noteazi cu N, in
cazul unitatilor simple cu R, iar daca s-au inregistrat si variabile alternalive, atunci
volumul se noteaza cu M.

Colectivitatea de selectie sau esantionul reprezintd acea parte a populatiei
generale de la care urmeaza sa fie culese datele in scopul extinderii apoi asupra
intregii populatii. Volumul esantionului (selectiei) se noteaza respectiv cu n,r si
m.

Un esantion este considerat reprezentativ, atunci cand reproduce 1in
structura sa aceeasi structurd pe care o reprezinta intreaga populatie.

Teoria si practica statistica demonstreaza ca asigurarea reprezentativitatii
presupune respectarea cu strictete a urmatoarelor conditii:

1) Includerea in esantion a unitatilor, Tn mod obiectiv, fara acordarca
unor proprietati. Fiecare unitatea fiiind extrasa, trebuie sa corespundd unei
probabilitati diferite de 0.

2) Esantionul stabilit trebuie sa fie suficient de mare ca sid permita
redarea trasaturilor esentiale ale populatiei totale, care v-a permite ulterior
obtinerea unor indicatori cu grad mai mare de stabilitate.

3) Includerea fiecdrei unitati trebuie efectuata independent una de alta.

Reprezentativitatea unui esantion depinde in primul rand de alegerea
corectd a procedeelor si tipurilor de selectie.
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§3.4.1. Procedee de selectie a unui esantion

In practica, la formarea esantionului se utilizeazi mai multe procedee
cunoscute sub numele de:

- Selectii aleatoare,
- selectii dirijate,
- selectii mixte.

Folosirea selectiei aleatoare exclude orice interventie subiectiva in alegerea
esantionului, acest obiectiv poate fi realizat numai daca elementul se selecteaza in
mod aleator, dar cu conditia ca fiecare element are sanse egale.

in selectiile dirijate alegerea unitatilor se face de catre persoanele care
,culeg” datele.

Selectia mixtia combina principiile sondajelor aleatoare cu cele dirijate. In
acest caz, este necesar mai intai sa se imparta populatia n grupe, dupa o anumita
caracteristica, apoi sa se extragd in mod aleatoriu cate un reprezentant din fiecare
grup.

O alta clasificare a procedeelor este

- Procedeul tragerii la sort, care consta in extragerea dintr-o urna a
unei bile sau alte obiecte identice, reprezentand fiecare o unitate a populatiei, iar
extragerea se face in 2 variante: procedeul selectiei repetate si nerepetate. in cazul

U . : . : 1
utilizarii bilei intoarse, probabilitatea de includere in esantion este constanta > Tot

timpul cét dureaza operatia de esantionare la sfarsit ramane (N — 1) unitati. In
1
: NNt
In cazul selectiei nerepetate este exclusda probabilitatea extragerii unei
unitati de mai multe ori, micsorand astfel erorile si marind astfel precizia.
Procedeul tragerii la sort se utilizeaza in cazul cand populatia cuprinde un numar
mic de unitati pentru care poate fi asigurate obiecte care pot fi incluse in urna.
- Procedeul tabelului cu numere aleatoare, pentru utilizarea acestui

procedeu este necesar de numerotat unitatile populatiei de la 1 la N, apoi se extrag

o el TR 1
cazul bilei neintoarse sansa fiecarei unitati se schimba in crestere "

n unitati care formeaza esantionul. De exemplu, se considera o populatie cu 900
de unitati, se intentioneaza construirea unui esantion din 10%. Se procedeaza in
felul urmator: se alege la intdmplare linia si coloana cu care incepe selectia,
numarul respectiv si numarul din 3 cifre se vor citi pe coloana respectiva si vor fi
notate daca sunt cuprinse intre 1 si 900 si difera de cele retinute anterior. Se vor
enunta daca sunt peste 900 si continudm asa pana cand se vor obtine 90 de unitati.
Selectia mecanica presupune ordonarea colectivitatii generale dupd o
caracteristica intamplatoare prin care sa se asigure includerea pe cat de posibil a
unititilor in bazi de sondaj. In acest caz, esantionul presupune stabilirea pasului
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de numarare care trebuie calculat ca raportul dintre volumul populatiei si volumul
selectiei. Cu ajutorul pasului de numarare se asigurd Imprastierea populatiei in
grupuri egale. Pentru a crea un eseantion, se ia aleator o unitate din primul grup
(aplicand procedeul tragerii la sort) la care se adauga pasul pana la obtinerea celor
n unitati a esantionului.

Observatia 1. Selectiile dirijate si cele mixte se utilizeaza in special la
sondajele de opinii la cercetarile sociologice si in unele cazuri la studiul cererii de
consum a populatiei.

Baza de selectie reprezinta, o lista ce include toate unitatile componente
ale colectivitatii generale, lista este compusa dupa un criteriu care nu are nimic in
comun cu ordinul de marime al valorilor variabilelor inregistrate. Exemple de baze
de sondaj: registrul auto, listele electorale, listele localitatilor, listele agentilor
economici, etc.

Cerintele principale pe care trebuie sa le indeplineasca o baza de sondaj
sunt:

- sa fie adecvata scopului urmarit (sa cuprinda intreaga populatie);

- sa fie actuala;

- sa fie exacta;

- sa fie ferita de orice repetitie;

- este convenabil ca sa fie disponibila doar pentru un singur centru de
cercetare.

Notatiile folosite uzual pentru indicatorii colectivitatii generale si cei ai
colectivitatii de selectie sunt date in tabelul 12 [27].

Tabelul 22. Indicatorii pentru medie si dispersie

Caracteristica nealternativa Caracteristica alternativa
Indicatorul | Colectivitatea ) Colectivitatea )
B Esantionul . Esantionul
generala generala
: 2 x; - N XX M m
Medi X) = —— X ="—— =— W=—
edia %o SN, x S p= -
Dispersia |0 = T =) Ni| o XGi—%) | oy =p(l=p) |oy =W(IL-W)
2N nn

Mentionam cele mai semnificative avantaje oferite de cercetarea prin
sondaj, in cercetarea fenomenelor si proceselor in diverse domenii ale vietii
economice si sociale:

- In majoritatea situatiilor, sondajul statistic, este singura alternativa la
care se poate recurge si anume, atunci cand cercetarea conduce la distrugerea
elementelor. De exemplu, estimarea recoltelor Tnaintea recoltarii; determinarea
duratei de functionare a unor piese, a rezistentei diferitor materiale,etc.;
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- este mai operativ si mai ieftin, deoarece numarul unitatilor de la care
se culeg datele, este semnificativ mai mic decat colectivitatea generala;

- permite cunoasterea mai completa, in sensul ca in cazul unui numar
mai mic de unitati se poate folosi un program de observare mai amplu comparativ
cu cel utilizat Tn cazul unei Tnregistrari care epuizeaza un subiect in intregime;

- erorile de inregistrare sunt mai mici si pot fi depistate mai usor;

- poate fi utiizat ca mijloc de verificare a rezultatelor unei cercetari
totale.

De asemenea se adauga faptul ca sondajul statistic, fiind o cercetare
statistica partiala, ofera doar o estimare a parametrilor colectivitatii generale, deci
rezultatele nu sunt determinari exacte.

Concluzionam, sondajul statistic s-a impus in practica cercetarii, din
majoritatea domeniilor de activitate, datoritd operativitatii cu care se obtin
rezultatele, datorita costului informatiilor si nu in ultimul rand datorita faptului ca
ofera rezultate suficient de exacte despre colectivitatea studiata.

83.4.2. Erorile sondajului statistic

La crearea unui sondaj statistic se urmareste, estimarea indicatorilor unei
colectivitati de mare amploare, pentru determinarea carora nu este posibila sau nu
se justifica organizarea unei cercetari care epuizeaza un subiect in intregime,
pornind de la indicatorii calculati pe baza datelor esantionului [27].

Insa, oricat de corectd ar fi facuta esantionarea, valorile rezultate din
prelucrarea datelor corespunzatoare esantionului se abat de la cele determinate pe
baza datelor Tnregistrate pentru colectivitatea generala.

Erorile de sondaj (de selectie) se considera diferentele care exista intre
valorile oricarui indicator calculat pe baza datelor esantionului si valorile aceluiasi
indicator determinate pe baza datelor corespunzitoare colectivitatii generale.
Sondajele statistice inregistreaza doua tiputi de erori:

v' erori de Inregistrare, care sunt comune tuturor tipurilor de observari
statistice;
v' erori de reprezentativitate, specifice cercetarii prin sondaj.

Erorile de inregistrare ce intervin in sondajele statistice sunt mai mici
comparativ cu cele din inregistrarile totale, deoarece volumul datelor inregistrate
este semnificativ mai mic, iar culegerea datelor se realizeaza de un personal de
specialitate.

Erorile de reprezentativitate sunt cele mai specifice sondajelor statistice si
pot fi de doua tipuri:

= erori sistematice;
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= erori intamplatoare.

Erorile de reprezentativitate sistematice pot fi evitate daca se respecta
intocmai principiile selectiei prin inlaturarea cauzelor de producere. Principalele
cauze care pot duce la aparitia erorilor sistematice sunt:

> alegerea deliberata a unor unitati considerate reprezentative;

> selectarea preferentiala a acelor unitati care sa duca la rezultatul
dorit de cercetator;

> baze de sondaj incomplete;

» volumul redus al esantionului.

Erorile de reprezentativitate Tntdmplatoare pot aparea, chiar daca se
respecta toate regulile sondajului statistic, deoarece prin numarul mic de unitati
care compun esantionul nu se pot reproduce toate trasaturile esentiale ale
colectivitatii generale. Desi nu pot fi evitate, ele pot fi determinate anticipat, daca
selectia este probabilistica. Parametrii colectivitatii generale se estimeaza cu
ajutorul indicatorilor obtinuti la prelucrarea datelor esantionului cu o anumita
eroare intdmplatoare de reprezentativitate.

Eroarea de reprezentativitate se determina prin diferenta dintre media
esantionului (x) si media colectivitatii generale (i, ). Esantion este reprezentativ,
daca eroarea ia valori din intervalul +5%, din care rezulta

f_x_o

0
In acest caz, se presupune ca se cunoaste media colectivitatii generale. In

vederea verificarii reprezentativitatii esantionului, se recomanda extragerea a doua
esantioane de volum diferit si compararea mediilor celor doui esantioane. Tn cazul
cand diferenta nu este semnificativd, se considera ca oricare din cele doua
esantioane poate fi folosite pentru estimarea parametrilor colectivitatii generale, Tn
caz contrar se recomanda extragerea unui al treilea esantion (diferit de primele
doua), volumul caruia este cel putin egal cu volumul cumulat al primelor doua
esantioane. Apoi, se va opta pentru unul din primele doua esantioane la care media
se apropie mai mult de media celui de-al treilea esantion.

Eroarea medie si eroarea limitd. Dupa cum am enuntat mai sus, eroarea
de reprezentativitate este diferenta dintre media esantionului si media colectivitatii
generale. Tnsa, dintr-o colectivitate generali de volum N se pot extrage succesiv
mai multe esantioane de acelasi volum n.

Tn cazul sondajelor repetate, numarul esantioanelor posibile de format este
egal cu N™, iar n cazul sondajelor nerepetate combinatiile sunt mai putine,
deoarece aceeasi unitate nu poate participa decat intr-un singur esanton si este egal

cu CJ. Fiecare esantion este definit de media (%;) si dispersia (¢{) care se
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calculeaza pentru caracteristica sau caracteristicile ce ne intereseaza. Deoarece
mediile de selectie difera intre ele, deci si erorile de reprezentativitate (x; —
X,) reprectiv vor fi diferite de la un esantion la altul.

Daca se vor lua in considerare toate esantioanele de un anumit volum n,
atunci s-a aratat ca mediile de selectie (X;) se distribuie normal fata de media care
are frecventa cea mai mare de aparitie. Insi daci nu se cunoaste care din
esantioanele posibile s-a extras, nu se cunoaste eroarea de reprezentativitate
corespunzatoare.

In acest caz, se aplica eroarea medie de reprezentativitate sau media
erorilor de reprezentativitate.

Eroarea medie de reprezentativitate se calculeaza ca o abatere medie
patratica a tuturor mediilor de selectie de la media colectivitatii generale

?:1(3@ - fo)z n;

k )
i=1 M

unde k este numarul de esantioane posibile, iar n; este frecventa mediilor de
selectie posibile.

Eroarea medie de reprezentativitate se poate calcula anticipat, pornind de
la relatia dintre dispersia colectivititii generale (o), dispersia mediilor de
selectie, de la media colectivititii generale (a2) si volumul esantionului (n).

Eroarea medie de reprezentativitate se calculeaza cu ajutorul formulei

Oy = |—), (99)

ceeace inseamna ca marimea erorii este direct proportionala cu dispersia
colectivitatii generale si invers proportionala, cu volumul esantionului. Aplicarea
ultimei relatii presupune ca se cunoaste dispersia colectivitatii generale, dintr-o
cercetare totala anterioara, insa asa Situatii sunt foarte rar intalnite in practica
organizarii unui sondaj statistic.

Tn cazul cand nu se cunoaste dispersia colectivititii generale o2, se accepa
ipoteza ca dispersia esantionului extras o2 poate caracteriza suficient de corect
variatia in cadrul colectivitatii generale, iar eroarea medie de reprezentativitate se
determina in baza formulei

(100)

Eroarea medie de reprezentativitate pentru sondajul nerepetat se determina
in baza formulei
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Oz = J—5(1 — 2) (101)

n N
si respectiv, daca nu se cunoaste dispersia colectivitatii generale, atunci
- | (1 n) 102
= -1\ TN (102)
Tn cazul unei variabile alternative, eroarea medie de reprezentativitate se
determina in baza formulei
p(1—p) ( 1)
= [——(1——= 103
e 121 109
sl respectiv
_ wa-w (1 1) 104
Tw = n—1 N/’ (104)

Un esantion este considerat reprezentativ, daca abaterea medie de selectie
de la media colectivitatii generale (eroarea de reprezentativitate), este
cuprinsa intre +5%.

Eroarea limit@ de reprezentativitate (A, ) se determina ca o abatere a
mediei de selectie de la media colectivitatii generale garantata cu suma
probabilitatilor corespunzatoare limitelor intervalului de variatie.

Pentru o variabila numerica eroarea limita este

A= 7 - 0, (105)
lar in cazul variabilei alternative
A=z - ay. (106)

Argumentul probabilitatii z se obtine din tabelul Tntocmit pentru functia
Gauss-Laplace si depinde de probabilitatea cu care se garanteaza rezultatele
sondajului pentru care s-a optat. De exemplu, s-a optat pentru probabilitatea 0.95,
atunci z = 1.96 si respectiv daca probabilitatea care se foloseste este 0,9973,
atunci z = 3.

83.4.3. Tipuri de sondaje folosite frecvent in practica statistica

Tn practica statistica se pot aplica mai multe tipuri de sondaje in functie de
gradul de omogenitate al colectivitatii studiate si de forma de organizare a
acesteia. Se cunosc urmatoarele tipuri de sondaje:
+¢ sondajul aleator (intamplator) simplu;
++ sondajul tipic (stratificat);
++ sondajul de serii.
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Fiecare tip de sondaj mentionat poate fi folosit repetat sau nerepetat.

Sondajul aleator simplu se aplica in cazul cand colectivitatea generala este
omogena. Pntru a forma un esantion se extrag aleator unitati simple, prin
procedeul repetat sau nerepetat. Eroarea de reprezentativitate (o) si eroarea
limita (A,) se calculeaza pe baza formulelor din paragraful precedent.

Sondajul tipic (stratificat) este recomandat in situatiile cand colectivitatea
este neomogena. Tn cazul dat, se separa unitatile simple pe straturi (grupe) mai
omogene dupa o variabila calitativa sau cantitativa. De exemplu, daca
colectivitatea generala este formata din totalitatea agentilor economici, in vederea
separarii pe straturi (grupe, tipuri) se utilizeaza urmatoarecle caracteristici:
domeniul de activitate, numarul angajatilor, cifra de afaceri etc.

Esantionul este format prin extragerea din fiecare strat a unui numar de
unitati simple (subesantioane, n;), fapt ce conduce la o0 mai mare
reprezentativitate, si ca atare la erori mai mici.

Eroarea de reprezentativitate si eroarea limita se determina tinand cont de
variatia la nivelul fiecarui strat (grup), care presupune determinarea dispersiei
fiecarui grup sau strat ().

Tn acest caz, variatia din toate grupele (straturile) se sintetizeaza prin media

dispersiilor de grupa
<52 = ¢> (107)

i=1 T
Deoarece 5% < o2, sondajul tipic inregistreazi erori mai mici comparativ
cu sondajul aleator simplu.
Formulele de calcul a erorii de reprezentativitate si a erorii limita de
reprezentativitate, in cazul sondajului tipic repetat sunt

\V]

99
O¢ = 7 (108)
si
2
O
Ay=12z —  sau Ay=z (109)

i (1-2) (110)
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Selectia tipica este de doua tipuri: proportionala si optima.

Selectia tipica proportionala este acea selectie la care volumul
subesantioanelor diferda in raport cu ponderea pe care o are fiecare grupa in
colectivitatea generala si se respecta proportia de selectie.

Selectia tipica optima este selectia in care, la formarea esantionului se ea
n considerare ponderea grupelor in colectivitatea generald si marimea variatiei din
interiorul grupelor masurate prin abaterea mediei patratice.

Sondajul de serii se aplica Tn cazul cand colectivitatea care este supusa
studiului este formata din unitati complexe (echipe de muncitori, gospodari, grupe
de studiu), denumite serii. Pentru formarea esantionului se extrage un anumit
numar de unitati complexe (serii), prin unul din procedeele mentionate mai sus.
Pentru fiecare serie se determind media, iar cu ajutorul acestora se determina
media colectivitatii generale (x,) sau media esantionului.

Deoarece nu se cunosc valorile pentru fiecare unitate simpla care compune
seria, ci doar media seriei, la determinarea indicatorilor sondajului se foloseste
dispersia dintre grupe sau dintre medii

52 = Z§=1(fi - f)z.
n
Intr-o colectivitate generala, numarul seriilor existente se noteaza de regula
cu R, iar numarul seriilor care compun esantionul, cu r.
Eroarea medie de reprezentativitate si eroarea limita pentru sondajul de
serie repetate sunt

(112)

52 52

Oz = Si A=z - (113)

r

iar pentru sondajul de serie nerepetate sunt

(114)

83.4.4. Determinarea volumului unui esantion

Realizarea unui sondaj statistic in vederea estimarii indicatorilor
colectivitatii generale, presupune sa se decida asupra marimii esantionului.
Criteriile, in functie de care se decide, privesc exactitatea cu care se estimeaza
indicatorii colectivitatii generale, costurile realizarii sondajului s.a.

115



Volumul esantionului se deduce in cazul fiecarui tip de sondaj, din formula
erorii limita. Prin ridicarea la patrat a formulei erorii limita (A,) se deduce
volumul esantionului.

Tn cazul sondajului aleator simplu repetat, avem [27]

o2 ) o?
A=z |—=>AS"=z>— 115
=2z | —=> 0= 27— (115)
deci
z%0?
n= )
A2
n cazul sondajului aleator simplu nerepetat se incepe de la relatia
A o (1-2) (116)
=Z ——),
x n—1 N
lar daca se renunta la corectia cu 1 din numitorul membrului drept se obtine
2.2
i (117)
n=——-—-.
252
A2+ 27

N
Similar se deduc relatiile privind volumul esantionului pentru celelalte

tipuri de sondaje.

83.4.5. Estimarea parametrilor colectivitatii generale

La organizarea unui sondaj statistic se urmareste, cel mai adesea, estimarea
parametrilor colectivitatii generale. Tn acest scop se utilizeaza cel mai frecvent
procedeul extinderii directe. La aplicarea acestui procedeu se estimeaza intervalul
de incredere pentru media colectivitatii generale si limitele ntre care se va incadra
nivelul totalizat al caracteristicii pe intreaga colectivitate (3, x,).

Estimarea parametrilor colectivitatii generale se bazeaza pe media
esantionului x si pe eroarea limita.

Media colectivitatii generale se estimeaza in baza formulei

X— A< Xy <X+A,, (118)
iar limitele intre care variaza nivelul totalizat al caracteristicii Tn colectivitatea
generala se estimeaza dupa formula

N(x—A,) < Z x; < (% + A,)N. (119)
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CAPITOLUL I1l. IMPLEMENTAREA TEHNOLOGIILOR
INFORMATIONALE LA REZOLVAREA UNOR PROBLEME DIN
PROBABILITATE

Instruirea asistata de calculator reprzinta un instrument util si eficient aplicat
nu numai T invatimant, dar si toate domniile existente. In invatimant exista divrse
programe destinate invatarii printre care se numara aplicatia Maple si mediul de
programare Delphi, in care pot fi realizate programe, astfel incat sa prezinte
elevului/studentului, inclusiv si cadrelor didactice, o cantitate de informatie, iar
apoi, alternativ, sa testeze modul de intelegere si insusirea informatiei respective.

Traditional, cursul teoria probabilitatilor si statistica matematica studiaza
mai mult datele teoretice decat datele experimentale, deoarece ultimele necesita
utilaje costisitoare, instrumente, timp, spatiu, etc. De aici si apare confuzia: de ce
difera probabilitatea teoretica si cea experimentald, cu exceptia asa numitor cazuri
perfecte (cand coincide probabilitatea teoretica si cea experimentala)?

Este bine venit, ca la cursul teoria probabilitatilor si statistica matematica,
si nu numai la el, sd aplicim unele simuldri la calculator care sd ne ofere
posibilitatea realizarii experimentelor, dar si realizarea rapidd a unor calcule
necesare.

Tn aceast capitol vor fi prezentate cateva simuliri a unor probleme din
probabilitate Tn aplicatia Maple, dar si in mediul de programare Delphi. insa codul
programul va fi prezentat succint (doar secventele cele mai importante).

Problema 1.

Se arunca o moneda de n ori. Sa se determine probabilitatea caderii
stemei.
Rezolvare. Cunoastem ca probabilitatea teoretica este

1
P(A) = E’

insd prezintd interes probabilitatea experimentali. In acest caz, s-a creat o
procedura in aplicatia Maple care realizeaza aruncarea unei monede de n ori.
Aceasta implica un ciclu repetitiv, de exemplu, instructiunea for care la randul sau
va cotine o conditie de verificare, pentru a determina daca valoarea atribuita
aleator variabilei a, este sau nu caz favorabil. Tn acest scop, s-a utilizat
instructiunea if, care va stoca intr-o variabila contor ¢, numarul de cazuri
favorabile pentru a = 1 (aparitia stemei).
Tn rezultat, s-a obtinut urmatoarea proceduri:
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> mansda =proc(x),
local . i, c, o}
o=
fori from | to » do
@ = FandomTools| Generate |(integer(range =1 .2));
if{a=1)thenc = ¢ + 1; fi;
end do;

LAY
P = EW@’[;J,

return(z);
end proc,
moneda = proc(s)

local o, i, o, @;

o =1

for i to = do
& = RandomToals | Generate |(integer(range =1.2)), ifa=1 then ¢ =c + |
end if

end do;

p=avalfeln);

return gz

end proc

> expl = manada(100)
exp/ = 11.5400000000

= expl = moneda(1000)

expt = 04850000000

Problema 2.

Se arunca un zar de n ori. Sa se determine probabilitatile caderii fiecarei
fete a zarului.
Rezolvare. Cunoastem ca probabilitatea teoretica este
1
P(A4) = 3
Pentru determinarea probabilitatii experimentale s-a utilizat, ca si in
problema precedenta, o procedura Maple, care contine un ciclu repetitiv for, n
care, de n ori, i se atribuie unei variabile b, un numar aleator de 1 la 6 si in
dependenta de valoarea variabilei obtinute, cu ajutorul instructiunii if, se verifica
pentru care fatd este caz favorabil si se aduna la variabila corespunzatoare c;, dar
poate fi utilizata si instructiunea case.
Tn rezultat, la realizrea a n experimente, calculatorul va returna
probabilitatea caderii fiecarei fete a zarului.
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= zar =proc(zn),
local pi, p2, p3, pd, p5, pé,j, bl c2, c3, 04, 23, 8,
cl=e2 =0l =0cd =0 =0, 08 = [
for ; from | to == do
h == RawpdomTools| Genearate |(integer(range =1 6));
if(h=1)then s/ == ¢/ + 1; fi;

ifib=2) thenc2 == 2 + 1; fi;
ifib=73) thens3i == ¢34 1; fi;
ifib=4) thenc4 = ¢4 + 1; fi;
if(h=35) thenzt == 5+ 1; fi;
if (h=146) thencé = cd + 1; fi;
end do;
ef ) c2 ) c3 0
B é'va.{f[ o J|,p2'- é'va.{f[ o J|,p3- é'va.{f[ o ;|’

cd ) el cd 0
g = | — | ph= I == |: nf == I 2 |-
z ewrf[ — Jl,p ewrf[ — Jl,p evaf[ — |
return(pf p2 p3 pd p3 pd);
end proc,
zZar = proc(an)
local pf, p2, p3 pd pd pd j b el c2 3 cd cl cf,

cf =10,
a2 =10,
e3=10,
ed =1,
el =10
aa =10,

for ; to 2z do
b = Random Tools | Generate |(integer(range =1 6) ),
ift=1then cf =ci + 1 endif
if =2 then 2 =c2 + 1 end if
ift=3then c3 =¢34+ 1 endif
if =4 then ¢4 =c4 + 1 endif
if #=4% then c5 =¢S5+ 1 endif
if £ =6 then c6 =¢6 + 1 end if

end do;

pl=evalf(ciinn),

p2 =evalf(c2inn),

pil=evalf(ciinn),

pd =evalfcedinng),

pi=evalf(ciinn),

p =evalf(cdlnn),

return p/f, p2, p3, pd, p5, pé

end proc
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B gxps = zar(100)
exps =10.2100000000, 0.2000000000, 0.1500000000, 0.1500000000, 0.17700000000, 01200000000

B gxps = zar(1000)
exps =10.1710000000, 0.1430000000, 0.1800000000, 0.1330000000, 0.1470000000, 01750000000

= gxpZ = zar(100000)
exp2 = 01673400000, 0. 1667700000, 0. 1659100000, 0.1685000000, 0.1661700000, 0.1653100000

Problema 3

Intr-o urnd sunt 100 de bile numerotate de la 1 la 100, fard repetare. Se
extrage, aleator o bila. Sa se determine probabilitatea ca bila extrasa are
imprimat, pe ea, un numar prim (exercitii propuse, exemplul 8(a), §1.3) [30].

Rezolvare. Este cunoscut ca de la 1 la 100 sunt 25 de numere prime. Deci,
in baza formulei (3), obtinem

25

Prezenta conditie a fost simulatd in mediul de programare Delphi. Pe
forma aplicatiei, a fost plasata o imagine Imagel, care va incarca o imagine ce
contine conditia problemei, dintr-un directoriu curent img

imagel.Picture.LoadFromFile('img\1.jpg’);

De asemenea, pe forma a fost plasat un Button 1 (START) in care s-a
programat experimentul problemei. La realizarea unui click pe butonul START, se
va realiza n experimente, unde n este numarul introdus in Editl (fig. 31)

n:=strtoint(editl.Text);

Se selecteaza aleator de n ori cate un numar de la 1 la 100 si se verifica daca
numarul selectat este prim, atunci intr-o variabila contor ¢, il numara ca un caz
favorabil.

Pasii enumerati mai sus, se realizeaza prin urmatoarea secventa:

c:=0;

for j;==1tondo

begin

I:=random(100);

if (I=2) or (i=3) or (i=5) or (i=7) or (i=11) or (i=13) or (i=17) or

(1=19) or (i=23) or (i=29) or (i=31) or (i=37) or (i=41) or (i=43) or

(i=47) or (i=53) or (i=59) or (i=61) or (i=67) or (i=71) or (i=73) or

(i=79) or (i=83) or (i=89) or (i=97)

then

c:=c+1;

end;
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7 Neagu Natalia - . 1 o S|

Intr-o urna sunt 100 de bile numerotate de la 1..100, fara repetare. Extragem la
la intamplare o bila. Sa se calculeze probabilitatea ca bila extrasa are numarul
prim.

Nr. de experimente(1000 " START | pt(100)=0,25
: p(exp)=0,252

Fig. 31. Simularea experimentului din problema 3

Problema 4

Fie doua ceruri concentrice Cy si C, de raze r; = 200 si r, = 100 cu
conditia r; > 1. Sa se determine probabilitatea ca un punct luat la intamplare din
cercul Cy, sa nu apartina cercului C, (exemplul 3, 81.4) [28].

Rezolvare. Din punct de vedere teoretic, aceastd problema a fost rezolvata
in exemplul 3, §1.4. Insa, in continuare vom prezenta succint simularea conditiei
problemei Tn mediul de programare Delphi (fig. 32).

La activarea soft-ului, se porneste un Timerl, care extrage numarul de
experimente N, de pe forma, dintr-un Editl

N:=strtoint(editl.Text);

In aceasta simulare este posibil de selectat valorile razelor cercurilor:
manual si aleatoriu. Dupa ce sunt selctate razele cercurilor concentrice C; si G,
(ry, > 1y), se construiesc doua cercuri corespunzatoare datelor pe un Paintbox1

paintbox1.Canvas.Ellipse(x0-r1,y0-r1,x0+r1,y0+rl);

paintbox1.Canvas.Ellipse(x0-r2,y0-r2,x0+r2,y0+r2);
unde (x0,y0) este centrul cercurilor, iar r1 si r2 sunt razele respective ale
cercurilor. Apoi se activeaza un Timer2 ce realizeaza N probe, adica aleatoriu se
construiesc N puncte in interiorul cercului C;

x:=random(paintbox1.width);

y:=random(paintbox1.Height);

d:=sqrt(sqr(x-x0)+sqr(y-y0)),//distanta de la punctul luat aleatoriu pina la
centru

if d<rl then

begin
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if d>=r2 then

begin

scl:=scl+1;

paintbox1.Canvas.Brush.Color:=clred;

paintbox1.Canvas.Ellipse(x-2,y-2,x+2,y+2);

end;

if d<r2 then

begin

sc2:=sc2+1;

paintbox1.Canvas.Brush.Color:=clwhite;

paintbox1.Canvas.Ellipse(x-2,y-2,x+2,y+2);

end;

n:=n+1,;

end;

Tn acelasi timp se numard punctele din interiorul cercului C, si din discul
format de aceste cercuri, in dependenta de distanta dintre punctul luat aleator si
centrul cercurilor. Daca aceasta distanta este r; = d = 1, atunci punctul dat va fi
numarat ca si un caz favorabil

scl — variabila contor ce numara punctele din disc;

Sc2 — variabila contor ce numara punctele din cercul C,.

Dupa ce s-au construit N puncte Timer2 se opreste, iar la un experiment
nou se activeaza si respectiv la finisare se dezactiveaza.

Intr-un Label, pe formi, se afiseazd probabilitatea teoretica calculata in
baza formulei (3), iar in altul probabilitatea experimentala (fig. 32)

Introdu numarul de probe |1[][]

Selecteaza valoarea razelor cercurilor

200 = v
Manual o lm
Aleatoriu

R1=200; R2=100;

nr. de punte din c2=27

nr. de punte din disc=73

P{A)=0,73
Pt{A)=0,75

Fig. 32. Realizarea unui experiment din 100 probe
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Realizénd un alt experiment, dintr-un numar de probe mai mare (fig. 33),
observam ca probabilitatea experimentald se apropie de probabilitatea teoretica.

Introdu numarul de probe 1000

| Selecteaza valoarea razelor cercurilor |
1= [200 =

Manual = Q

Aleatoriu

R1=200; R2=100;

m

nr. de punte din c2=254

nr. de punte din disc=746

P(A)=0,746
PHA)=0,75

[ ] »

Fig. 33. Realizarea unui experiment din 1000 probe

Problema 5

Andrei si Ion au decis sa vina intre orele 18%° si 19%° la Libraria Fat-
Frumos, si sa se astepte 15 min. Determinati probabilitatea intalnirii celor 2
prieteni (exemplul 4, §1.4) [29].

Rezolvare. Din punct de vedere teoretic, aceasta problema a fost rezolvata
in exemplul 4, §1.4. Insa conditia acestei probleme, a fost simulati pe calculator in
mediul de programare Delphi (fig. 34).

In aceasta simulare are posibilitatea de a modifica numarul de minute de
asteptare si viteza de realizare a experimentului (Interval-ul componentei Timerl),
care se determina din pozitia componentei Scroolbarl

timerl.Interval:=round(1000 div scrollbarl.Position);

Tn partea stingd a formei se construieste un pitrat, care va reprezenta
cazurile totale, iar in interiorul lui, in conformitate cu minutele incluse pe Forml,
se construieste figura cazurilor favorabile — fasia marcata.

De asemenea, pe acest patrat este realizata o retea cu marcajul minutelor,
care este creata de urmatorul ciclu:

fori:=0to 12 do // pe orizontala

begin

If i=0 then paintbox1.Canvas.TextOut(x0-250+i1*40, y0+240, '18.00") else

If i=1 then paintbox1.Canvas.TextOut(x0-250+i*40, y0+240, '18.05") else
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If 1=12 then paintbox1.Canvas.TextOut(x0-250+i*40, y0+240, '19.00"
else

paintbox1.Canvas.TextOut(x0-250+i*40, y0+240, '18.'+inttostr(i*5));

end;

Aceasta aplicatie, functioneaza cu ajutorul a doua Timer-e. Unul este activ
la accesarea soft-ului, Timer2, care extrage numarul de probe (N), de pe forma, din
Editl

n:=strtoint(editl.Text);
si realizeaza constructia geometrica cu datele respective de pe Form1.

Timerl se activeaza la Inceperea experimentului si se finiseaza in
momentul Tn carea a realizat n probe utilizand o repartitie intdmplatoare a cazurilor
de sosire a celor 2 prieteni

X:=x0-239+random(478);

y:=y0-239+random(478);

d1:=(8*min)/sqrt(2);

d2:=Abs(x+y-x0-y0)/sqrt(2);

If d2<=d1 then

begin

c:=c+1;

paintbox1.Canvas.Pen.Color:=clred;

paintbox1.Canvas.Ellipse(x-1,y-1,x+1,y+1);

n:=n+1,

end else

begin

cn:=cn+1;

paintbox1.Canvas.pen.Color:=clblue;

paintbox1.Canvas.Ellipse(x-1,y-1,x+1,y+1);

n:=n+1,

end;

in acelasi timp, in Timer2 se numara cazurile din fisia respectiva si se
afiseaza intr-un Label

label4.Caption:='nr. de cazuri fav="+inttostr(c);
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FIae—

|
Introduce-ti numarul de probe 100
| 13.00
‘ min= |15 =

1855

. . . Viteza [+| X
1850 ] i — 1
18.45 - > ’ . v

18.40 .
nr. de cazuri fav=39

1835 . ] [ 1 nr. de cazuri nefav=61

1830

Pe(A)=0.39
Pt(A)=0,4375

1825
1820
1815 ’
1810

1805

2

1800 1805 1810 1815 1820 1825 1830 1835 1840 1845 1850 1855 1400

Fig. 34. Realizarea unui experiment din 100 probe

Tn figura 35 este prezentat un alt rezultat al experimentului ce corespunde
problemei.

| T — I
Introduce-ti numarul de probe 1000

‘ O I XA et R O I S A min= 124 :

185 |
’ Viteza 4]

1860 |°

S

1845

wan | )
T nr. de cazuri fav=626

1835 o T T " R ' nr. de cazuri nefav=374

1830 [

Pe(A)=0.626
Pt(A)=0,64

1825
1820
1815 1
1810

1805

1800 7806 Te10 TETE TEA 6 TE® TE% 1640 Teds TEG0 1645 TAm

Fig. 35. Realizarea unui experiment din 1000 de probe

Problema 6
Intr-o urnd sunt 26 de bile, pe care sunt indicate cdte o literd a alfabetului
latin (fara repetare). Se extrag, aleator, fara intoarcere, N bile (N - numarul de
litere din cuvantul tinta). Sa se determine probabitatea ca literele extrase (in
ordinea respectiva) formeaza cuvantul ARC (exemplul 2, §1.6) [30].
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Rezolvare. Pentru realizarea experimentului, a fost creata o simulare in
mediul de programare Delphi care ne realizeaza exprimentul problemei, dar si ne
calculeaza atat probabilitatea teoretica cat si cea experientald pentru oricare cuvant
ce satisface conditia mentionata mai sus.

In acest caz, pentru realizarea constructivistd a programului, am creat mai
multe functii si proceduri separate care sunt apelate in componenta Button2
(START).

procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject);

var p,pt:extended;

t:integer;

s:string;

begin

randomize;

labell.Caption:=";
label8.Caption:=";
label9.Caption:=";
s:=editl.Text;
if (unique_str(s)) then
begin
experiment(strtoint(edit2.Text),s,p);
labell.Caption:="Pexp('+editl.Text+")="+floattostr(p);
nl:=length(editl.Text);
pt:=1;
for t:=0tonl-1do
begin
pt:=pt*(1)/(26-t);
end; label8.Caption:='Pt('+editl.Text+")="+floattostr(pt);
end

else label9.Caption:="Atentie! Literele nu trebuie sa se repete!’;

end,

De asemenea, in acest buton, dupa realizarea experimentului si calcularea
probabilitatii experimentale, se calculeaza si probabilitatea teoretica, dupd cum
rezultd s1 din codul de mai sus a evenimentului Button2Click.

Functia unique_str(s), este inclusa in conditia instructiunii if, daca aceasta
este adevarata, atunci se realizeaza experimentul problemei si are codul

function unique_str(str:string):boolean;

var i,j:integer;

begin

for i := 1 to length(str) do
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for j := 1 to length(str) do
if(i<>j) then
iIf str[i]=str[j] then
begin
Result:=false; Exit;
end;
Result:=true;
end;

Cu ajutorul acestei functii se verifica daca literere introduse in componenta
Edit2 sunt unice (nu se repetd in cuvantul tintd), in caz contrar nu se realizeaza
experimentul, dar se afiseaza un mesaj de avertizare, care ne atentioneaza despre
repetarea acestor litere in cuvant, adica incalcam conditia problemei 6 (fig. 36).

7 Neagu Natalia

Intr-o urna sunt 26 de bile, pe care sunt indicate cate o litera a
alfabetului latin (fara repetare). Se extrag, aleator, fara intoarcere, N
bile (N - numarul de litere din cuvantul tinta). Sa se determine

probabitatea ca literele extrase (in ordinea respectiva) formeaza '
cuvantul noroc

Numarul de incercari {10000 /—\\

yqwki : %
rzyqce E |

fdhpj

ezvlk

asgzc

pjnbo

ygeje
bglpn

kjizo
axjgb
wigjy
imxcp
ljigz
ntkpf
deuwx
bgspg
cmivh
kwxdi
ykrel

——

Fig. 36. Cazul nerespectarii conditiei problemei 6

Tn procedura experiment se realizeaza experimentul problemei mentionate,
apelandu-se functiile ajutatoare IndexOfArray, In_Array si Compare_Aurr.

procedure experiment(n:integer;str:string;var prob:extended);

var a,b:array of integer;

z,i,r,c,j:integer;

s:string;

begin
z:=length(str);
c:=0;
s:=",
nl:=0;

127



setlength(a,z);
setlength(b,z);
forj:=1tondo
begin
forl:=0toz-1do

begin
a[i]:=IndexOfArray(str[i+1],arr);
repeat
r:=random(26);
until not In_Array(r,b);

b[i]:=r;
s:=s+arrlr];
end;

if (Compare_Arr(a,b)) then c:=c+1;
s:=s+AnsiString(#13#10);
end;
forml.Memol.Text:=s;
prob:=c/n;

end;

Rezultatul experimentului se afiseaza in componenta Memol, de pe forma,
unde pot fi vizualizate toate rezultatele extragerii, dar si probabilitatea
experimentala si cea teoretica, care sunt afisate Labell si respectiv Label8 (fig.

37).

¥ Neagu Natalia

)

Numarul de incercari [10000

Intr-o urna sunt 26 de bile, pe care sunt indicate cate o litera a
alfabetului latin (fara repetare). Se extrag, aleator, fara intoarcere, N
bile (N - numarul de litere din cuvantul tinta). Sa se determine
probabitatea ca literele extrase (in ordinea respectiva) formeaza i

cuvantul |arc ﬁ&

“,‘ Pexp(arc)=0,0003
~ Pt(arc)= 6,41025641025641E-5

Fig. 37. Simularea experimentului din problema 6
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De asemenea avem posibilitatea sd modificim cuvantul tinta. Pentru
aceasta, pe forma am introdus o componentd Edit2, Tn care poate fi introdus
oricare cuvant ce satisfce conditiei problemei 6.

Fie cuvantul tinta MARC, atunci in rezultatul experimentului, vom obtine
urmatoarea probabilitatea teoretica si cea experimentala (fig. 38):

T Neagu Natalia E=ET)

Intr-o urna sunt 26 de bile, pe care sunt indicate cate o litera a
alfabetului latin (fara repetare). Se extrag, aleator, fara intoarcere, N
bile (N - numarul de litere din cuvantul tinta). Sa se determine
probabitatea ca literele extrase (in ordinea respectiva) formeaza

cuvantul |marc

Numarul de incercari [100000

Jkes * Pexp(marc)= 1E-5

gmdt Pt(marc)=2,78706800445931E-6

o

dvxh

rikg

qtie

ol

eufa

wpzj

bgme

wivi

bsum

frti

pbiq

¥

5 .
- = N\ J_

Fig. 38. Rezultatul extragerii cuvantului MARC

Este cunoscut, cu cat lungimea cuvantului tintd este mai mare cu atat
probabilitatea extragerii cuvantului dat, va tinde la zero. Din acesta cauza am
selectat cuvintele tintd ARC si MARC, 1nsd programul functioneaza pentru oricare
lungime posibilda de cuvant (lungimea nu trebie sd fie mare, deoarece pentru
realizarea calculelor va fi necesar un interval mare de timp).

Remarca. Este important sa cunoastem ca numarul de incercari conteaza
foarte mult, deoarece cu cat acest numar este mai mare cu atat eroarea de calcul, a
probabilitatii experimentale, este mai mica si valoarea sa este mai aproape de cea
teoretica [1].

Aceste simulari sunt bine venite in cadrul liceelor, dar si in cadrul
institutiilor superioare, unde evelii sau studentii studiaza capitolul Probabilitate si
statistica.

Tn Republica Moldova, astfel de simulari, nu se realizeazi, iar ceea ce am
realizat este o simulare unica.

n concluzie, mentionez, cu cat numarul de experimente este mai mic cu
atat probabilitatea experimentald poate varia mai mult fata de cea teoretica. O data
nu cresterea numarului de experiente, eroare de calcul se micsoreaza, iar
rezultatele experimentului devin mai exacte. Simularile unor probleme din
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probabilitate sunt binevenite in invatdant si pot inlocui unele experimente care
necesita utilaje costisitoare, instrumente, timp, etc.
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ANEXE
Tabelul Al. Densitatea de probabilitate a repartitiei normale normate N(0,1)

X2

px)=——e 2
V21
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 | 0,3989 3989 | 3989 | 3988 | 3986 | 3984 | 3982 | 3980 | 3977 | 3973

0,1 3970 3965 | 3961 | 3956 | 3951 | 6945 | 3939 3932 | 3925 | 3918

0,2 3910 3902 | 3894 | 3885 | 3876 | 3867 | 3857 3847 | 3836 | 3825

0,3 3814 3802 | 3790 | 3778 | 3765 | 3752 | 3739 | 3726 | 3712 | 3697

0,4 3683 3668 | 3653 | 3637 | 3621 | 3605 | 3589 3572 | 3555 | 3538

0,5 3521 3503 | 3485 | 3467 | 3448 | 3429 | 3410 | 3391 | 3372 | 3352

0,6 3332 3312 | 3292 | 3271 | 3251 | 3230 | 3209 3187 | 3166 | 3144

0,7 3123 3101 | 3079 | 3056 | 3034 | 3011 | 2989 | 2966 | 2943 | 2920

0,8 2897 2874 | 2850 | 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 | 2685

0,9 2661 2637 | 3613 | 2589 | 2565 | 2541 | 2513 2492 | 2468 | 2444

1,0 | 0,2420 2396 | 2371 | 2347 | 2323 | 2299 | 2275 2251 | 2227 | 2203

11 2179 2155 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 | 2036 2012 | 1989 | 1965

1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 | 1758 | 1736

1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 | 1582 1561 | 1539 | 1518

1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 | 1334 | 1315

1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 | 1145 | 1127

1,6 1109 1092 1074 | 1057 1040 1023 1006 0989 | 0973 | 0957

1,7 0940 0925 | 0909 | 0893 | 0878 | 0863 | 0848 | 0833 | 0818 | 0804

1,8 0790 0775 | 0761 | 0748 | 0734 | 0721 | 0707 0694 | 0681 | 0669

1,9 0656 0644 | 0632 | 0620 | 0608 | 0596 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551

2,0 | 0,0540 0529 | 0519 | 0508 | 0498 | 0488 | 0478 0468 | 0459 | 0449

2,1 0440 0431 | 0422 | 0413 | 0404 | 0396 | 0387 0379 | 0371 | 0363

2,2 0355 0347 | 0339 | 0332 | 0325 | 0317 | 0310 | 0303 | 0297 | 0290

2,3 0283 0277 | 0270 | 0264 | 0258 | 0252 | 0246 0241 | 0235 | 0229

2,4 0224 0219 | 0213 | 0208 | 0203 | 0198 | 0191 | 0189 | 0184 | 0180

2,5 0175 0171 | 0167 | 0163 | 0158 | 0154 | 0151 0147 | 0143 | 0139

2,6 0136 0132 | 0129 | 0126 | 0122 | 0119 | 0116 | 0113 | 0110 | 0107

2,7 0104 0101 | 0099 | 0096 | 0093 | 0091 | 0088 | 0086 | 0084 | 0081

2,8 0079 0077 | 0075 | 0073 | 0071 | 0069 | 0067 0065 | 0063 | 0061

2,9 0060 0058 | 0056 | 0055 | 0053 | 0051 | 0050 | 0048 | 0047 | 0046

3,0 | 0,0044 | 0043 | 0042 | 0040 | 0039 | 0038 | 0037 0036 | 0035 | 0034

3,1 0033 0032 | 0031 | 0030 | 0029 | 0028 | 0027 | 0026 | 0025 | 0025

3,2 0024 0023 | 0022 | 0022 | 0021 | 0020 | 0020 | 0019 | 0018 | 0018

3,3 0017 0017 | 0016 | 0016 | 0015 | 0015 | 0014 | 0014 | 0013 | 0013

3,4 0012 0012 | 0012 | 0011 | 0011 | 0010 | 0010 | 0010 | 0009 | 0009

3,5 0009 0008 | 0008 | 0008 | 0008 | 0007 | 0007 0007 | 0007 | 0006

3,6 0006 0006 | 0006 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0004

3,7 0004 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0003 0003 | 0003 | 0003

3,8 0003 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002

3,9 0002 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 0002 | 0001 | OOO1
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Tabelul A2. Functia de repartitie normalda normata (Laplace) N(0,1)

O(—x)=1—D(x), P(x) =

X
1Jt
v2n_

2

e 2dt

X

0,0000

0,0100

0,0200

0,0300

0,0400

0,0500

0,0600

0,0700

0,0800

0,0900

0,0

0,5000

0,5040

0,5080

0,5120

0,5160

0,5199

0,5239

0,5279

0,5319

0,5359

0,1

0,5398

0,5438

0,5478

0,5517

0,5557

0,5596

0,5636

0,5675

0,5714

0,5753

0,2

0,5793

0,5832

0,5871

0,5910

0,5948

0,5987

0,6026

0,6064

0,6103

0,6141

0,3

0,6179

0,6217

0,6255

0,6293

0,6331

0,6368

0,6406

0,6443

0,6480

0,6517

0,4

0,6554

0,6591

0,6628

0,6664

0,6700

0,6736

0,6772

0,6808

0,6844

0,6879

0,5

0,6915

0,6950

0,6985

0,7019

0,7054

0,7088

0,7123

0,7157

0,7190

0,7224

0,6

0,7257

0,7290

0,7324

0,7357

0,7389

0,7422

0,7454

0,7486

0,7517

0,7549

0,7

0,7580

0,7611

0,7642

0,7673

0,7704

0,7734

0,7764

0,7794

0,7823

0,7852

0,8

0,7881

0,7910

0,7939

0,7967

0,7995

0,8023

0,8051

0,8078

0,8106

0,8133

0,9

0,8159

0,8186

0,8212

0,8238

0,8264

0,8289

0,8315

0,8340

0,8365

0,8389

1,0

0,8413

0,8438

0,8461

0,8485

0,8508

0,8531

0,8554

0,8577

0,8599

0,8621

11

0,8643

0,8665

0,8686

0,8708

0,8729

0,8749

0,8770

0,8790

0,8810

0,8830

1,2

0,8849

0,8869

0,8888

0,8907

0,8925

0,8944

0,8962

0,8980

0,8997

0,9015

1,3

0,9032

0,9049

0,9066

0,9082

0,9099

0,9115

0,9131

0,9147

0,9162

0,9177

1,4

0,9192

0,9207

0,9222

0,9236

0,9251

0,9265

0,9279

0,9292

0,9306

0,9319

1,5

0,9332

0,9345

0,9357

0,9370

0,9382

0,9394

0,9406

0,9418

0,9429

0,9441

1,6

0,9452

0,9463

0,9474

0,9484

0,9495

0,9505

0,9515

0,9525

0,9535

0,9545

1,7

0,9554

0,9564

0,9573

0,9582

0,9591

0,9599

0,9608

0,9616

0,9625

0,9633

1,8

0,9641

0,9649

0,9656

0,9664

0,9671

0,9678

0,9686

0,9693

0,9699

0,9706

1,9

0,9713

0,9719

0,9726

0,9732

0,9738

0,9744

0,9750

0,9756

0,9761

0,9767

2,0

0,9772

0,9779

0,9783

0,9788

0,9793

0,9798

0,9803

0,9808

0,9812

0,9817

2,1

0,9821

0,9826

0,9830

0,9834

0,9838

0,9842

0,9846

0,9850

0,9854

0,9857

2,2

0,9861

0,9864

0,9868

0,9871

0,9875

0,9878

0,9881

0,9884

0,9887

0,9890

2,3

0,9893

0,9896

0,9898

0,9901

0,9904

0,9906

0,9909

0,9911

0,9913

0,9916

2,4

0,9918

0,9920

0,9922

0,9925

0,9927

0,9929

0,9931

0,9932

0,9934

0,9936

2,5

0,9938

0,9940

0,9941

0,9943

0,9945

0,9946

0,9948

0,9949

0,9951

0,9952

2,6

0,9953

0,9955

0,9956

0,9957

0,9959

0,9960

0,9961

0,9962

0,9963

0,9964

2,7

0,9965

0,9966

0,9967

0,9968

0,9969

0,9970

0,9971

0,9972

0,9973

0,9974

2,8

0,9974

0,9975

0,9976

0,9977

0,9977

0,9978

0,9979

0,9979

0,9980

0,9981

2,9

0,9981

0,9982

0,9983

0,9983

0,9984

0,9984

0,9985

0,9985

0,9986

0,9986

Cuantilele repartitie N(0,1)

p

0,90

0,95

0,975

0,99

0,999

0,9995

u

p

1,282

1,645

1,960

2,326

3,090

3,291
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Kk
Tabelul A3. Repartitia Poisson P{X = k} = % e

A 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0 0,90484 0,81873 0,74082 0,67032 0,60653
1 0,09048 0,16375 0,22225 0,26813 0,30327
2 0,00452 0,01638 0,03334 0,05363 0,07583
3 0,00015 0,00109 0,00333 0,00715 0,01204
4 0,00006 0,00025 0,00072 0,00158
5 0,00002 0,00006 0,00016
6 0,00001
A 0,6 0,7 0,8 0,9
0 0,54881 0,49659 0,41933 0,40657
1 0,32920 0,34761 0,35946 0,36591
2 0,09879 0,12166 0,14379 0,16166
3 0,01976 0,02839 0,03831 0,01919
4 0,00296 0,00497 0,00767 0,01112
5 0,00036 0,00070 0,00123 0,00200
6 0,00004 0,00008 0,00016 0,00030
7 0,00001 0,00002 0,00004
A
1,0 2,0 3,0 4,0 50

0 0,36788 0,13534 0,04979 0,01832 0,00674
1 0,36788 0,27067 0,14936 0,07326 0,03369
2 0,18394 0,27067 0,22404 0,14653 0,08422
3 0,06131 0,18045 0,22404 0,19537 0,14037
4 0,01533 0,09022 0,16803 0,19537 0,17547
5 0,00307 0,03609 0,10082 0,15629 0,17547
6 0,00051 0,01203 0,05041 0,10419 0,14632
7 0,00007 0,00344 0,02160 0,05954 0,10445
8 0,00001 0,00080 0,00810 0,02977 0,06528
9 0,00019 0,00270 0,01323 0,03627
10 0,00004 0,00081 0,00529 0,01813
11 0,00001 0,00022 0,00193 0,00824
12 0,00006 0,00064 0,00343
13 0,00001 0,00020 0,00132
14 0,00006 0,00047
15 0,00002 0,00016
16 0,00005
17 0,00001
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