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Geometria euclidiand este cea mai veche formalizare a
geometriei, 1 in acelasi timp cea mai familiard si mai
folositd in viata de zi cu zi. Asa dupd cum indicd si
adjectivul euclidiana, aceasta a fost enuntatd prima data de
catre ganditorul Euclid, din Grecia antica, in secolul al IV-
lea 1.Hr..

Geometria euclidiand este un ansamblu de leme,
corolare, teoreme si demonstratii, care foloseste doar patru
notiuni fundamentale: punct, dreapta, plan si spatiu, si care
se bazeaza pe urmatoarele cinci axiome, enuntate de Euclid
in cartea sa Elementele:

1. Prin oricare doud puncte neconfundate trece o dreapta si
numai una;

2. Orice segment de dreapta poate fi extins la infinit (sub
forma unei drepte);

3. Dat fiind un segment de dreaptd, se poate construi un
cerc cu centrul la unul din capetele segmentului si care
are segmentul drept raza;

4. Toate unghiurile drepte sunt congruente;

Printr-un punct exterior unei drepte se poate trasa o

singura paralela la acea dreapta.

In geometria euclidiana, trei puncte necoliniare

determind un plan s1 numai unul, iar patru puncte

necoplanare determind un spatiu. In aceastd culegere de
probleme constructiile geometrice ce vor fi studiate se vor
afla in plan.

Constructiile geometrice sint intalnite in tot parcursul de
matematica din scoald, incepind cu scoala primard si pina
la liceu. In cadrul specialititilor de matematica de la
universititi este un curs special de geometrie constructiva.

hd



Obiectul studiat de geometria constructiva (euclidiand),
este insasi constructia unei figuri geometrice cu ajutorul
instrumentelor date. In acest sens existi urmaitoarele
instrumente:

1. Rigla unilaterala;

Compasul;

Rigla bilaterala;
Rigla cu insemnari;
Echerul;
Raportorul;
Pantograful,

8. Inversorul.

In cursul dat, vom folosi asa— numitul set de bazd din
instrumentele de mai sus, adica:

e Rigla unilaterala;

e Compasul.
Geometria constructiva opereaza cu urmatoarele axiome:
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Axiomele geometriei constructive:

Orice figura datd este si construitd. Planul de baza
este intotdeauna si construit.

Reuniunea, intersectia si diferenta a doud figuri
construite este de asemenea o figurda construiti, cu
exceptia cazurilor multimii vide.

Daca figura este construitd, atunci putem construi
un punct ce apartine acestei figuri, cit si punct ce nu
apartine acesteir figuri (considerind cd figura datd nu
este insusi planul de baza).



Axiomele riglei:
e Cu ajutorul riglei poate fi construit segmentul
unind doud puncte date (construite).
e Cu ajutorul riglei poate fi construitd o dreapta
ce trece prin doud puncte date.

Axiomele compasului:

e Cu ajutorul compasului poate fi construit un cerc
dacd este dat punctul, adicd centrul cercului, si
un segment ce serveste drept razd a cercului.

e Cu ajutorul compasului poate fi construit un arc
din cercul dat (construit).

Notatiille folosite in geometria constructivd  sint
urmatoarele:

Punctele: literele mari ale alfabetului latin ;
Segmentele: literele mici ale alfabetului latin, sau 2 litere
mari ale alfabetului, marcind extremitatile segmentului,
incadrate in paranteze patrate.

Dreapta: literele mici ale alfabetului latin(a, b, c...z), sau
2 litere mari ale alfabetului, incadrate 1in paranteze
rotunde.

Unghiurile: ( <ABC ) sau «a, f sau (a,/l;)\.

Cercul: (O, R) — cercul cu centrul in punctul O de raza R.



§1. Probleme elementare
Probleme rezolvate:

Exemplul [:
Sa se construiasca dreapta paraleld la dreapta datd «a prin

punctul dat 4 (punctul nu apartine dreptei date).

Constructia
.N€a

©1(N,[NA]) "q; g
. F=miNa \
. 02(A,[NA])
. o3(F, [NA]) N \ _
. B= o;No;:B£A N )

AN R W N =

(48) || a

Demonstratie

Conform constructiei, ABI'N este romb. Laturile opuse in
romb sunt paralele, de aici rezulta ca (4B) || a.

Exemplul II:
Sa se construiasca un triunghi dupa latura @, mediana m, si

mediana m,.
Analiza:




P
B
2 1 1
BO=—m,, DO=—m,, BD=-a
3 3 2

Triunghiul 4 BOD poate fi construit dupa trei laturi, iar
AABC-conform proprietatii medianelor.

Constructia

1. ABOD ;[Bo]zgmb; [DO]:éma [BD]:%a;

2. [AD]=m,.O€[AD]

3. [BE]=my:
O€[BE]

. [4E)n[BD)=C

. [48]

N =

AABC-construit

Demonstratie
Demonstratia
rezulta din analiza.




Cercetare
Pentru%mb + %m > %a - problema este solutionata. In caz
contrar nu exista solutie.

Exemplul II1:

Construiti triunghiul dupa bisectoarea si inaltimea dusa din
unul s1 acelasi virf s1 unghiul de la alt virt: [, , A, , 7.

0 —p

Analiza

Constructia se reduce la constructia AAHC, dupa cateta
HA s1un unghi y, si folosind proprietatea bisectoarei poate
fi construit A —ul precautat

Constructia

1. AAHC: ZAHC =90°; [AH]=h,; ~CAH =90° -y
2.0,(4,1,)

3.0,n(HC)=1{L,,L,}

4. /CAL, = /I, AB, : B, € (HC)

ACAB, - construit



H

AN BM/\ c

Demonstratie
Conform constructiei ~ACH =y, deoarece /MAC =90° —y .

Din constructie [AH]=h, si bisectoarea [AL, |=1_, deoarece
1,- bisectoare = £LAC = ZLAB.

Cercetare
Daca 7, > h, s1 y <90° problema este rezolvabild. Deoarece

ZL,AC >90°rezultd cd ~£B,AC >180°si1 de aici rezulta ca al
doilea triunghi nu existd. Daca pentru cazul
h,=1,=obtinem un singur triunghi isoscel. In restul

cazurilor problema nu este solutionata.

Probleme propuse:

1. Prin punctul P sa se duca o paralela la dreapta d.

2. Prin punctul M sa se duca o dreapta d la egala distanta

de punctele 4 s1 B.

3. Sa se construiasca o dreapta egal departata de punctele
A,BsiC.

4. Prin punctul P sa se duca o dreapta d cunoscind suma
distantelor la ea de la punctele A, B, C.
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Sa se construiasca o dreapta a la distanta d de dreapta b.

6. Prin punctul P sa se duca o dreapta care sa taie laturile
unghiului xOy in A4 s1 B, astfel 0OA=0B.

7. Doua drepte a si b sunt intersectate de a treia dreapta c .
Sa se construiasca un segment egal cu segmentul dat m,
astfel incit el sa fie paralel cu dreapta c, 1ar extremitatile
sa se afle pe dreptele a si b.

8. Sa se construiasca un triunghi dupa cele trei laturi date:
ab,c.

Construiti un triunghi dupa o laturd s1 doua unghiuri ale ei:

a, a,  Din punctul A si se duca perpendiculara AB pe

dreata d.

§2. Metoda intersectiilor

Aceastd metoda constd in urmatoarele : in cadrul
analizei reducem problema la construirea unui singur
punct, apoi evidentiem proprietatile acestui punct, in final
construim locul geometric al punctelor cu aceste
proprietati. Punctul de intersectie a locurilor geometrice a
punctelor construite v-a fi punctul ciutat.

Probleme rezolvate:

Exemplul I:
Construiti un triunghi dupa latura a, unghiul o si suma
laturilor c+b. “

b+

Analiza




Problema se reduce la constructia ACEB stiind doua laturi
st unghiul dintre ele. Apoi virful 4 se afla la intersectia
mediatoarei laturii BE.

Constructia
1. ACEB:[CE]=b+c, [CB]=a, <ECB=a
2. m-mediatoarea lui BE
3. A=mnN[AE]

4.[cB]

AABC- construit

Demonstratie

Din constructie [CB/=a, <ACB= a.

Din ABAE- 1soscel = [BA]=[AE] si deci b+c=[CE], 1ar
[CE]=[CA]+[CE] si deoarece [AL]=[AB]
=b+c=[CA]+[AB]

Cercetare
1. Daca b +c > a, atunci exista un singur triunghi
2. Daca b +c <a, atunci nu exista nici un triunghi.
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Exemplul II:
Sa se construiasca un triunghi dupa latura a, mediana m, si

mediana m,.

Analiza

Constructia
1.4BOD :[BO] = gm . [po]= ém

[BD]= %a ;
2. [AD]=m,:A€[DO)
3. [BE]=my: EE[BO)
4. [AE)~[BD)=C
5.[48]

AABC- construit

Demonstratie
Demonstratia rezulta din analiza.
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Cercetare

2 1 1 . < 2
Pentru 3 M, > a problema este solutionata. In caz
contrar nu exista solutie.
Exemplul II1:

Sa se construiasca un triunghi dupa mediana, bisectoarea si
inaltimea din unul si acelasi virf: m,, h,, I,.

Analiza

Fie o este cercul circumscris triunghiului. Bisectoarea /,
fiind prelungita intersecteaza cercul in punctul £.
Punctul £ este punct de intersectie si a mediatoarei laturii
BCcu o . AE este o coardd a lui w . Deci mediatoarea
coardei AF in intersectie cu mediatoarea laturii BC ne
reprezintd centrul cercului circumscris. De aici si rezulta

constructia.
A /

13




Constructia

AAHM: ZAHM =90°; [AH = h,; [AM]=m,
[AL]=1,: L e [HM]

b1l (HM):Meb

E =bn[AL)

a- mediatoarea [AE)

O=anb

{B,C}: o m(HM)

Nk W~

AABC- construit
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Demonstratie

Din constructie HA - indltime ([4H]=h,) . Arcul

BE = EC = unghiurile inscrise in cercul o ce se sprijina pe
aceste arcuri sunt egale. Deci s1 unghiul /BAE = ZEAC,
adica AFE - bisectoarea /BAC .

Punctul Z ebisectoarei, iar din constructie [4L]=1 . Deci

[41]- bisectoarea triunghiului. M - mijlocul lui [BC] ,
deoarece b - mediatoarea segmentului [BC] trece prin
punctul £, iar [AM] = m, din constructie. Deci
[4M]mediana acestui triunghi.

Cercetare
In cazul cind A, </, <m_poate fi construit un triunghi. Daca

h, =1 =m_exista o infinitate de astfel de triunghiuri
1soscele. In caz contrar nu exista nici un triunghi.

Probleme propuse:

1. Construiti triunghiul dupa latura a, mediana m, si
inaltimea A,.

2. Sa se construiasca un triunghi dupa latura a, indltimea
dusa pe aceasta latura 4, si unghiul « (orice unghi) opus
laturii a.

3. Construifi un triunghi dupa latura @, unghiul a si

diferenta laturilor b-c (h>c).

4. Construiti un triunghi dupa doud unghiuri a s1 S si
perimetrul p.

5. Construiti un triunghi dupa cele 3 mediane m,, m;, m..

6. Doua drepte a si b sunt intersectate de a treia dreapta ¢ .

Sa se construiasca un segment egal cu segmentul dat m,
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astfel incit el sa fie paralel cu dreapta c, iar extremitatile
sa se afle pe dreptele a s1 b.

7. Construiti triunghiul dupa o latura a si doua mediane
My S1 Me.

8. Construiti o dreapta paralela la baza triunghiului dat,
astfel incit segmentul dreptei cuprins intre laturile
triunghiului sa fie egal cu suma segmentelor taiate
de dreapta pe laturile laterale ale triunghiului socotind
de la baza.

9. Se da a, h, si raportul £ al medianelor my, , m. . Sa se
construiasca triunghiul.

10. Sa se construiasca triunghiul ¢ind se cunosc a, 7 si b-c .

11. Sa se construiasca triunghiul ABC in care se cunoaste
a, A si suma h,+h, a inaltimilor BH , CH .

12. Construiti un romb dupa diagonala mica egala cu a , si

egala cu latura rombului.

13. Sa se construiascd un triunghi dupa inaltimile laturilor:

hy , hy , he .

14. Sa se construiasca triunghiul 4BC cunoscind latura c,
inaltimea A, s1 unghiul o format de aceasta inaltime cu
bisectoarea unghiului C.
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§3. Constructia tangentelor

La constructia tangentelor vom tine cont de
proprictatea ca tangenta dusd la un cerc, este
perpendiculara razei duse la acel punct de tangenta.

De asemenea vom folosi proprietatea unghiului drept
inscris in cerc, adica, unghiul drept se sprijina pe diametru.

Probleme rezolvate:
Exemplul I:

Sa se construiasca tangenta din punctul dat 4 la cercul dat @(O,R).

Constructia

1. B el04]: [BO] = [BA4]
2. (B[BO))
3.41.1, =0 no,

(AT) s1 (AT,)- tangente

Demonstratie

ZAOT, este inscris in cercul o,(B,OB)s1 se sprijind pe
diametrul lui [AO], dect 2407, este drept. Deoarece [O7;]
este raza cercului @(O,R) si (OM) L (AM)= (AM)este
tangenta.

Cercetare
Daca punctul A¢ discului —obtinem doud tangente
simetrice fatd de OA (cazul construit). Daca punctul 4e w
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—obtinem o singurd tangentd. Dacd punctul 4 se afla
interiorul cercului atunci nu putem construi tangenti
cercul dat.

Exemplul II:
Sa se construiasca tangentele la doua cercuri w;(O,R,),

w1(05R;) ce au doar o tangenta in interior.

Analiza

Constructia

1. P= w; N w;

/-tangenta la o, si o,

in

la

18



Cercetare

Problema are solutii pentru orice doud cercuri din cazul
problemei date.

Exemplul I1I:

Sa se construiasca tangentele la doua cercuri @;(O;R;)
w(0;R;) tangente exterior. (R;>R>)

Analiza

Fie (4B)- tangenta comund externd. Fixdm punctul P pe
[0,A] incit ABO,P-dreptunghi. In acest caz [PO;]=R;-R.,
iar <O,P0;=90".

Constructia se reduce la constructia tangentei (O,P) la
(03(015011)).

19



Constructia

1. C()3(0],'R1-R2)
2.(0,P)-tangentd la w,: P e o,
3. 4A=[0,P]no,

4. (AB) || (PO,):BE w,

(4B)- tangenta exterioara

5. M =0, no,

/- tangenta comuna interioara

20



Demonstratie
Din constructie PABO, - dreptunghi = ABLBO, si
AB1AQO,; ,deci AB - tangenta la ambele cercuri.

Cercetare
Pentru orice doud cercuri din acest caz problema este
solutionata.

Probleme propuse:

1. Prin punctul A4 sa se duca un cerc tangent dreptei d si
cercului w(O,R).

2. Sa se construiasca un cerc @; tangent la cercurile @;, ®;
st la dreapta d.

3. Prin punctul 4 s se duca un cerc tangent la doua cercuri
date.

4. Sa se construiasca un cerc B de raza R care si taie cercul
A si dreapta d, respectiv sub unghiurile @ s1 .

5. Sa se construiasca un triunghi cind se cunosc R,

21



10

11.

12.

13.

14.

bisectoarea interioara [, si unghiul a pe care-1 face
bisectoarea interioard AL cu AH .

. Sa se construiasca un triunghi cunoscind un

unghi s1 distantele centrului cercului inscris la celelalte
virfuri ale triunghiului.

. Construiti triunghiul dupa latura a, mediana m, si

unghiul a .

. Prin punctul M sa se duca un cerc w; care sa taie cercul

dat m; in punctele A, B, astfel ca unghiul AOB si
unghiul A0;B sa aiba valorile date a si f.

. Sa se construiasca un triunghi dreptunghic cunoscind

ipotenuza si1 stiind ca proiectia unei catete pe ipotenuza
este egala cu cealalta cateta.
. Sa se construiasca triunghiul dreptunghic BAC,
cunoscind ipotenuza BC si suma § a proiectiilor
catetelor pe o dreapta d inclinata cu unghiul & pe
cateta AC.
Sa se construiasca un triunghi dreptunghic ABC
cunoscind razele cercurilor inscrise in triunghiurile
AA'B, AA'C,in care A este mijlocul ipotenuzei BC.
Sa se construiasca triunghiul ABC cunoscind
bisectoarea AL=I, , unghiul a pe care aceasta
bisectoare il face cu latura BC si suma b+c a laturilor
AB, AC.
Sa se construiasca triunghiul ABC cunoscind a, R si
unghiul pe care-1 face OI cu una din bisectoarele
interioare, unde I este piciorul bisectoarei dusa din
virful A.
Sa se construiasca un triunghi dreptunghic BAC,
cunoscind segmentele determinate pe ipotenuza de
dreptele care impart unghiul A4 in trei parti egale.
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§4. Transformari geometrice in constructii

Metoda transformarilor geometrice in constructie se
reduce la aplicarea transformarilor din grupul miscarii,
analitice si inversia in cadrul analizei problemei. Se
considerd problema elementard: constructia unei figuri la
transformarea datd in cadrul grupului migcarii.

Metoda transformarilor constd in faptul ca in cadrul
analizei, asupra figurii cdutate se aplica o transformare
geometrica, ceea ce usureaza ulterior constructia. Vom
analiza transformarile grupului miscarii in constructii:

1. Translatia paralela T: se aplica in special atunci cind
figurile contin drepte paralele sau segmente pe acestea,
precum si la constructia poligoanelor.

Notidm T,-translatia paralela dupi vectorul « .

Exemplu:
Pe ambele parti ale unui canal sunt situate punctele 4 si

respectiv B. Construiti cel mai scurt drum dintre 4 si B,
incit podul peste canal sa fie perpendicular malurilor
canalului, iar malurile se considera drepte paralele 1;||1,.

Fie [MN]- podul

23



Analiza

B

[aM ]+ [MN]+[NB] = [aM ]+ [MN]+ [MB,] unde

T ([BN]) = [BIM]

[4B,] < [BM ]+ [p4]

[4B,]= [BM]+[MA] cind M e[B,A]

Problema se reduce la constructia punctului B,

prin translatia paralela din punctul B dupa vectorul NM.

Constructia

l.t1 11 :Bet A

2.D=tnl, z

C=tnl,

3.B, et:[BB]=[cD] D M h

4.M e[4B]n 1,

5.MN]LL Nel, < d 4
Y/

AMNB - minim ]
5

24



Demonstratie

Punctele A4, M, B, se afla pe o dreaptd, adica
BM +MAeste distanta minimd. Deoarece BAMNB este
paralelogram, din constructie = BM = BN,

AM +MN + NB = AM +MN +MB, = AM + NB = AM +MB, -
minim, iar AN - constant.

Cercetare

Pentru orice caz este posibila constructia podului, iar ¢ind
punctul 4 se afld pe /, si punctul Bse afla pe /, atunci pot
fi construite o infinitate de poduri, sau numai unul daca
(4B) L1 .

2. Rotatia R: este aplicata atunci cind figura precautata
contine unghiuri si laturi cunoscute, de obicei unele laturi
egale. Prin notatia RS vom intelege rotatia sub unghiul «

fata de centrul O.

Exemplu:
Sunt date 3 drepte paralele a, b, si c. Construiti un triunghi

echilateral, incit virfurile sa se afle pe aceste drepte unul
cite unul.

Constructia ¢
1. Beb 2 ‘1/
2. ¢'=R¥ (¢) M
3. A=anc’ L £

4. C =R (4)

AABC- construit




3. Simetria in raport cu o dreapta s: se aplica in cazurile
cind figura este simetrica fata de o dreapta. Notatia S’
indica simetria fata de dreapta /.

Exemplu:
Sa se construiasca un romb astfel incit una din diagonale d;
sd se afle pe dreapta a iar celelalte virfuri sa se afle pe doua
drepte date b si c. d,

Analiza

Fie ABCD- rombul precautat. Rombul este simetric fata de
diagonalele sale. Adica S,(B)=D

Constructia

1. F=bna 5. 0=(BD)na

2.8 (B)=D,:Beb 6,[A0]:[OC]:§:{A,C}ca
3.D=cnb,

4. B=5,(D) ABCD= romb

26



b
B,
\1.\\\
B
a |, 4 O C F
C
b1,
Cercetare

1.Dacé b, ~c =0 atunci nu exista un astfel de romb.

2.Daca b, nc = D atunci existd un singur romb.

3.Daca b5, coincide cu c¢ atunci exista o infinitate de
romburi.

4.Simetria in raport cu un punct S: se aplica in cazul
unei simetrii centrale a figurii precdutate. Notatia
S_reprezintd simetria n raport cu punctul O.

Exemplu:
Un sector de pamant de forma patrata a fost ingradit cu un

gard. Noaptea a disparut gardul insa pe doua laturi paralele

27



s-au pastrat cite un stilp. Se cunoaste de asemenea si
punctul de intersectie a diagonalelor patratului. Sa se
construiasca patratul initial.

< D
J‘q.l
z
B
A
F E

Analiza

Fie patratul este construit.
S (4)=A4 4 eDE

S (B)=B :B eCF

o i

4
g

-

M

A
A
F E



Constructia

1.5,(4)=4

2.5, (B)=8

3.(OM) L (AB):M c(AB)
4.[oM]=[MC]:C e (4B)
5.0(0;0C) ~(BA) = {D,E}
6. o "BA ={F}

CDEF - construit

Demonstratie

Din constructie:

S ([CF))=[DE]=[CF]=[DE], [OC]=[0OF]=[0D]=[0OLE].
Deoarece diagonalele [CE]=[DE] si

Z/CFE = ZFED = ZEDC = /DCF =90° (se sprijind pe
diametru)= CFED este patrat.

Cercetare

1.Daca 40B ¢! = 3 patrat .

2.4,0,B el si [40]#[OB]-nu exista patrat.
3.5,(4)= B= vom avea o infinitate de patrate.

De asemenea vom analiza aplicarea transformarilor
analitice: omotetia $1 asemdnarea.

S. Omotetia H: se aplicd la constructia figurilor cu

unghiuri cunoscute, precum si la inscrierea unei figuri in
alta.
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Exemplu:

Construiti un triunghi isoscel dupa unghiul de la virf a si
suma bazei cu inaltimea dusa la ea /.

[

a

Analiza

Fie AABC- construit si O-mijlocul bazei [BC]. Fixam pe
semidreapta [40) punctul £, incit [AE]=/=h,+a.

ZOAE = B = arclg%. Astfel AAEB poate fi construit, 1ar apoi
s1 AABC .

4
-
i1,
B?D?c
iy
il

30



Constructia
1 1
1. p=arctg—:| tgfB = —
B 23 [gﬂ 2j o

2.AEBA:LBAE:%;

| I~

ZBEA=p; [AE]=1 B

3.(BO) L (AE): O e[AE]
4.C e[BO):[BO]=[0OC]

A BAC - construit
A

)
Demonstratie
Conform constructiei /BAC =« 1ar [OE]=2[BO]=BC,
AO =h_, [OE]+[A0]=1=[BC]+[40].

Cercetare
Problema are solutii pentru orice unghi mai mic decit 180°.

Exemplu:
Sunt date doua drepte paralele a s1 b s1 punctul P ce se afla

intre ele. Construiti un cerc tangent la ambele drepte ce
trece prin punctul P.
Analiza

Pentru ca cercul sa fie
tangente dreptele a si b, este
necesar ca centrul cerculu O

sa fie egal departat de




dreptele a s1 b, precum s1 de punctul P.

Constructia
l./la:Pel
2.N=Ilna,M=I1nb
3.0€l:[MO]=[ON]

4dmll:-Qem
5.0,(P.[ON])
6.0,"m=0
o(O;[OP])
/
a
i1 Q

W

b L =
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Demonstratie
Din constructie avem cd [OP]=[0N], deoarece

[oM]=[ON]=R, R-raza cercului o(0,[ON]) . a- tangenta la
w; b-tangentila o .

Cercetare
Pentru orice punct P cuprins intre asi 5 constructia va fi
posibila.

Metoda locurilor geometrice

Una din metodele de rezolvare a problemelor de
constructie este metoda locurilor geometrice. Se numeste
loc geometric al punctelor figura care consta din toate
punctele planului ce poseda o anumita proprietate.
De exemplu, circumferinta poate fi definitd ca locul
geometric al punctelor egal departate de la un punct dat. O
proprictate des intilnitd a locului geometric este: locul
geometric al punctelor egal depdrtate de la doud puncte
date este mediatoarea segmentului cu extremitdtile in
aceste puncte date.

Esenta metodei locurilor geometrice, folosita la rezolvarea
problemelor de constructie, este urmatoarea. Admitem ca
rezolvind o problema de constructie, trebuie sd giasim un
punct X care satisfac doua conditii. Locul geometric al
punctelor care satisfac prima conditie este o figurd oarecare
F,, 1ar locul geometric al punctelor care satisfac a doua
conditie este o figurd oarecare F,. Punctul cautat X
apartine figurilor F, si F,, adica este un punct de

intersectie a acestor figuri. Daca aceste locuri geometrice
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sunt simple (sd zicem, constau din drepte si circumferinte),
noi le putem construi s1 gasi punctul X care ne intereseaza.

Exemplu:
Sunt date 3 puncte 4, B, C. Sa se construiasca punctul X

egal departat de punctele 4 si Bsi situat la distanta data de
la punctul C.

Analiza

Punctul cautat X satisface doud conditii:

1. El este egal departat de la punctele 4 si B;

2. El este situat la distanta data de la punctul C.

Locul geometric al punctelor care satisfac prima conditie
este mediatoarea segmentului [AB]. Locul geometric al
punctelor care satisfac a doua conditie este o circumferinta
de raza data cu centrul in punctul C. Punctul ciutat X este
situat la intersectia acestor locuri geometrice.

Constructia

m-mediatoare [AB]

o(c,r)

(X, X,}=0nm Ky

X,, X, —construite

. +
Demonstratie
rezultd din analiza si
constructie. X
Cercetarea N
Al | &

Daca m intersecteaza




o in doud puncte, atunci

Obtinem 2 puncte. Daca m este tangentd la » , obtinem un
singur punct, adica punctul de tangenti. In restul cazurilor
nu obtinem astfel de puncte.

Probleme propuse:

1. Construiti triunghiul 1soscel cunoscind doud mediane
diferite.

2. Construiti trapezul dupa suma bazelor S si diagonalele
d, ds.

3. Construiti cercurile inscrise si circumscrise triunghiului
dat AABC.

4. Prin doud puncte date 4 si B construiti un cerc, ce
imparte cercul dat @ in jumate.

5. Construiti un romb dupa latura a si raza cercului inscris.
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§5. Metoda algebrica

Metoda algebrica in constructie se reduce la
constructia segmentului dat printr-o formuld in care sunt
utilizate numai operatii algebrice (+, —, :, x, ./ , ). Fie
datd formula x= f(a,b,..u), unde a,b,.,u sunt un numar
finit de segmente date.

Formula x= f(a,b,....,u) pentru a fi construit segmentul x
va fi transformata in formule elementare care vor fi date in
continuare (daca este posibil).

Formule elementare:
l.x=a+b

Constructia
I o | I E’-" |

A i B E:, C

x =[AC]

2.x=a-b (a>b)
[AB]=a,[AC]=b
Constructia

| o |

S
e

L

]
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Constructia

a
4. x==, neN
n

(divizarea segmentului in » parti egale)
Aceasta divizare se bazeaza pe teorema lui Thales.

Constructia
| ) |

(n=3)

1. £BOA -un unghi arbitrar

2. h-un segment arbitrar
3./OB]=3h, [CB]=h:Ce[OB]
4.(CM) || (B4):Me[OA]

x—=[AM]

O T T
5. xzﬁa, {n,mye N
m

Problema se reduce la formulele 3 si 4.

6 x=2b [E_éj
‘ c ’ a c

(Segmentul al patrulea proportional)
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Constructia

1. #MEN -arbitrar
2. [EK]=a:K e [EN)
3. [EF]=c:Fe[EM) M
4. [FG]=b:Ge[EM)

5. (GL)||(FK):Le[EN]

x=[KL]

7. x=+Jab
a

b

Aplicind teorema inaltimii unui triunghi dreptunghic, se

poate construi un segment de lungime x=+ab. Se

construieste:

a) un semicerc cu diametrul de lungime a+5;

b) depunem pe acest diametru segmentul de lungime a
(astfel primim punctul #);

c) perpendiculara din punctul H pe diametrul semicercului,
pina la intersectia ei cu semicercul.
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Conform teoremei tnaltimii (/ndltimea unui triunghi

dreptunghic este media geometricd a lungimilor

proiectiilor catetelor pe ipotenuza triunghiului), x =lab .
h* = ab

h=+Jab
X
P
c ] B 'I ct = e &

Pentru a construi un segment de lungime x=+/a’ +5* este
suficient si construim un triunghi dreptunghic cu catetele
de lungime asi respectiv 4. Conform teoremei lui Pitagora

(Directd: Dacad un triunghi este dreptunghic, atunci
patratul lungimii ipotenuzei este egal cu suma pdtratelor
lungimilor catetelor triunghiului.) ipotenuza triunghiului

are lungimea x=+a’+5* .
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— &

9. x=+a*>-b*, (a>b)
Problema se reduce la formula 8.

I b |
s
& i
b
X _l ¥
/
Consecinte din formulele elementare :
Din formula 6 poate fi construita x=-1"%2"'%
b-b,-.-b

Din formula 7 poate fi construitd x=+/na, ne N
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Exemplul I:
abc
X=—-,
de
Analiza
ab yc
=D x==
Y d e
—
b
[
]
[
Constructia
1. y= ab
' d

x-segmentul construit
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Exemplul II:

x=Va*'-b* , a>b

Analiza
X = \/\/a4 -b* = \/\/az -0’ -\/\/a2 +b* = W
a
L &
L Z‘_I 8
Constructia

l.x =va*-b’

)

2.x,=a*+b’

b




o
X %

Exemplul III:
x=~ab+cd

Q()

Analiza

x= a[bJrﬁj
a

Xy

Constructia
cd x d
I.x,=—=>-"1=—
a C a

2. x,=b+x;
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x-segmentul construit

Exemplul 1V:
a +b’
X =
ab + bc
Analiza
x_a3+b3_ a’ N by a b*
ab+ac ab+ac ab+ac b+c ac
a a+—
|—|b b
| C | I
Constructia
l.x =b+c

| & | £
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x-segmentul construit
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§6. Metoda algebrica in problemele de
constructie

Metoda algebrica se aplica in problemele de constructie
daca printr-un rationament al analizei enuntului problemei
poate fi aflata o astfel de formuld sau mai multe ce ne
sugereaza constructia figurii necesare.

Exemplul I:
Se da AABC. Sa se construiasca 3 cercuri cu centrul in
virfurile triunghiului, astfel incit sa fie tangente intre ele
din exterior.
Analiza
In+r =c
r,+r,=a
r, 41 =b

a+b+c
n+r+3,= ,
2

b+c—a
]’1:
2

Este suficient sa
aflam o singura raza, de exemplu r,, deoarece restul razelor

se obtin ca diferenta din laturile respective si raza aflata.
A A 73 B

B I .?"2 | .?"3 | C
CI i | " |A
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Constructia
1 :b+c—a

w,,0,,0, —construite

1°
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Exemplul II:
Construiti un triunghi dreptunghic stiind ipotenuza ¢ si /-
lungimea bisectoare1 unghiului drept.

Analiza

Fie a,b-catetele AARC .

a’*+b* =c’

Din aria triunghiului dreptunghic avem:

lab = lch = —{ibl \F j
2 2 2

ab=ch= £bl \/7
\2ch :l(a+b)
2¢*h? 212(02 +20h)
2¢*h* = 2¢chl* —c*l* =0 c
2ch* —=2hl* —cl* =0 h

[(I£+e* +2¢%)
2c

h=

Deoarece #>0=

N+~ +26°

2c
—_

h=

| < |

Constructia

l.xlzx/ic
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4.x:lx—3:>x—3:x—2'
2c / ¢’
5.[4B]=c;

6.M e[AB]:[AM]=[MB]
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7.a)(M,§)
8.1,1(4B): p(l,, (AB)) = h

9.0 ={c,c,}

AABC- construit

<3 S

i i
Al & M B

Demonstratie

I.Conform teoremei lui Pitagora, 1intr-un triunghi
dreptunghic isoscel ipotenuza este +/2¢ (stiind catetele).
2.Conform teoremei lui Pitagora intr-un triunghi
dreptunghic x, = 7* +(x,)’ .

3§:;—2, deoarece intre drepte paralele se afla segmente
C

proportionale.

4.Conform constructier A-indltimea triunghiului dusa pe
ipotenuza.

Cercetare

- C © e . . .
Daca / < 5 = existd un singur triunghi.

In restul cazurilor nu exista triunghi.
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Exemplul II1:
Construiti un péatrat aria cdruia sa fie egala cu ariile a doua
dreptunghiuri date.
Analiza

iy by

Constructia
| abe

a
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. by . !
J.a=,/a x,
oy
ct
(3] Ly
A =
4.(AB) L(BC):[AB]=[BCl=a
4 i
i
N :
B € &

5.D=0,4,a)n0,(C.a)

ABCD - patrat
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Demonstratie

l.x—lzb—z- deoarece dreptele paralele determind segmente
a2 al

proportionale.

2.Conform constructiei A4B=a, +x,. [4B]- ipotenuza
triunghiului  dreptunghic; [CH]L[4B]=[CH]- iniltimea
dusd din unghiul drept = CH =./a, -x, (conform teoremei
inaltimii).

Cercetare
Pentru orice x,a,,b,,a,,b,- patratul se construieste.

Probleme propuse:

1. Sa se construiasca segmentul: x =¥a* +5* +3a;

2. Construiti segmentul: x = vab +cd +a’c’ - bd’;

3. Comparati segmentele: x =+a’> -b°§1 x=%a* +b* ;
4. Construiti segmentul: X = aa,—be(’1+al7-C'a’+e2 ;

W

. S4 se construiasca segmentul: x> =a* —b* -2ab+a’b’ ;
. In cercul dat inscrieti un dreptunghi, echivalent cu un
patrat dat.
7. In cercul dat inscrieti un decagon drept.
. Construiti un patrat, aria caruia sa fie de doud ori mai
mare decit aria patratului dat.

N

o]
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§7. Solvabilitatea problemelor de
constructie cu rigla si compasul

Problema de constructie se numeste solvabild daca
pentru orice set de date necesare figura cautatd poate fi
construitd (in cazul cind aceasta figura existd). Semnificatia
ultimei remarce o dovedeste urmatorul exemplu.

Problema: A4: a, b, c este fara indoiala solvabila, ceea ce nu
exclude existenta seturilor de date pentru care problema n-
are solutii.

Nota: Uneori problema care nu este solvabild cu un set de
instrumente poate fi rezolvata cu un alt set. De exemplu,
segmentul poate fi divizat in doud parti egale cu rigla si
compasul, iar numai cu rigla-nu.

Exemplul [:
Sa se construiasca un romb dupa o latura si suma

diagonalelor.

Analiza
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Constructia
1. AABF : ZBFA = 45°

ABCD - construit

Demonstratie

Din constructie:
[4B]=[BC]=[cD]=[PA]=a.
Din analiza ABOL-
dreptunghic isoscel
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[BO]=[oF].
[BO)+[40]=[40]+[0F]= %.
Cercetare

Z. 2

. 2 2 d C .
g >a §la>——d sau —d <a< > exista un singur romb.

Exemplul IT:.
Sa se construiasca un triunghi echilateral intr-un patrat dat.

Analiza
Un triunghi echilateral poate fi inscris intr-un patrat
considerind o latura paralela unei laturi a patratului.

Constructia
ABCD- construit B g o
1.G - mijl. [cD]
2. w(G,CD)

3. E=wn[BC]
4. F =0 ~[4D]

AFGE- construit

Demonstratie
Din constructie AFGE- echilateral. [GE]=[EF]=[FG]=[CD]

Cercetare
Problema poate fi solutionati pentru orice patrat.
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Exemplul I11:
Construiti trapezul dupa cele 4 laturi.

A\ b
e / r

Iﬂ .B

c D
Analiza

Constructia se reduce la construirea 44BE dupa 3 laturi.
Constructia

1. AABE :[BE] =[CD],[AE] =[AD]-[BC]
2. D e[AE):[ED]=[BC]
3.(BC) || [4D):[BC]=[ED]

ABCD - trapez

5 1y oy
i

A E H D
Cercetare

Daca [4B]+[CD]>[AD]-[BC] exista un astfel de trapez, in
restul cazurilor nu-i solubila problema.
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Probleme propuse:

1. Construiti un romb daca avem latura a si r raza cercului
inscris.

2. Construiti triunghiul dupa unghiul « si indltimile hy, $1 he
duse la laturile triunghiului.

§8. Probleme de constructii numai cu
rigla unilaterala

Constructille  geometrice sunt admise cu diferite
instrumente in dependentd de specificul domeniului de
aplicatii. In particular geodezii construiesc preponderent cu
rigla unilaterala.

Constructille numai cu rigla unilaterala a fost
obiectul de studiu al matematicienilor secolului XVII-
XVIIL, Mor, Labert, Briangon, Ponsele, s.a. In geometria
proiectiva, de asemenea se opereaza cu rigla unilaterala,
astfel se pastreaza proprietatile acestei geometrii.

Una din teoremele de baza ce ne fac o introducere in
geometria proiectivd este teorema Desargues, care
reprezintd o punte de trecere de la geometria euclidiana la
cea proiectiva.

Teorema Desargues:

Daca dreptele ce unesc virfurile respective ale AABC si
AEFG se intersecteazd intr-un punct A atunci punctele de
intersectie a laturilor respective {H,[.J} se afld pe o
dreaptd m.
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Teorema (principiul dualitdtii in plan)
Fie A o afirmatie justd despre apartenenta reciprocd a
punctelor si dreptelor in planul proiectiv , atunci A’ este o
afirmatie justd.

Astfel primim afirmatia duald a teoremei lui
Desargues:
Fie 44ABC s1 AEFG situate intr-un plan. Daca laturile
respective ale 44ABC s1 AEFG  se intersecteaza in 3 puncte
{H, I, J} ce se afla pe o dreapta m, atunci dreptele ce unesc
virfurile respective se intersecteaza intr-un punct 4.
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Definitie: Numim punct inaccesibil, punctul ce nu poate fi
accesat in constructii.

Punctul inaccesibil se considerd cunoscut, daca sunt date
doua drepte intersectia carora este punctul dat.

Exemplul [:
Fie dat punctul 4 inaccesibil cunoscut (determinat de

dreptele a s1 b). De construit cu rigla unilaterald un
segment din dreapta ce uneste punctul {D} cu {4}, incit
punctul D ¢ a,b.

Constructia
le:Dec.icnb={C}
2.d:Ced,B=dna
3. (BD)nb=E

4. F e (CD),G e (EB)
5. (CB)~(FG)=H
6. (HE)Yna=1

7. (FE)(G) = J

[JD]- construit
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Demonstratie
Conform afirmatiei duale a lui Desargues daca laturilor
respective ale AEGI s1 ACDB se intersecteaza in 3 puncte
{F, H, G}, atunci dreptele ce unesc virfurile respective se
intersecteaza intr-un punct {A}.

In continuare vom analiza problemele ce se rezolva
cu rigla unilaterala aplicind lema trapezului:

Daca prin punctul E, care este intersectia
diagonalelor trapezului ABCD si F care este intersectia
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laturilor ne paralele, se duce o dreapta atunci aceasta

dreapta imparte bazele trapezului in jumatate.
AG:GB=DH:HC

Considerind G-mijlocul bazei AB, 1ar H-mijlocul bazei DC.

A & B

Exemplul II:
Pe o dreapta / sunt date 3 puncte 4, G, s1 B. Se stie ca &

este mijlocul segmentului AB. Sa se construiasca cu rigla
unilaterald o dreapta d ce trece printr-un punct C paralel la
dreapta /.
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Constructia
1.E¢l:C e[AE]
2. [BC] si [BE]
3. [EG]N[BC]=F
4. [AF)~[BE]=D

(CD)- construit

{7 {
A B

Demonstratia este direct consecinta a lemei trapezului.
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Exemplul I11:
Sunt date 2 drepte paralele m, n s1 segmentul 4B pe
dreapta m. Sa se imparta acest segment in jumatate doar cu
rigla unilaterala.

Constructia
1.Cenm

2. [CAlnn=E

3. [CBlnn=D

4. [AD]~[BE]=F
5. (CF)n[AB]=G

G-mijlocul /AB]
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Exemplul 1V:
Sint date 2 drepte paralele m , » s1 un punct P ce nu
apartine acestor drepte. Sa se construiasca cu rigla
unilaterald prin punctul P o dreapta paralela cu cele date.

Impartim un segment in jumitate luat la intimplare pe una
din cele doua drepte paralele (Problema 3) apoi problema
se reduce la rezolvarea Problemei 2.

Constructia
[PA]~n=D
[PB]lnn=C
[BD]IN[AC]=F
(PFYmm=G

. He¢mn: [HA]>[PA]
[PB]si [BH]
[HG]N[PB]=K
[AK)[BH]=J

A A

[PJ]- construit
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In continuare vom analiza problemele ce se rezolva
cu rigla unilateralda daca este dat un cerc si centrul sau.
Pentru constructiile date vom utiliza cunoscuta teorema.
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Teorema: Fie prin punctul C ¢ o se duc doud drepte ce
intersecteazd cercul w(A4,AB)in punctele {B}, {F}si
respectiv {D}, {L£} atunci locul geometric al punctelor de
intersectie al dreptelor (BD) cu (FE) si locul geometric de
intersectie a dreptei (BE) cu (FD) se afld pe o dreapta h.

In conditiile teoremei vom numi dreapta / polara
punctului C in raport cu cercul wiar punctul C polul
dreptei 4. Daca G este considerat pol atunci polara lui este
dreapta ce trece prin  punctele C s H.
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Definitie: Numim tetracuspid complet figura alcdtuitd din
4 puncte, oricare 3 din care nu se afld pe o dreapta si 6
drepte ce unesc aceste puncte 2 cite 2.

B

In desen tetracuspidul complet este dat de:
A, B, C, D - virfurile,

BD, CD, DA, BD, AC-laturile,

N, K, M-puncte diagonale.
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Teorema: Dacd tetracuspidul complet este inscris in cercul
w atunci fiecare din diagonalele lui reprezintd polara
punctului diagonal ce nu-i apartine acestei diagonale.

Probleme propuse:

1. Impartiti unghiul dat .~ AEB in jumatate daca
punctul E este inaccesibil cunoscut(determinat de
dreptele Aca si Beb)

2. Construiti medianele triunghiului, virfurile caruia
sint inaccesibile cunoscute.

3. Construiti indltimile triunghiului, virfurile caruia sint
inaccesibile cunoscute.

4. Duceti tangenta la cercul @ in punctul dat A, daca
centrul cercului este inaccesibil cunoscut.

5. Duceti prin punctul dat D in exteriorul cercului
w(4,AB)tangentele la @ numai cu rigla unilaterala.

6. Fie da o dreapta a ce trece prin centrul cercului
w(4,AB), s se construiasca cu rigla unilaterala o
dreapta perpendiculara dreptei a.

7. Se da o dreapta d ce trece prin centrul cercului
w(A4,AB) s1 un punct P ¢ d .Sa se construiasca cu rigla
unilaterald, o dreapta paralela cu d ce trece prin punctul
P.

8. Se da o dreapta d ce intersecteaza cercul w(4,4B) in
punctele C s1 D. Sa se construiasca cu rigla unilaterala,
o dreapta paralela cu dreapta d.

9. Se da o dreapta g ce nu intersecteaza cercul
o(M,MR) . Sa se construiasca cu rigla unilaterala, o
dreapta paralela cu g prin punctul # ¢ g .
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10. Se da cercul w(M,MR). Sa se construiasca, cu rigla

unilaterala, prin punctul dat P o dreapta ce va forma cu
dreapta datd (FE) un unghi egal cu unghiul dat ANC.

11. Sint date doua drepte paralele si un punct oarecare in
afara acestor drepte. Duceti prin acest punct o dreapta
paralela la cele date, folosind doar rigla unilaterala.

12. Intr-un cerc este dus diametrul si doua coarde
paralele. Construiti centrul cercului, folosind rigla
unilaterala.
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