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Rezumat. In lucrare sunt prezentate unele aplicatii ale metodei coeficientilor nedeterminati la rezolvarea
problemelor din algebra si analiza matematica.
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Abstract. In this paper some applications of the method of undetermined coefficients to solving problems in
algebra and mathematical analysis are presented.
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Introducere

Exista diferite modalitdti si metode de solutionare a problemelor matematice, dar una dintre
ele eficientd, originala si, in acelasi timp, simpld in aplicare este metoda coeficientilor
nedeterminafi. Metoda coeficientilor nedeterminati este folosita in matematica pentru a gasi
coeficientii expresiilor ale caror forma este cunoscuta in avans.

In opinia noastra, elucidarea specificului acestei metode este oportuna din motiv ci ea permite
generalizarea si sistematizarea procedeelor de rezolvare a mai multor tipuri de probleme din
cursurile gimnazial, liceal si universitar de matematica. Adesea ciclul de cunoastere in cursul
preuniversitar de matematica se incheie cu examinarea unor exemple concrete sau cu generalizari
vagi, viabile pe o duratd scurta de timp. Abordarea sistemicd a unor cicluri de probleme
solutionarea cdrora se pliazd sub o metodd permite formarea la elevi si studenti a operatiilor mentale
de generalizare, abstractizare, concretizare. In acest proces gandirea se ridici de la concret prin
abstract la general, iar revenind la concret la urmatoarea faza, percepe acel concret mult mai bogat,
cu noi amanunte, nebanuite la etapa initiald. Prin formarea metodei generale, a notiunilor abstracte,
se inlatura detaliile si relatiile neesentiale, insd fixdnd proprietdtile esentiale obtinem o noua
abstractiune care acopera toata bogatia cazurilor specifice si particulare [6].

Inainte de a considera aplicarea metodei coeficientilor nedeterminati la rezolvarea diverselor
tipuri de probleme, oferim unele notiuni teoretice.

1. Elemente din teoria polinoamelor

Un polinom de gradul = in nedeterminata X se scrie in forma canonica astfel:

p(X) =a X" +a,X" 1 +a, X +a, (1.1)
unde a, =+ 0. Numerele a,, a,, -+, a,, sunt coeficientii polinomului. Daca nu se precizeaza natura lor
se considera ca coeficientii polinomului sunt numere complexe. Vom nota multimea polinoamelor
cu coeficienti complecsi de nedeterminata X prin €[X], respectiv prin R[X] cu coeficienti reali.
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Polinoamele
p(X) =a X" +a, X" 1 +a, X+a, ay # 0,

g(X) =by X"+ b, X" *+b_.X+b, b, # 0,
unde »(X),q(X) € C[X], sunt egale daca si numai daca
a, = b, ¥Yk=0,n.
Fie polinomul (1.1) si @ € C. Numarul p(a) = aya™ + a,a® ' +a,_,a+a,, a; # 0,
se numeste valoare a polinomului P(X) pentru X = a.
Teorema 1.1 (teorema lui Bézout). Restul impartirii polinomului p(X) prin binomul X — « este
egal cu p(a).

Numarul @ &€ C se numeste raddcina a polinomului p(X), daca p(a) = 0.

Prin urmare, conform teoremei lui Bézout, numarul & € € este radicina a polinomului p(X)
dacd si numai daca p(X) se divide prin binomul X — a.

Numarul @ € C se numeste raddcind de multiplicitate m a polinomului p(X), daca p(X) se
divide prin (X — &)™ si nu se divide prin (X — a)™*2.

Daca a € € este radacind de multiplicitate m a polinomului p(X), atunci a este radacina si a
polinoamelor p’(X), p" (X),*-,p"™ Y (X), si nu mai este radacini a polinomului p*™ (X), adica:
p(@)=p'(a)=p"(@==p"V(a)=0 p™(a)=o0.

Teorema 1.2 (teorema lui Gauss). Orice polinom cu coeficienti complecsi de grad mai mare sau
egal cu unu are cel putin o rddacind complexa.
Teorema 1.3. Fie f(X) e R[X], f #0. Daca @ =a +ib,b # 0 este o radacinda complexa a
polinomului £(X), atunci:

1) @ = a — ib este de asemenea radacina complexa a lui f(X);

2) a si & au acelasi ordin de multiplicitate.
Teorema 1.4 (teorema de descompunere in factori ireductibili). Orice polinom

flX)=a X"+ a, X" *+a,_X+a, a,#0  f(X)eR[X]
se poate scrie ca produs de polinoame de gradul intai sau doi cu coeficienti reali.
Remarca 1.1. Orice polinom cu coeficienti reali de grad impar are cel putin o radicini reala. In
particular, un polinom de gradul trei se descompune in produsul unui factor liniar si a unui factor
patratic
apX®+ a X*+ a,X + a3 = ap(X — b)) (X* + ;X + ¢;). (1.2)

Remarca 1.2. Orice polinom cu coeficienti reali are un numar par de radacini complexe.
Remarca 1.3. Orice polinom de gradul patru se descompune intr-un produs de polinoame de

gradul doi
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aX* +a, X+ a,X* + a; X +a, = ay,(X* + b, X + b,)(X* + ¢, X + ¢,). (1.3)
Teorema 1.5 (teorema impartirii cu rest). Pentru orice polinoame f(X), g(X) € C[X], g(X) = 0
exista si sunt unice doua polinoame g(X), r(X) € C[X], astfel incat

f(x) = g(X)q(X) +r(X), gradr(X) < grad g(X).

Fie f(X), g(X) e C[X], g(X) # 0. Polinomul g(X) divide f(X) daca existd un polinom
q(X) € C[X] astfel incat f(X) = g(X)q(X).

Se spune ca polinomul g(x) este un divizor a lui f(x).

Fie f(X) € C[X] polinom neconstant cu gradul n = 1. Ecuatia f(X) = 0 se numeste ecuatie
polinomiald sau ecuatie algebrica asociata polinomului f(X).
Teorema 1.6 (teorema fundamentalia a algebrei). Orice ecuatie algebrica
agX" + a, X"+ 4a, X+a, =0
de grad mai mare sau egal cu unu si cu coeficienti complecsi are cel putin o radacina complexa.
2. Unele aplicatii ale metodei coeficientilor nedeterminati in algebra

Metoda coeficientilor nedeterminati poate fi aplicatd la rezolvarea unor exemple ce tin de
divizibilitatea polinoamelor, calcularea valorilor unor expresii numerice si algebrice, rezolvarea
unor ecuatii si inecuatii polinomiale, calcularea unor sume, descompunerea fractiilor rationale
regulate In fractii elementare.
Vom examina cateva exemple care pot fi generalizate pentru a forma abilitati de rezolvare a

problemelor prin metoda coeficientilor nedeterminati.
Exemplul 2.1. Pentru care valori ale parametrilor a si b polinomul
X*—Xx*—9x*+aXx—10
se divide la trinomul X2 + 2X + b?
Solutie. Conform formulei (1.3), vom reprezenta polinomul de gradul patru sub forma de produs de
polinoame de gradul doi:
X*—X%—9X?+aX—10=(X*+2X + b)(X* +pX +q),
unde p si g sunt coeficienti necunoscuti. Desfacem parantezele si grupam termenii pe langa aceleasi
puteri ale necunoscutei X':
X*—x3—o9x?+aXx—10=X*+(p+2)X*+ (g +2p + b)X* + (29 + bp)X + bg.

Identificam coeficientii in egalitatea de mai sus si obtinem:

pt+2=-1 p=-—3 E:—B‘_Eb
g+2p+b=-9 g=-3-b 1= b e
2g+bp=a 2g—3b=a a'_b_=_g
bq = —10 b2 +3b—10=0 [ﬁﬂ_z
Daca b, = —5, atunci a; = 19, iar daca b, = 2, atunci a, = —16.
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Raspuns: a, =19, b, = =5 sau a, = —16, b, = 2.
Exemplul 2.2. Sa se calculeze valoarea expresiei 9x + 11y — 6z + 7t + 5m, daca

{ 2x+3y—zt+t+m=4
—x+y+2z—3t—m = —3.

Solutie. Fie a si 8 coeficienti nedeterminati, atunci reprezentam:

9x+ 1ly—6z+7t+5m=a(2x+3y—z+t+m) + Bf(—x+ v+ 2z— 3t —m),
9x + 1ly—6z+ 7t +5m =

=2a—-Llx+ Ba+Bly+ (—a+2f)z+(a—3F)t+ (a —B)m.

Egalam coeficientii de pe langa x, v, z, t si m. Obtinem sistemul

9=2a—f

11=3a+f _
—6=—a+2f & {i—:41
7=a—3f8 )
S5=a—25b

Prin urmare, substituind « si £, avem
9x+ 11ly—6z+7t+5m=4-4+(—1)-(—3)=19.
Raspuns: 19.
Exemplul 2.3. Sa se determine valorile parametrului m, incat ecuatia
2¥* —4xX*-8X+m=0

sa aiba doua solutii reale distincte.
Solutie. Asa cum ecuatia are doar doud solutii reale distincte, atunci polinomul asociat ecuatiei
poate fi descompus in factori
2X%F —4xX? —8X +m=2(X—a)* (X - F),
unde e« si § sunt solutiile acestei ecuatii.

Desfacem parantezele si grupam termenii pe langa aceleasi puteri ale lui X:
2X —ax? —8X +m=2X+ (-28 — 4a)X* + (4aff + 2a*)X — 2a°f.

Folosim metoda coeficientilor nedeterminati si obtinem:

_4:2_2}92_4[2 ngz_z? F=2—2ﬂ!
_8 = 4af + 2a° = er[z—za]ﬂ+rz‘=—4 = 3a° —4a—4=0
m = —2a8 m=—2a"(2—2a) m = —2a*(2 — 2a)
f=2—-2a
[ a, =2 m, = 16
a,=-2/3  ~ |lm,=(-80)/27.

m= —2a(2— 2a)
Raspuns: m; =16 sau m, = —80/27.
Exemplul 2.4. Sa se demonstreze ca pentru orice valoare reala a lui x, are loc inegalitatea
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x*—4x? +12x% — 16x + 24 = 0.

Solutie. Inegalitatea poate fi demonstratd, dacd vom ardta ca polinomul asociat ecuatiei poate fi
reprezentat ca o suma de termeni pozitivi. Cu acest scop, vom reprezenta polinomul astfel
x*—4x?+12x* —16x+24 = (x* +ax + b)* +c,

unde a, b, ¢ sunt coeficienti necunoscuti. Desfacem parantezele si grupam termenii:

x*—4xd +12x? —16x+ 24 =x* + 2ax® + (2b + a*)x* + 2abx + b* +c.

Identificam coeficientii si obtinem:

2a = —4 g =—2
2b+a?=12 -

(=1 = .

2ab = —16 b_;
b+ c=24 €=

Avem inegalitatea (x* — 2x + 4)* + 8 = 0, care se realizeaza pentru toate valorile lui x.

In manualul pentru clasa a IX-a sunt propuse un sir de exemple care pot fi solutionate
folosind metoda coeficientilor nedeterminati [1, pp. 66, 69, 70, 71, 74, 79]. In Curriculumul la
matematica pentru liceu studierea polinoamelor si fractiilor algebrice este prevazuta in clasa a X-a
[8, p.14].

Unele exemple, care necesitd restrangerea patratului perfect pot fi rezolvate prin metoda
coeficientilor nedeterminati. In clasa a VII-a exemplele de acest tip se rezolva prin metoda
incercarilor [2, p. 82-86]. Metoda coeficientilor nedeterminati simplificad rezolvarea si permite

algoritmizarea acesteia.

< < P . =
Exemplul 2.5. Sa se aduca la o forma mai simpla expresia + 88 — 30v/7.
Solutie. Vom utiliza descompunerea

88— 30V7 = (a + BW7),
unde a si b sunt coeficienti necunoscuti. Avem:
88 — 30v7 = (a® + 7b%) + 2ab\/7,

Egalam coeficientii si obtinem

PR - e - |
b

-
 — — 2 — —
Prin urmare, gasim v 88 — 307 = w'l (5—3V7) =|5-3V7|=3V7-5.

Raspuns: 37 — 5.
Exemplul urmator poate servi drept caz particular pentru o suitd de generalizari.

Exemplul 2.6. Sa se calculeze suma
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bt
1-3 3-5 5-7 99 -101
Solutie. Vom nota
1
ﬂ.k: L
(2k—1)(2k+ 1)

atunci aceasta suma poate fi scrisa sub forma:

50 50
=2 %= Gi=n
= a’k = — .
- L (2k — 1)(2k+ 1)

Suma poate fi calculata folosind metoda coeficientilor nedeterminati. Reprezentam a,_ astfel:

1 A . B A(2k+1)+B(2k—1)
(2k—1)(2k+1) 2k—1' 2k+1  (2k—1)(2k+1) '

unde A si B sunt constante necunoscute. Proprietatea de egalitate a doua fractii rationale implica
AZk+1)+B(2k—1)=1 = (24A+2B)k+(A—B)=1.

Identificam coeficientii si obtinem sistemul

{2A+25=ﬂ - {B=—A {B=—1j2
A—B=1 A=1/2 A=1/2"
Astfel avem

1 _1 1 1 1
G 2k—1+zk+1 2\2k—1 2k+ 1/

1ar suma poate fi reprezentata astfel

N o e NN E
1[ _ 1] 50

2 101 101

- 50
Raspuns: —.
101

Astfel de exemple sunt utile cand se intentioneaza familiarizarea elevilor cu esenta metodei

inductive de descoperire a unor legitati matematice. Un sistem de exercitii la acest capitol este

prezentat in culegerea de probleme si teste pentru clasa a V-a [9, pp. 83-85]. Exercitiile propuse au

menirea sa dezvolte spiritul de observatie al elevului, permit realizarea de generalizari cu privire la

comportamentul unor siruri numerice particulare, formularea si verificarea unor ipoteze etc.

Cresterea gradului de dificultate al sarcinilor de acest tip poate fi realizatd prin diversificarea

relatiilor dintre termenii sumelor, marirea numarului de fractii elementare in care poate fi

descompusa o fractie complexa, introducerea la numitorul fractiei a factorilor ireductibili de gradul

al doilea etc. [12].

Exemplul 2.7. Sa se calculeze suma:
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- 1
ssz{k(H ) (k+2)(k+3)

Reprezentam a,, astfel:
1 A B C D
=—+ - - =
k(k+ 1D (k+2)(k+3) k k+1 k+2 k+3
A+ 1) (k+2)(k+3) + Bk(k +2)(k+ 3) + Ck(k+ 1)(k+3) + Dk(k + 1) (k + 2)
k(k+1)(k+2)(k+3) '
Atunci1=k3(A+ B+ C+ D) +k%(6A+ 5B+ 4C+3D) + k(114 + 6B + 3C + 2D) + 64.

Identificam coeficientii si obtinem sistemul:

A=

&
64 =1 1
A+B+c+D=0  JB=73
6A+5B+4C+3D =0 c=1
11A+ 6B+3C+2D=0 z
D=—=

Efectudnd transformarea fiecarui termen al sumei date si reducand termenii asemenea ai
sumei obtinute, vom avea o suma care usor poate fi adusa la o forma mai simpld sau adaptata la un

exemplu concret cu indicarea unei valori a lui n:

1 1 1 1 1 1 11 1
PR TP S S N T 7 S |
G 2 3 n4+1 n+2 n+3 2\2 n+4+2

3. Unele aplicatii in analiza matematica
Metoda coeficientilor nedeterminati poate fi aplicatd cu succes la calcularea unor integrale,
rezolvarea unor ecuatii functionale, rezolvarea unor ecuatii diferentiale.

Exemplul 3.1. Sa se calculeze integrala nedefinita
f[xa + 2x% + 5)e*dx. (3.1)

Solutie. Integrala (3.1) poate fi calculata aplicand de trei ori formula integrarii prin parti [3]

judv = uv —Jvdu.

Mai eficient ar fi sa calculam integrala (3.1) aplicand metoda coeficientilor nedeterminati [11]. Asa

cum sub semnul integralei figureaza un polinom de gradul trei, vom cduta primitiva sub forma
f[x3+zx2+5]exdx= (ax®+ bx*+cx + gle* +C, (3.2)

unde a, b, ¢, g sunt coeficienti necunoscuti ai polinomului, iar € este o constanta arbitrara.
Pentru a determina coeficientii necunoscuti din (3.2), derivam egalitatea de mai sus si

folosim proprietatea pentru integrala nedefinita ([ f(x)dx)" = f(x). Obtinem
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(x® + 2x2 + 5)e* = ((ax® + bx* + ex + g)e* + ),

(x®+2x*+5)e* = (3ax®+ 2bx +c+ 0)e* + (ax®+ bx® + cx + gle* + 0.

Simplificam aceasta egalitate cu ¥ si grupam coeficientii in membrul stang:
x¥+2x*+5=ax’+ (3a+b)x*+ (2b+ c)x+(c+ g).

Identificam coeficientii in egalitatea de mai sus si obtinem:

a=1 a=1
3a+bh=2 b=-1
2b+c=0 < Jc=2"
ct+g=>5 g=73

Substituim coeficientii determinati si gdsim valoarea integralei
J.[xa +2x% 4+ 5)e*dx = (x? —x?+ 2x +3)e* + C.

Raspuns: (x* —x*+ 2x + 3)e* +C.

Metoda poate fi aplicatd la rezolvarea unor ecuatii functionale. Prin ecuatie functionala vom
intelege 0 ecuatie In care functia necunoscuta este legata cu functia cunoscuta (datd) prin operatii de
obtinere a functiei compuse. In analiza matematica sunt cunoscute ecuatiile functionale:

- ecuatia lui Cauchy f(x+ v) = flx) + f(v);

- ecuatia lui D'Alambert f(x + v) + f(x — v) = 2f(x) - f(v);

- ecuatia lui Lobacevski f2(x) = f(x —y) - f(x + v).

Diverse aspecte ale metodologiei de abordare a procesului de rezolvare a ecuatiilor
functionale pot fi examinate in lucrarile [4, 5, 7].

Exemplul 3.2. Fie functia f: & — R satisface ecuatiei functionale
2F(x) + F(1—x) = x*°

Determinati f(x).
Solutie. Asa cum in membrul stang al ecuatiei asupra variabilei independente x si valorilor functiei
se efectueaza doar operatii liniare, iar In membrul drept al ecuatiei avem o functiei patratica, vom
presupune ca functia f(x) la fel este patratica:
flx) =ax®+bx +c,
unde a, b, ¢ sunt coeficienti reali necunoscuti. Substituim aceasta functie in ecuatia functionala si
obtinem

2ax*+bx+c)+a(l—x)*+b(l—-x)+c=x* =
3ax®+ (b—2a)x+ (a+b +3c) = x%

Identificam coeficientii in egalitatea de mai sus si obtinem:
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Ja=1 a=1/3
b—2a=0 < |b=2/3
a+b+3c=0 c=-—1/3.

Astfel, functia cautata are forma

(j—lf+2 1
fx_z'.x 3% 73

si este solutia ecuatiei functionale.
Raspuns: f(x) = (x* + 2x — 1)/3.
Exemplul 3.3. Si se afle solutia ecuatiei diferentiale y'" — x3y' — xy =x%+ 2xe* + 7 cu
conditiile initiale v(0) =5 si ¥'(0) = 8.
Solutie. Ecuatia examinatd are forma
y'+px)y +alx)y=0, (3.3)

in care coeficientii pot fi considerati sume ale unor serii de puteri

+o= +oo
P =) pxt, a=) g
k=0 =0

convergente in careva interval (—r,r) al axei reale. Pentru orice conditii initiale ¥(x,) = v, si
¥'(x,) = vy, ecuatia (3.3) poseda in intervalul (—r,r) o unica solutie de forma
v=a,+ta;x ta,x*+ax+axt+o+a x4+ (3.4)
Coeficientii a, din (3.4) pot fi determinati cu ajutorul metodei coeficientilor nedeterminati [10].
Derivam seria (3.4) termen cu termen de doua ori in intervalul {(—r, ), obtinem:
¥ =a; +2a,x +3a3x* + 4a,x* + -+ ka x4,
y'=1-2a,+2-3a;x+3 4ax’+ -+ k(k— Da,x*2 + -,
Tinand cont de conditiile initiale (x, = 0; y, = 5; ¥, = 8), aflam a, = 5 si a, = 8. Substituind
expresiile pentru v, ¥' si ¥ in ecuatia data, obtinem:
2a, + 6ayx + 12a,x* + 20a.x? + - + k(k — Da,x* 2+ - —
—x3(84 2a,x + 3ayx* + da,x¥ + -+ ka xF T4 ) —
—x(5+8x+a,x* +ax? +ax*+-+axt4)=
, x  x* x° x*

=x* +2x(1+ﬂ+5+§+ '"+a+ ---)+?.
Grupam termenii de pe 1anga aceleasi puteri a necunoscutei x:
2a, + (6a; — 5)x + (12a, — 8)x* + (20a; — 8 — a,)x® +
+(30a, — 2a, —az)x*+ - =7+ 2x +3x7 + x4+ %x“ + %xE + -
Egaland coeficientii de pe langa puterile respective ale lui X, avem:

2a,=7, 6a; —5=2, 12a,—8=3, 20a. —8—a, = 1,
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Sau

1o

r

=, ﬂ’E = —

7 7 11 7

r ﬂr.; —_ a’E =,

2 6 12

Solutia ecuatiei diferentiale a fost obtinuta sub forma de serie de puteri

11 7

7 . 7
}==5+Bx+ix‘+gx3+ o — x4

et
12 40

Am obtinut solutia particulara a ecuatiei diferentiale reprezentata printr-0 serie de puteri.

y 7 5 7 11 7
Rdspuns: }r=5+Bx—|—;x‘+gx3+1—ﬂx4_5x5+..._

In concluzie, putem afirma ca punerea in relatie a diverse procedee si tehnici de rezolvare a

unor problem particulare, sistematizarea informatiilor cu privire la aplicarea lor in diverse

compartimente ale matematicii se poate incununa cu elaborarea unor generalizari de ordin

metodologic. In educatia matematica aceasta reprezinti o cale de formalizare a rationamentelor.

O conditie pentru eficienta metodei este ca sd rezulte dintr-o teorie anterioard, verificata in

practicd. Metoda este strans legatd de continuturile cercetate, de cele mai intime particularitati ale

acestora. Particularizarea sau adecvarea metodei la obiect permite dezvaluirea tezaurului de

proprietati ale categoriilor (claselor) de obiecte examinate, rationamentele fiind realizate deja la un

alt nivel cognitiv.
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CARACTERISTICILE PROCESULUI DE FORMARE A COMPETENTEI MATEMATICE
LA VIITORII iNVATATORI Al CLASELOR PRIMARE

HAJDEU Mihaela, doctoranda,
Universitatea de Stat din Tiraspol
BORDAN Valeriu, doctor, conf. univ.,
Universitatea de Stat din Tiraspol

Rezumat. Competenta matematica este un concept destul de abordat atdt la nivel national prin prisma
evaludrilor nationale cat si la nivel international prin evaludrile TIMSS, PISA, etc. In acest context un rol
important il constituie nivelul de pregdtire al cadrelor didactice in domeniul matematicii, in special al
invatatorilor din invatamdntul primare, care pun baza procesului instructiv-educativ. Astfel, acest articol
scoate in evidenta caracteristicile procesului de formare a competentei matematice la viitorii invatatori ai
claselor primare, care urmeaza sd predea aceasta disciplind academicd in invatamdntul primar.

Cuvinte - cheie: competenta matematicd, invatamdnt primar, invatator.

Abstract. Mathematical competence is a concept quite approached both at the national level in terms of
national assessments and at the international level through TIMSS, PISA, etc. assessments. In this context,
an important role is played by the level of training of teachers in the field of mathematics, especially of
teachers in primary education, which form the basis of the instructive-educational process. Thus, this article
highlights the characteristics of the process of training mathematical competence in future primary school
teachers, who are to teach this academic discipline in primary education.

Keywords: mathematical competence, primary education, teacher.

La etapa actuala, mereu in schimbare, educatia a trecut si ea printr-un sir de modificari
orientandu-se spre dezvoltarea umana libera, spre initiativa creativa, spre independenta elevilor,

competitivitate si mobilitatea viitorilor specialisti. In acest sens se poate observa ci desi elevii din
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