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MATEMATICA: STIINTA, ARTA, JOACA SI VOINTA

BALANESCU Silviu, COJANU Veronica-Elena,

Liceul Teoretic ,,Dante Alighieri”, Bucuresti, sector 3
Rezumat. In articol sunt examinate diverse exemple din viatd in care se regdsesc simetrii matematice,
numite si ,,rapOrtul de aur”, sau algebra lui phi, unde ¢p=1,618. De asemenea sunt propuse diverse tipuri de
activitati de compunere a problemelor de catre elevi, in scopul dezvoltarii creativitatii, dar sunt si rezolvate
unele exemple.
Cuvinte-cheie: matematica, raport, proportie, sectiune, problemad.
Abstract. The article examines various examples from life in which mathematical symmetries are found,
also called the "golden ratio", or the algebra of phi, where ¢=1,618. Various types of activities for
composition of problems by students are proposed, in order to develop their creativity, and also some
examples are solved.

Keywords: mathematics, ratio, proportion, section, problem.

1. Stiinta...si arta!
Numairul de aur

,Frumusetea se afla in ochii celui care priveste” asa cum afirma romanciera Margaret Wolfe
Hungerford acum 134 de ani sau poate fi explicata rational si determinatd matematic? Frumusetea
este subiectiva, irationald si inexplicabilda sau este rezultatul aplicarii simetriilor si modelelor
matematice precise? Intr-adeviar frumusetea este subiectiva! Dar in cele mai convingitoare perfect
balansate si de impact creatii vizuale se regdsesc in mod evident simetrii matematice. Ce au in
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comun aranjamentul petalelor unui trandafir, dispunerea semintelor intr-o floare a soarelui,
broccoli-ul chinezesc, pictura lui Salvador Dali ,,Cina cea de taina“, ,,Omul vitruvian“ al lui
Leonardo da Vinci, cochiliile spiralate ale molustelor, vortexul unei galaxii si traiectoria soimilor
cand coboara spre prada?

Toate aceste exemple, foarte diverse, au in comun ,numarul de aur®, ,raportul de aur®,
»sectiunea de aur® sau ,,sectiunea divina“. Algebra lui ¢ este la fel de uluitoare ca si aparitiile sale in
formele naturii si este in stransa legatura cu un sir de numere si el foarte prezent in lumea Vviului, n
phyllotaxis-ul (,,aranjarea frunzelor in greaca) plantelor, la petalele multor flori, in solzii
ananasului si ai conurilor de brad, in arborele genealogic al trantorului, in structura bronhiilor, ca si
in molecula ADN-ului uman: sirul Iui Fibonacci.

In anul 1860, fizicianul si psihologul Gustav Theodor Fechner a demonstrat printr-un
experiment predilectia oamenilor cétre raportul de aur (golden ratio). Experimentul s-a realizat cu
ajutorul a 10 dreptunghiuri de dimensiuni si rapoarte intre laturi diferite. Subiectii au indicat cu
preponderenta ca fiind cel mai ,,placut ochiului”, ,,dreptunghiul de aur”, cel cu raportul de 1,618

intre laturi.

Sirul lui Fibonacci: O’o’o,e,e,e,o,@,@,@;@;@...l

D_
S-amm ©® @ O am

= 1,61803398874...

® @_
S 2 _am
© Sam ©

Acelasi raport de aur se regaseste si intre numerele din sirul lui Fibonacci. De fapt raportul de
aur poate fi observat in absolut orice: stiintd muzicd, arhitecturd, natura, astronomie, corpul uman,
animale, plante, sistem solar si implicit in artd...Omniprezenta lui este extraordinard. De asemenea
extraordinar este si impactul pe care acest raport de aur il are asupra perceptiei umane. Raportul de
aur se regaseste inclusiv in ADN —ul uman...in consecintd, predilectia oamenilor catre simetria de
aur poate fi consideratad ca fiind implicita! Omenirea utilizeaza de multe ori involuntar raportul de
aur in propriile creatii de arta, arhitectura, culori, design si chiar in muzicd tocmai pentru a obtine
sau regasi armonia si frumusetea pe care le au ,,scrise” in codul genetic.

Definitie matematica:
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Sectiunea de Aur a segmentului a+b din desen este realizata atunci cand raportul dintre a+b si
a este egal cu raportul dintre a si b. In aceast ilustratie a este numit "extrema ratie", iar b este numit
,,medie”.

Euclid I-a denumit pe @ ca fiind simpla impartire a unui segment de dreapta in ceea ce ¢l a
numit "medie" si "extrema ratie". latd cuvintele lui: "Spunem ca un segment de dreaptd a fost
impartit in medie si extrema ratie atunci cand segmentul intreg se raporteaza la segmentul mai mare
precum se raporteaza segmentul cel mare la cel mai mic".

Cu alte cuvinte, in imaginea din dreapta, daca (a+b)/a=a/b atunci segmentul a+b a fost
impartit intr-o sectiune de aur cu simbolul @.

In cartea ,, Sectiunea de Aur: Povestea lui Phi, cel mai uimitor numdr" de Mario Livio apare
urmatorul pasaj:

,»Atata cat pot eu afirma trecand 1n revista mare parte din efortul de reconstituire a faptelor,
acest termen a fost folosit pentru prima data de Martin Ohm (fratele faimosului fizician Georg
Simon Ohm, cel care a dat numele legii Ohm din electromagnetism), in a doua editie din 1835 a
cartii sale «Die reine Elementar-Mathematik» (Matematica pura elementarda). Ohm scrie la subsol:
«Aceastd Tmpartire a unui segment de dreaptd in asemenea mod este numit in mod curent ,,sectiune
de aur”». Aceasta aratd ca nu el ar fi inventat termenul, ci cd folosea o denumire general acceptata.
Faptul ca el n-a folosit-o si in prima editie a cartii sale in 1826 sugereaza cel putin ca denumirea de
Sectiune de Aur (in germana «Goldener Schnitty) si-a dobandit popularitatea abia prin anul 1830.
Eventual denumirea fusese folosita si mai inainte in cercuri nematematice. Indubitabil este insa ca,
in urma cartii lui Ohm, numele «Sectiune de Aur» a inceput sd apard in mod frecvent in literatura.

Desi Proportia de Aur nu explica orice structura sau model din univers, este cu siguranta un
jucdtor major. Aici sunt citeva exemple.

1. Petalele de flori

Numarul petalelor la o floare urmeaza consistent Sirul lui Fibonacci. Exemple
faimoase includ crinul, care are trei petale, piciorul-cocosului, care are cinci, cicoarea cu 21,
margareta cu 34, si asa mai departe. Phi apare in petale datoritd aranjamentului ideal de
impachetare, asa cum este selectat de procesele darwiniene; fiecare petald este plasata la 0,618034
din circumferinta (dintr-un cerc de 360°), permitand cea mai buna expunere la lumina soarelui si la
alti factori.

2. Capetele (mdciuliile) cu seminte

Capitul unei flori este supus si el proceselor fibonacciene. In mod tipic, semintele sunt

produse in centrul florii si apoi migreaza catre exterior, pentru a umple tot spatiul. Floarea-soarelui

furnizeaza un exemplu excelent al acestor modele spiralate.
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In unele cazuri, capetele cu seminte sunt atat de strins inghesuite, incat numarul total poate fi destul
de mare — pana la 144 si chiar mai mare. Si cand aceste spirale sunt numarate, totalul tinde sa se
potriveascd unui numdr Fibonacci. Interesant, un numar puternic irational este necesar pentru a
optimiza umplerea unui spatiu (adicd un numar care nu este bine reprezentat printr-o fractie). Phi se
potriveste destul de bine sarcinii.
3. Conurile de pin/brad

In mod similar, semintele de pe un con sunt aranjate intr-un tipar in spirala.

Fiecare con consta intr-o pereche de spirale, fiecare rasucindu-se spre in sus si in directii opuse.
Numarul de pasi se va potrivi aproape intotdeauna unei perechi de numere Fibonacci consecutive.
De exemplu, un con 3-5 este unul pe care spiralele se vor reintalni in spate dupa trei pasi pe spirala
stanga si 5 pasi pe cea dreapta.
4. Fructe si legume

La fel, modele spiralate similare pot fi gésite pe ananas si conopida.

5. Ramurile copacilor
Sirul lui Fibonacci mai poate fi vazut in modul in care se formeaza sau se ramifica ramurile
copacilor. Un trunchi principal va creste pana produce o ramurd, care creeaza doua puncte de
crestere. Apoi, una dintre noile tulpini se va ramifica in doud, in timp ce cealaltd rdmane latenta.
Acest model de ramificare este repetat pentru fiecare dintre noile tulpini. Un bun exemplu este
coada-soricelului (Achillea ptarmica). Sistemele radacinilor si chiar si algele prezintd acest model.
6. Cochiliile '
Proprietatile unice ale Dreptunghiului de Aur oferd incd un exemplu. Aceasta
forma, un dreptunghi in care raportul laturilor A/B este egal cu proportia de aur
(phi), poate avea ca rezultat un proces de cuibarire care poate fi repetat la infinit —

si care ia forma unei spirale. Este numita spirala logaritmicd si abunda in natura.

Cochiliile melcilor si ale nautilusilor urmeaza spirala logaritmicad, cum face si cochlea urechii
interne. Mai poate fi vazuta si la coarnele anumitor specii de caprad si la forma unor panze de
paianjen.
7. Galaxiile spirale

Nu este surprinzator ca galaxiile spirale urmeaza si ele modelul familiar
Fibonacci. Calea Lactee are cateva brate spirale, fiecare dintre ele fiind o spirala

logaritmica de circa 12 grade. Ca o remarca secundara interesanta, galaxiile spirale

par sa sfideze legile fizicii newtoniene. Inca din 1925, astronomii au realizat ca,
intrucét viteza unghiulard de rotatie a discului galactic variazd cu distanta fata de centru, bratele
radiale ar trebui sa devina curbate, pe masurd ce galaxia se roteste. Ulterior, dupa cateva rotatii,

bratele spirale ar trebui sa se infasoare in jurul unei galaxii. Dar ele nu o fac — de aici asa-numita
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problema a Infasurarii. Stelele din exterior, se pare, se misca cu o viteza mai mare decat era de

asteptat — o trasatura unica a cosmosului, care ii permite sa isi retind forma.

8. Uraganele
9. Fetele

Fetele, atat cele umane, cat si cele non-umane, abunda de exemple ale Proportiei de Aur. Gura
si nasul sunt fiecare pozitionate la sectiuni de aur ale distantei dintre ochi si capatul de jos al
barbiei. Proportii similare pot fi vazute din lateral, si chiar Insdsi in ceea ce priveste ochiul si
urechea (ce urmeaza de-a lungul unei spirale). Este demn de notat ca fiecare corp PG
al unei persoane este diferit, dar ca mediile prin sectiunea statistica a unei populatii
tind catre ,,phi”. S-a mai spus si ca, cu cat mai strans adera proportiile noastre la
,phi”, cu atat mai ,,atractive” sunt percepute acele trasaturi. Ca un exemplu, cele -
mai ,,frumoase” zdmbete sunt cele in care incisivii centrali sunt cu 1,618 mai lati e
decat incisivii laterali, care sunt cu 1,618 mai lati decat caninii, si asa mai departe. Este destul de
posibil ca, dintr-o perspectiva evolutiv-psihica, sa fim pregatiti sa ne placa formele fizice care adera
la proportia de aur — un potential indicator al unei bune forme fizice si capacitati de reproducere.

10. Degetele

Privind la lungimea degetelor, fiecare sectiune — de la varfuri pana la incheietura — este mai

mare decat cea precedenta cu aproximativ proportia ,,phi”.

11. Corpurile animalelor

Chiar si propriile noastre corpuri prezinta proportii care sunt
asemandatoare numerelor Fibonacci. De exemplu, masurile de la ombilic pana la podea si din varful
capului pand la ombilic au intre ele proportia de aur. Corpurile animalelor prezinta tendinte
similare, inclusiv delfinii (ochii, aripioarele si coada se incadreaza, ca proportii intre ele, ca Sectiuni
de Aur), stelele de mare, aricii de mare, furnicile si albinele.

12. Dinamicele reproductive

Vorbind de albine, ele urmeaza Sirul lui Fibonacci in alte moduri interesante. Cel mai profund
exemplu este cel al impartirii numarului de femele dintr-o colonie la numarul masculilor (femelele
intotdeauna depasesc numeric masculii). Raspunsul este tipic ceva foarte apropiat de 1,618. In plus,
arborele genealogic al albinelor urmeaza si el acelasi model familiar. Masculii au un parinte (o
femela), in timp ce femelele au doi parinti (o femela si un mascul). Deci cand se ajunge la arborele
genealogic, masculii au 2, 3, 5 si 8 bunici, strdbunici, strd-strdbunici, respectiv stra-strd-
strd.......strabunici. Urmand acelasi model, femelele au 2,3,5,8,13 si asa mai departe. Dupa cum s-a
notat, fiziologia albinei urmeaza si ea destul de strans Curba de Aur (spirala logaritmica).

13. Modelele de lupta ale animalelor
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Cand un soim se apropie de prada, vederea cea mai buna este dintr-un anumit unghi al
directiei de zbor — un unghi care este la fel ca cel al pasului spiralei.
14. Uterul

Potrivit lui Jasper Veguts, ginecolog la Spitalul Universitar Leuven din
Belgia, doctorii pot spune daca un uter arata normal si sdnatos, bazandu-se pe dimensiunile relative
ale acestui organ — dimensiuni ce aproximeaza proportia de aur.
2. Joaca... si vointa!
Probleme de creativitate...si vointa

Creativitatea este forma cea mai inaltd, mai complexa a comportamentului uman. O traditie
inca neinlaturatd complet lasd pe seama matematicii scolare, implementarea in comportamentul
elevului a disciplinei si rigorii gandirii, pe cand antrenarea imaginatiei si a ,,zborului” este lasatd pe
seama stiintelor umaniste. Existd temerea ca practicarea matematicii ar duce la o oarecare ingustime
a spiritului. Exemplul lui Ton Barbu, dar si cel al altor matematicieni al caror condei este comparabil
cu al unui om de litere, este privit ca fiind celebra exceptie care ar confirma regula. Gandirea
creatoare se dezvolta in mod deosebit prin rezolvarea unor probleme care solicita strategii atipice,
inventate si prin compunerea de probleme. O problemd este sau nu creativa, in functie de varsta,
experienta si capacitatea intelectuald a elevului. Compunerea de probleme reprezintd o treapta
superioara de dezvoltare a gandirii creatoare, de legare a teoriei de practica. Pentru ca elevul sa
elaboreze textul unei probleme este necesar sa gaseasca imprejurdrile corespunzatoare, sa-si
imagineze actiunea, sa aleagd datele numerice in concordanta cu realitatea, sa stabileasca solutii
aritmetice corespunzatoare Intre informatiile date si sa formuleze intrebarea problemei.
Exemple de creativitate in matematica:

1. Compuneri de probleme dupd o actiune sau o poveste

2. Compuneri de probleme dupa desene. Creativitatea se manifesta in transpunerea datelor din
desen in relatii matematice si in gasirea a cat mai multe variante de probleme. Elevii trebuie
stimulati sa inventeze probleme cat mai originale sau sa le complice.

3. Compuneri de probleme dupa modelul unor probleme rezolvate anterior

4. Alcatuirea de probleme dupa intrebari date. Creativitatea va fi stimulatd prin necesitatea
gasirii unor domenii cat mai variate.

5. Completarea (formularea) intrebarii unei probleme. Folosind aceasta forma de activitate in
perioada in care elevii invatd sd desprindd din continutul problemei enuntul de intrebare, se
realizeaza constientizarea cunostintelor cu privire la elementele componente ale unei
probleme, se conving elevii de necesitatea separarii intrebarii de enunt in rezolvarea ulterioara
a problemelor. Gasirea de iIntrebari noi contribuie la dezvoltarea imaginatiei, a gandirii

divergente si flexibile.
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6. Compuneri de probleme dupa scheme

a) Scheme simple ce pornesc de la relatiile dintre datele problemei, ajungandu-se la
intrebarea problemei (metoda sinteticd);

b) Scheme alcatuite pe calea metodei analitice (pornind de la intrebarea problemei): c)
Scheme fara indicarea operatiilor;

7. Complicarea treptata a unei probleme. Se cere elevilor sa adauge date si sa completeze
enuntul, fiind solicitati sd creeze relatii, sa-si pund in valoare cunostintele despre realitatea
practica.

8. Rezolvarea problemelor prin mai multe metode. Acesta este un mijloc eficient de antrenare a
gandirii creatoare, care necesitd o gandire logica bine dezvoltatd, pentru a putea vedea
rationamentul 1n intregime, pentru a putea gasi noi relatii intre aceleasi cantititi, marimi,
valori.

9. Probleme in care cautarea solutiei se face prin incercare-eroare-reglare. Pentru rezolvarea
unei astfel de probleme, elevul trebuie sa aleagd dintre mai multe variante pe cele mai
potrivite. Pentru aceasta trebuie sd formuleze ipoteze, sa analizeze, sd tragd concluzii, sa
descopere calea ce duce la rezultatul cautat. In aceastd activitate se manifestd gandirea
probabilistica si cea deductiva.

10. Probleme specifice de logica si perspicacitate. Acest tip de probleme este mai dificil. Este
necesara o reflectare mai atentd asupra continutului, selectarea cu precizie a intrebarii,
retinerea informatiilor care ajutd la rezolvarea problemei. Se dezvolta gandirea logica, atentia,
capacitatea de a descoperi pistele false, spiritul de initiativa si observatia, deprinderea de a
lucra corect si rapid.

Exemple:
a) Cate degete sunt la 0 mana? Dar la doud maini? Dar la 10 maini?
b) O punte rezista la cel mult 70 kg. Un om care avea 69 kg si 800 g si ducea in mana doud mere
de 200 g fiecare, a traversat puntea dintr-o data , fara sa se rupa. Cum a procedat?
Rispuns: Din momentul in care a pasit pe punte si pand a parasit-o, a jucat merele aruncandu-le in
aer, in asa fel Tncat avea Tn mand doar un mar, celdlalt fiind 1n aer. Astfel nu a depasit greutatea
admisa.
c) Cum am putea scadea pe 22 din 20, ca sd obtinem 88?
Réaspuns: XX - (cifre romane)
22
88
d) Zboara un card de gaste: o gasca in fata, doua in spate, doud in fata, una intre doua si trei in sir.

Cate zboara in total?
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Sfera procedeelor pentru compunerile de probleme si rezolvarea lor prin muncd independenta,
nu este limitatd. Scopul rdmane acelasi: dezvoltarea creativitdtii gandirii elevilor, asigurarea
succesului spre domeniul cercetdrii stiintifice care se bazeaza, in primul rand, pe matematica.
Concluzii

Ca factori structurali, cele doud categorii de insusiri psihice, aptitudinea matematica si
creativitatea raman interdependente. Creativitatea inClude in structura sa elemente identice sau
apropiate celor decelate in alcatuirea aptitudinilor matematice: sensibilitatea fatd de necunoscut,
fluenta, flexibilitatea si originalitatea proceselor cognitive, capacitatea de percepere si reprezentare
spatiald, atitudinea activda fatd de nou, curiozitatea epistemica ridicatd, interesul pentru

problematica.
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AHHOTaIUA. B cmamve paccmampusaiomcs 0CoOeHHOCMU NPUMeHeHUsl OALTbHO-PelimuH2080U CUCEeMbL 8
npoyecce KOHMPOsL 3HAHULL CMYOeHmog 6y3da. bannbho-peiimuneoeas cucmema NO36078em NOGbICUNMb
MOMUBAYUIO CTYOEHMO8 K U3VHEHUI0 OUCYUNTUHDL.

KuroueBble ¢JI0BA. OA1LIbHO-peumuHe08as cucmemd, oyeHKd 3Hanull, yueonas 0esameabHoCmb.

Rezumat. In articol se abordeazi particularitdtile implementdrii sistemului de evaluare prin punctaj-
clasament in procesul de monitorizare a cunostintelor studentilor. Sistemul de evaluare prin punctaj-
clasament permite cresterea motivatiei elevilor de a studia disciplina.

Cuvinte - cheie: de evaluare prin punctaj-clasament, evaluarea cunostintelor, activitati educagionale.
Annotation. The article discusses the features of the use of the point-rating system in the process of
monitoring the knowledge of university students. The point-rating system allows to increase the motivation of

students to study the discipline.
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