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In aceasta lucrare este rezolvata conjectura P +; + .

Cuvinte-cheie: Ecuatii diofantiene, solutii naturale

Abstract
In this paper is solve of the conjecture % = i +$ + f .
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In teoria numerelor se studiaza intens ecuatiile diofantiene [1-5],ecuatii ce admit doar

solutii intregi. In literatura de specialitate este bine cunoscuti conjectura: pentru care

numere naturale m,n existd numerele naturale x, ¥,z, incat sd se verifice egalitatea

1 1 1 o . . o -
== ;—l— . +E—. Dacda m = 4, atunci avem conjectura Erdos- Strauss. Daca m = 5, atunci

n

avem conjectura Sierpinski. Daca m =6, 7 atunci avem conjectura Aigner.
1 1 1

- - - . 0
In lucrarea data se rezolva conjectura — = - ST o

Teorema 1. Ecuatia
10 1 1 1

6 x vy =z
are solutiile (x, v,z) € {(1.3,3),( 1.2,6)}.

. . . 10 .
Demonstratie. Vom considera ca z = v = x. Deoarece = —, rezultd cax = 1.

6 H

ol

1,1 ,1 .3 . 10 _ 3 .
Analog, =+=+-=<- Atunci —=—, de unde x = 1. Decix € {1}.
x ¥ = x & x
Fie = 1. Substituim si obtinem ecuatia
1,1 _ 2

¥y = 3

Din aceasta ecuatie rezulta
_ ¥+3
z=1+ E—
Observam, ca pentru 2y — 3 == v + 3, ecuatia data nu are solutii naturale. Rezulta ca
¥ =6. Atunci ¥ € {2,3,45,6}. Daca ¥y =2, atunci z = 6. Daca ¥ = 3, atunci z = 3. Daca

v =4, atunci nu avem solutii intregi. Daca ¥ = 5, atunci nu avem solutii intregi. Daca
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¥ =6, atunci z = 2. Observam ca orice permutare de solutii este solutie a ecuatiei initiale.
Teorema este demonstratad.

Teorema 2. Ecuatia

10 1 1 1

7 x ¥y =

nu are solutii Tn multimea numerelor naturale.

. R o 1 10 o o
Demonstratie. Vom considera cd z = y = x. Deoarece -< 5 rezulticd x = 1.
1 1 1 3 .1 3 R
Analog, ;+;+z—£ — Atunci —=—, de unde x = 2. Decix & f1,2%

Avem urmatoarele cazuri:
1.Fie x = 1. Substituim si obtinem ecuatia

1 1 3

" to==o

Din aceasta ecuatie rezulta
y+14

z=2+ o

Observam ca pentru 3y — 7 = ¥ + 14, ecuatia datd nu are solutii naturale. Deci obtinem
¥ =13, Atunci ¥ € {3,4,....,11}. Prin verificari se demonstreaza ca, numarul z nu este un

numadr natural. Deci ecuatia nu are solutii naturale.
2. Fie x = 2. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 _ 13

¥y B 14
Din aceasta ecuatie, rezulta ca
v+ 14

13y — 14
Observam ca pentru 13y — 14 == y + 14, ecuatia datd nu are solutii naturale. Deci

obtinem ¥ = 2. Atunci y € {2}. Prin verificdri se demonstreaza ca, numarul z nu este un

z=1+

numar natural. Deci ecuatia nu are solutii naturale. Teorema este demonstrata.
Teorema 3. Ecuatia
10 1 1 1
9 x'y z
are solutiile (x,v,z) € {(1,10,90),( 1,12,36),( 1,18,18),( 2,2,9)].

. - o 1 i o
Demonstratie. Vom considera ca z = y = x. Deoarece ;ﬁ:?, rezulta cax = 1.
1 1 1 3 . 1 3 .
Analog, -t , t-o=- Atunci o<, de unde x = 2 Deciavem x € {1,2}.

Astfel pentru x avem urmatoarele cazuri:

1. Fie = 1. Substituim si obtinem ecuatia

1 1 1
S+c=2
5

y oz

Din aceasta ecuatie rezulta
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21
z=1+ oy
Observam ca pentru y € {10,12,18,36,100}, ecuatia datd nu are solutii naturale. Daca

y =10, atunci z = 90.Daca v = 12, atunci z = 36.Daca v = 18, atunci z = 18. Pentru

celelalte valori ale lui ¥ ecuatia nu are solutii naturale.

2. Fie x = 2. Substituim si obtinem ecuatia
1,1_11

y =z 18
Din aceasta ecuatie rezulta
Fytis
11y—18"
Daca 11y — 18 = 7y + 18, ecuatia data nu are solutii naturale. Deci obtinem ¥ = 9.

z=1+

Atunci y € {2,4,....,9}. Dacay = 2, atunci z= 9.Dacay =9, atunci z = 2. Observam ca
orice permutare de solutii este solutie a ecuatiei initiale. Teorema este demonstrata.

Teorema 4. Ecuatia
10 1 1 1

11 x v =
nu are solutii Tn multimea numerelor naturale.

. . . 1 10 ..
Demonstratie. Vom considera ca z = v = x. Deoarece . < 3 rezultd ca x = 2,
1 1 1 3 . 1o 3 .
Analog, ;+;+z—£ — Atunci T =— de unde x =< 3. Deciavem x € {2,3}.

Avem urmatoarele cazuri:

1. Fie = 2 . Substituim si obtinem ecuatia
1,1_ 5
¥y = 22’
Din aceasta ecuatie rezulta
4y +a4
z=2+4+2"
Sy —22

Observam, ca pentru 9y — 22 > 4y + 44, ecuatia datd nu are solutii naturale. Deci

obtinem y = 13. Atunci y € {3,4,....,13}. Prin verificdri, numarul z nu este un numar

natural. Deci ecuatia nu are solutii naturale.
2. Fie x = 3. Substituim si obtinem ecuatia
1,1_ 15

y =z 33
Din aceasta ecuatie rezulta
14y + 33
19y — 33
Observam ca pentru 19y — 33 == 14y + 33, ecuatia datd nu are solutii naturale. Deci

.Z=

obtinem ¥ =13, Atunci ¥ € {2,4,....,13}. Prin verificdri, numarul z nu este un numar

natural. Deci ecuatia nu are solutii naturale. Teorema este demonstrata.

Teorema 5. Ecuatia
10 1 1 1

E_x}rz

290



are solutia (x,v,z) € {(2,52,4)}.

. . . 1 _ 10 . .
Demonstratie. Vom considera ca z = v = x. Deoarece . = o rezultd ca x = 2.
1 1 1 3 . 1] 3 .
Analog, ;+;+3—£;. Atunci <, de unde x = 3. Deci avem x £ {2,3}. Astfel

pentru x avem urmatoarele cazuri:
1.Fie x = 2 . Substituim si obtinem ecuatia

1,17
¥ + z 26

Din aceasta ecuatie, rezulta
Sy 478

z=34+ —.
Ty —26

Observam ca pentru 7y — 26 > 5y + 78, ecuatia datd nu are solutii naturale. Deci
obtinem ¥ = 52. Atunci y € {4,....,52}. Daca y =4, atunci z = 52. Daca ¥y = 52, atunci
z = 4. Pentru celelalte valori ale lui ¥ ecuatia nu are solutii naturale.

2. Fie x = 3. Substituim si obtinem ecuatia

1,1 _ 1%

y 'z 33
Din aceastd ecuatie, rezulta
14y + 33
z=1+——
19y — 33
Observam, cd pentru 19y — 33 = 14y + 33, ecuatia datd nu are solutii naturale. Deci
obtinem v = 13, Atunci y € {2,4,....,13}. Pentru aceste valori ecuatia nu are solutii naturale.

Observam, ca orice permutare de solutii este solutie a ecuatiei initiale. Teorema este
demonstrata.

Teorema 6. Ecuatia
10 1 1 1

16 «x y oz
are solutiile
(x,v,2) € {(2972),(2,10,40),( 2,12,24),( 2,16,16),( 3,4,24),( 3,6,8),( 44,8)}

. . - 1 _ 10 .
Demonstratie. Yom considera ca z = y = x. Deoarece ;f: %’ rezultd ca x = 2,
1 1 1 3 . 10 3 .
Analog, - +; + o= Awnci < de unde x =< 4.Deci avem x £ {2,3,4}. Astfel

pentru x avem urmadtoarele cazuri:
1.Fie x = 2 . Substituim si obtinem ecuatia
1,1_1
; + z = =
Din aceasta ecuatie rezulta
z=8+—,
¥—8

Observam ca y € {9,10,12,16,24,40,72}
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Daca v =9, atunci z = 72.Daca v = 10, atunci z = 40.Daca v = 12, atunci z = 24.
Daca y = 16, atunci z = 16. Daca v = 24, atunci z = 12. Daca ¥y = 40, atunci z = 10.
Daca y =72, atunci z = 9.

2. Fie x = 3 Substituim si obtinem ecuatia
1,17

y 5 4

Din aceastd ecuatie rezulta

Daca 7y — 24 = 3y + 72, ecuatia datd nu are solutii naturale. Deci obtinem v = 24.
Atunci v € {4,5,....23,24}. Daca v = 4, atunci z = 24. Dacid v = 6, atunci z = 8. Daci
¥ =8, atunci z = 6.Daca ¥ = 24, atunci z = 6. Pentru celelalte valori ale lui v, ecuatia nu

are solutii naturale.

3. Fie x = 4 Substituim si obtinem ecuatia
1 1

3
¥y =z &
Din aceasta ecuatie rezulta
z=2+272
Daca 3y — 8 = 2y + 16, ecuatia data nu are solutie. Deci obtinem y > 24. Atunci
vE{34,..2324} Daciyv =3, atunci z = 24. Daca v =4, atunci z = 8. Daci v = 8§,
atunci z = 4. Daca ¥ = 24, atunci z = 3. Pentru celelalte valori ale lui v, ecuatia nu are

solutii naturale. Observam, cd orice permutare de solutii este solutie a ecuatiei initiale.
Teorema este demonstrata.
Concluzie. Teoremele 2, 4 prezentate mai sus demonstreaza ca conjectura formulata

este falsd. Teoremele 1,3, 5, 6 demonstreaza ca pentru unele valori naturale 1, ecuatia
10

1 1 1 .. . . < < -
— = = +;+; are solutii naturale, deci conjecturd este adevarata.
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