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Rezumat 

În această lucrare este rezolvată conjectura . 

Cuvinte-cheie: Ecuații diofantiene, soluții naturale 

 

Abstract 

In this paper is solve of the conjecture   .  

Key-words: Diophantine equation; Natural solutions. 

 

În teoria numerelor se studiază intens ecuațiile diofantiene [1-5],ecuații ce admit doar 

soluții  întregi. În  literatura  de  specialitate  este   bine  cunoscută   conjectura: pentru care 

numere   naturale   există  numerele naturale încât  să se   verifice egalitatea   

 .  Dacă ,  atunci avem conjectura Erdos- Strauss. Dacă ,  atunci 

avem conjectura Sierpinski. Dacă 6, 7 atunci avem conjectura Aigner.  

În  lucrarea dată se   rezolvă  conjectura  . 

Teorema 1. Ecuația  

 
are soluțiile  

Demonstrație. Vom  considera  că .   Deoarece   ,  rezultă  că . 

Analog, . Atunci     de  unde   Deci  

Fie . Substituim și obținem ecuația  

. 

 Din această ecuație  rezultă  

. 

Observăm, că pentru  ecuația dată nu are soluții naturale. Rezultă că  

. Atunci . Dacă , atunci . Dacă , atunci  Dacă 

, atunci  nu avem soluții întregi. Dacă , atunci  nu avem soluții întregi. Dacă 
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, atunci  Observăm că orice permutare de soluții este soluție a ecuației inițiale. 

Teorema este demonstrată. 

Teorema 2. Ecuația  

 
 nu are soluții în mulțimea  numerelor naturale. 

Demonstrație. Vom   considera  că  .   Deoarece  , rezultă că . 

Analog, .  Atunci   ,  de  unde  Deci  

Avem  următoarele  cazuri: 

1.Fie  . Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație  rezultă  

. 

Observăm că pentru  ecuația dată nu are soluții naturale. Deci obținem  

. Atunci . Prin verificări se demonstrează că, numărul  nu este un 

număr natural. Deci ecuația nu are soluții naturale. 

2. Fie   Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație,  rezultă că  

 
Observăm că pentru  ecuația dată nu are soluții naturale. Deci 

obținem  . Atunci . Prin verificări se demonstrează că,  numărul  nu este un 

număr natural. Deci ecuația nu are soluții naturale. Teorema este demonstrată. 

Teorema 3. Ecuația 

 
 are soluțiile . 

Demonstrație.  Vom  considera  că  .  Deoarece , rezultă ca .   

Analog,   Atunci   , de  unde  . Deci avem  

 Astfel  pentru  avem  următoarele  cazuri:  

1.  Fie  . Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație  rezultă  
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. 

Observăm că pentru  ecuația dată nu are soluții naturale. Dacă 

, atunci Dacă , atunci  Dacă , atunci   Pentru 

celelalte valori ale lui  ecuația nu are soluții naturale. 

2.  Fie   Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație  rezultă  

. 

Dacă  ecuația dată nu are soluții naturale. Deci obținem  . 

Atunci . Dacă , atunci   Dacă , atunci   Observăm că 

orice permutare de soluții este soluție a ecuației inițiale. Teorema este demonstrată. 

Teorema 4. Ecuația 

 
nu are  soluții în mulțimea  numerelor naturale. 

Demonstrație. Vom  considera  că .    Deoarece   , rezultă  că  . 

Analog, . Atunci     de  unde  Deci avem  

Avem  următoarele  cazuri: 

1. Fie  . Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație  rezultă  

. 

Observăm, că pentru  ecuația dată nu are soluții naturale. Deci 

obținem  . Atunci . Prin verificări,  numărul  nu este un număr 

natural. Deci ecuația nu are soluții naturale. 

2.  Fie   Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație  rezultă  

 
Observăm că pentru  ecuația dată nu are soluții naturale. Deci 

obținem  . Atunci . Prin verificări,  numărul  nu este un  număr  

natural. Deci ecuația nu are soluții naturale. Teorema este demonstrată. 

Teorema 5. Ecuația  
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are soluția  

  Demonstrație. Vom  considera că . Deoarece ,   rezultă  că    .   

Analog,   Atunci  ,  de  unde  .  Deci  avem   Astfel  

pentru  avem  urmatoarele  cazuri: 

1.Fie  . Substituim și obținem ecuația  

. 

 Din această ecuație,  rezultă  

. 

Observăm că pentru  ecuația dată nu are soluții naturale. Deci 

obținem  . Atunci . Dacă , atunci   Dacă , atunci  

Pentru celelalte valori ale lui  ecuația nu are soluții naturale. 

2. Fie   Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație,  rezultă   

 
Observăm, că pentru  ecuația dată nu are soluții naturale. Deci 

obținem  . Atunci . Pentru aceste valori ecuația nu are soluții naturale. 

Observăm, că orice permutare de soluții este soluție a ecuației inițiale. Teorema este 

demonstrată. 

Teorema 6. Ecuația 

 
 are soluțiile  

. 

Demonstrație.  Vom  considera  că . Deoarece ,  rezultă că .   

Analog,  Atunci   , de unde .Deci  avem   Astfel  

pentru  avem  următoarele  cazuri:  

1.Fie  . Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație  rezultă  

. 

Observăm ca   
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Dacă , atunci  Dacă , atunci  Dacă , atunci   

Dacă , atunci   Dacă , atunci  . Dacă , atunci   

Dacă , atunci   

2. Fie   Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație  rezultă   

. 

 Dacă  ecuația dată nu are soluții naturale. Deci obținem  . 

Atunci . Dacă , atunci   Dacă , atunci   Dacă 

, atunci   Dacă , atunci   Pentru celelalte valori ale lui , ecuația nu 

are soluții naturale. 

3. Fie   Substituim și obținem ecuația  

. 

Din această ecuație  rezultă   

. 

Dacă  ecuația dată nu are soluție. Deci obținem  . Atunci 

. Dacă , atunci   Dacă , atunci   Dacă , 

atunci   Dacă , atunci   Pentru celelalte valori ale lui , ecuația nu are 

soluții naturale. Observăm, că orice permutare de soluții este soluție a ecuației inițiale. 

Teorema este demonstrată. 

Concluzie. Teoremele 2, 4 prezentate mai sus demonstrează   că  conjectura  formulată  

este  falsă.   Teoremele 1,3, 5, 6 demonstrează   că  pentru   unele  valori naturale ecuația 

   are  soluții naturale,  deci conjectură  este adevărată.   
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