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Summary
This paper talks about the usage of technical resources in the
teaching process using the computing software Maple which are not
only computing environments but also environments training. The
author relates how Maple can be used in solving of some problems
from the theory of functions of a complex variable, in special some
application of the residues theorem.

Introducere
In acest articol ma voi referi la o tema din cursul Teoria
functiilor de variabild complexd, si anume, teoria reziduurilor si

aplicayii [1], [2], [3], [6].

Fie f:D— E, E o multime deschisa din C,, Dc C. Daca
z, este un punct singular izolat al functiei f, atunci existd o
coroana circular cu centrul in z,, 0<|Z— ZO| <r in care functia f

este olomorfa, ceea ce Inseamnd cd poate fi dezvoltatd 1n serie
Laurent:

f(z)= icn(z —zy)".

Definitie. Punctul z, se numeste punct ordinar daca seria

Laurent este serie Taylor (nu are termeni cu puteri negative ale lui

(z—12,) ), punct singular esential izolat daca partea principald are

un numdr infinit de termeni §i pol de ordin K daca partea principala
are un numar finit de termeni, primul coeficient nenul fiind c_,,

adica f(z)= Y ¢,(z-12,)", ¢, #0.

n=-—k

285



Definitie. Se numeste reziduul functiei in punctul z, si se

noteaza Rez(f,z,) numarul definit de relatia:

Re Z(f,zo):%jf(z)dz, unde I' este un cerc cu centrul in z,
7
r

situat in coroana circulara de raza p, 0< p<r, parcurs in sens
pozitiv.

Teorema. Fie f :D — C o functie olomorfd pe D, cu exceptia
punctului singular izolat z,, atunci calculul reziduului functiei f in
punctul z, se poate face astfel:

1) Rez(f,z,)=c, unde c_ este coeficientul lui din

Zo
dezvoltarea in serie Laurent a functiei f pe 0 < |Z - ZO| <r.
1 . + T&-1)
im K-z, . f(z , daca 7=
(k—l)!2—>zok o () aca z=1,
este un pol al functiei [ si k este ordinul sau de multiplicitate (f (0)=f
51 01=1).

2) Rez(f,z))=

9(z,)
h'(zo)
Se poate scrie ca un cdt de doud functii f =g/h, g(z,)#0.

3) Rez(f,zy) = » daca z, este un pol al functiei [ si f

In situatia punctului oo, f este olomorfa pe exteriorul unui disc
de raza oricat de mare. Notdm cu I'; frontiera discului de raza R

oricat de mare, cu centrul in origine, A(O,R). Orientarea acestei

frontiere se face de asa maniera incat parcurgand-o, exteriorul
discului rdméne in stinga, adica invers decat orientarea normala,

motiv pentru care se noteaza cu Ij.
Definitie. Se numeste reziduul functiei f in punctul © si se

noteazi cu Rez(f,) coeficientul lui z™* din dezvoltarea in serie
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Laurent a functiei f in vecinatatea punctului de la infinit, luat cu
semn schimbat —c ;.

O alta  definitie:  Rez(f,z)=—— j f(z2)dz  sau
27 e
Rez(f,z,)=——— jf(z)dz
0 27 '

1 . . . < D s
Transformarea £ =— duce exteriorul discului de razid R in
Z

interiorul discului de raza —, ambele centrate in 0. De asemenea,

1
R

1 . .. . .
& == duce punctul z=0 in punctul o si invers. Calculul reziduului in

A
punctul de la infinit al lui f(z) se reduce la calculul reziduului in
punctul &£ =0 al functiei g(&) =—§—12 f(lj

z
Teorema reziduurilor. Fie f:D— C si I o curba simpla

inchisd, neteda sau netedd pe portiuni, inclusa in intregime in D.
Daca f este olomorfa pe D, cu exceptia unui numar finit de puncte
singulare izolate a;,a,,...,a, situate in domeniul Ac D, A fiind

delimitat de frontiera I" care nu trece prin nici unul din aceste
puncte, atunci

jf(z)dz:mzn:Rez(f,ak).

Observatie. 1. Teorema reziduurilor prezinta mare
importanta deoarece reduce calculul unor integrale la calculul unor
reziduuri, care de cele mai multe ori nu prezinta dificultdfi. 2. In
cazul cand numarul punctelor singulare izolate ale functiei f este
foarte mare, aplicarea teoremei reziduurilor poate conduce la
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calcule anevoioase. In aceastd situatie se poate calcula reziduul
functiei f'in punctul o.

Consecinta. Daca f are in tot planul complex numai un numar
finit de puncte singulare izolate, atunci suma tuturor reziduurilor

acestei functii este nula Rez(f,»)+ Z Rez(f,a)=0.
k=1

Aplicatii ale teoremei reziduurilor la calculul integralelor

. dz
Exemplu. Sa se calculeze integrala | —————.
M:lSz +262+5
<y e . . . 1
Réadacinile numitorului fractiei sunt z, =-5,, z,= 5 A
doua radacina este situatd in interiorul cercului unitate si reziduul
. 1 1 1 1
corespunzator este Rez| —; —=|= =—,
52°+26z+5 5) 10z2+26 l:--us 24
Aplicand teorema reziduurilor obtinem
J- dz .1 A
[ R — = 2721 —_—=—.
M=15z +262+5 24 12

Pentru a calcula aceastd integralda in Maple vom utiliza

b
formula j f(z)dz = j f (7)) (®)dt [2].
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Calculul integralelor de forma I = IR(os X, sin xBx [4]. Se
0

efectueazi schimbarea de variabild z=e™ =cosx +isin x. Deoarece
arg(z) = xe[0,2x], numarul complex z parcurge cercul unitate.
i-dz 72 +1

Avem dz=i-e*dx, de unde dx=-—", cosx ===,
z z

72 -1

2iz

sin x = , deci




1+sin X

Exemplu. Sa se calculeze integrala | = I—z
5 (3—2cosx)
Inlocuind dx, cosx, sin X primim
1+£
1 2iz ¢ 2% +2iz2-1
| =i ——de:—I Iﬁ z
F? (g, 2"+l g (27 =32+
2z
C o . . 3++/5 . 3-+/5
Exista doi poli (dubli) z, = 2\/_ cu |Zl|>1 si leT\/_
. . 12
cu  |z/<1.  Atunci | =27 Rez(f,22)=2—5\/§7r, unde
2 -
z°+2iz-1
&=
(z°-3z+1)
-
: (I'—Il v 1) »
:::::ZIM > -J:Pf\('tl)b"l)h'ill)dl
e vamnls
Calculul integralelor de forma

jp(x)dx 27i Y Rez(f,z,), unde P(x) si Q(x) sunt dous
Q(X) Imz, >0

polinoame care indeplinesc conditiile: Q(X)#0, VX eR, P(x) si Q(X)
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sunt prime intre ele, iar intre gradele celor doua polinoame exista
relatia grad P(x)+2 < grad Q(x) [5].

0
< . dx
Exemplu. Sa se calculeze integrala | = J 5 5 >
(X“+1)(x“+4)
—0
. . . =1 110 oS
Avem | =2z[Rez(f,i)+Rez(f,2))]=24| —+—|=—.
18 2 144
XH Untitied (9)" - [Server 7) - Maple 15 oo | L)
e e i ey e e ot
T i e — N
‘7L 20 Output > n‘m«u...-.,m,\ @y Bz U =E= B =i |
> 1 dx
(Z+1)-(£+4)
n 1?1 4 @
_> [i= x— - l S
L - (P+1)(F+4)
> residue( f(x), x=1)
- 113 . @
. : | [> residue( f(x), x=2I)
“ ¥ - i ‘ _ylbl8 i @ “
LY [> 2RI(2) + @)
::::«-m L A @
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